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Математика 
 
УДК 517.44: 519.64:519.21 DOI: 10.14529/mmph190101 
 

УРАВНЕНИЯ ТИПА СВЕРТКИ СО СЛУЧАЙНЫМИ ДАННЫМИ 
 
В.И. Заляпин, Е.В. Харитонова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: zaliapinvi@susu.ru 
 

Обсуждается возможность использования преобразования Лапласа для 
решения интегральных уравнений типа свертки с неточно известными ис-
ходными данными. В предположении, что ошибки измерений могут быть 
описаны стационарным случайным процессом с нулевым средним (отсут-
ствие систематических ошибок измерения) и известной корреляционной 
функцией, получены основные характеристики погрешности восстанавли-
ваемого сигнала. Продемонстрировано, что численная реализация метода 
Лапласа технически значительно усложняет процедуру регуляризации. 

Ключевые слова: уравнения типа свертки; преобразование Лапласа; регуля-
ризация. 

 
Введение 

При решении различных прикладных задач, в частности задач теории динамических измере-
ний, часто возникает потребность в решении интегральных уравнений Вольтерры типа свертки: 

0

K( ) ( ) ( )
t

t z d u tτ τ τ− =∫ .                                                           (1) 

Здесь ( )z t  – неизвестная функция, ( )u t  – экспериментально измеренная функция, ( )K s  – ядро 
уравнения (1), характеризующее исследуемую линейную систему. Предполагается, что уравне-
ние (1) рассматривается на промежутке времени [0; ]T , так что упомянутые функции определены 
для 0 ,t T≤ ≤  T ≤ +∞ . 

Хорошо известно (например, [1–3]), что задача решения уравнения (1) с неточно заданной 
правой частью неустойчива относительно ошибок измерения. Если допустить, что уравнение (1) 

обладает единственным решением 0( )z t  для некоторой правой части 0( )u t , то допущенные (мо-

жет быть, даже малые) отклонения от 0( )u t  могут приводить к значительным отклонениям от 

0( )z t . Подобная неустойчивость к настоящему времени хорошо изучена и предложены различ-
ные методы регуляризации (метод А.Н. Тихонова, метод М.М. Лаврентьева, метод В.К. Иванова 
и др.), позволяющие элиминировать ошибки правой части и минимизировать погрешности вы-
числительных процедур. 
 
Метод Лапласа 

Одним из теоретически эффективных методов решения уравнения (1) является переход из 
временной в частотную область с помощью преобразования Лапласа ([4]). Если [ ]L ϕ  – преобра-
зование Лапласа функции ( )tϕ , определенной на полупрямой [0; )+∞ , то в силу теоремы о сверт-
ке уравнение (1) перейдет в алгебраическое уравнение: 

[u] L[K] L[z]L = ⋅ , 
относительно преобразований Лапласа (изображений) функций ( ), ( )u t z t  и ( )K s , из которого 
легко находится изображение неизвестной функции. Для определения функции ( )z t  теперь дос-
таточно по изображению восстановить оригинал, положив: 

1 [ ]
( ) L

[ ]

L u
z t

L k
−  

=  
 

.                                                                (2) 
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Хорошо известно (например, [4]), что преобразование Лапласа функции ( ),tϕ  такой, что 

0| ( ) | exp( )t M s tϕ ≤  определено и представляет собой аналитическую функцию в полуплоскости 

0Rep s> . При этом, если ( ) [ ]p Lψ ϕ= , то обращение преобразования Лапласа задается формулой 
Меллина–Бромвича 

1
0

1
(t) [ ] (p)e dp, Re

2

s i
tp

s i

L s p s
i

ϕ ψ ψ
π

+ ⋅∞
−

− ⋅∞

= = = >∫ . 

 
Регуляризация 

Сам по себе метод Лапласа решения уравнения (1) не решает проблем, связанных с упомяну-
той выше неустойчивостью. Поэтому прямое использование соотношения (2) не приводит к 
удовлетворительному результату в ситуации, когда правая часть уравнения (1) известна неточно. 
Как показывает более тонкий анализ (например, [2]), связано это обстоятельство с наличием у 
измеряемого сигнала высокочастотных составляющих. Естественным выходом в этой ситуации 
является подавление высокочастотных составляющих правой части уравнения (1).  

Достигается это следующим образом. Пусть ( ; )h α µ  – функция двух действительных пере-

менных, определенная для всех µ  и 0α > , такая, что: 
1) , 0 ( , ) 1;hα µ α µ∀ ≤ ≤   
2) (0; ) 1;h µ =   

3) | |lim ( ; ) 0;hµ α µ→∞∃ =   

4) 0lim ( ; ) 1hα α µ→∃ = . 
Полагая 

[u]
ˆ( ) ( ; ), Im p

[K]

L
z p h

L
α µ µ= = , 

рассмотрим 

1 1 [u]
ˆ( ) [z] L

[K]

L
z t L h

Lα
− −  

= =  
 

. 

Пусть  

0( ) ( ) ( )u t u t u t= + ∆ .  
Тогда: 

0[u] L[u ] L[ u]L = + ∆  
и  

( )1 10
0

[u ] [ u]
( ) ( ) 1

[K] [K]

L L
z t z t L h L h

L Lα
− −   ∆− = − +   
   

.                                      (3) 

В этом соотношении первое слагаемое описывает точность замены решения 0( )z t  функцией 

( )z tα  (т.н. точность регуляризации), второе – погрешность решения, обусловленную ошибками 
( )u t∆  измерения правой части уравнения (1). Можно доказать ([2]), что при 0α →  первое сла-

гаемое стремится к нулю, в то время как второе может неограниченно возрастать. При надлежа-
щем выборе параметра регуляризации α  и стабилизирующей функции ( ; )h α µ  точность замены  

решения 0( )z t  функцией ( )z tα  будет иметь тот же порядок, что и ошибки измерения правой час-

ти уравнения (1).  Заметим, что уклонение ( )z tα  от 0( )z t  оценивается в соответствии с выбором 
нормированного пространства, в которое погружены эти функции. Чаще всего рассматриваются 

пространства [0;T]C , [0;T] [0;T],rC L  и 2
[0;T]L . 

 
Случайные ошибки измерений 

Пусть теперь ошибки ( )u t∆  описываются стационарным случайным процессом ( )u t∆  = (t)ξ  

c нулевым средним ( ( ) 0M tξ = ) и корреляционной функцией ( )R tξ τ−  ([5]). В этом случае и ре-
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шение уравнения (1) – случайный процесс (вообще говоря, необязательно стационарный). Разум-
ной мерой уклонения ( )z tα  от ( )z t  в конкретной точке [0;T]t ∈  может служить  величина дис-
персии разности (3) в этой точке: 

2 2(z ; ) | |z M z zα αρ = − , 

а мерой уклонения ( )z tα  от 0( )z t  как элементов функционального пространства – норма функ-
ции ρ  как функции переменной t  в этом пространстве. 

Найдем вероятностные  характеристики  процесса [ ]L ξ . Несложные выкладки дают:  

1 2
1 2

1
[ ] 0, Cov [ ] ( [ ]( ) [ ]( ))ML L L R p L R p

p p ξ ξξ ξ= = +
+

. 

В частности, рассеяние преобразования Лапласа случайной ошибки измерений описывается 
дисперсией, даваемой предыдущим соотношением при 1 2p p= : 

2 [ ]( ) [ ]( )
( [ ]) | [ ] |

2Re

L R p L R p
D L M L

p
ξ ξξ ξ

+
= = . 

Пусть теперь ( ; )tα∆  – составляющая погрешности (3), обусловленная ошибками измерения 
правой части  уравнения (1): 

1 [ ]
( ; ) ( ; Im )

[ ]

L
t L h p

L K

ξα α−  
∆ =  

 
. 

В силу стационарности процесса ( )tξ  его преобразование Лапласа представимо в виде: 

0
( )

[ ] , Re
dw

L p s
p iw

ζξ
+∞

−∞

= >
−∫ , 

где ( )wζ  – спектральный процесс для ( )tξ : 
2| ( ) | ( ) ( )M dw dF w f w dwξ ξζ = = , 

а ( ), ( )F w f wξ ξ  – спектральная функция и спектральная плотность,  соответственно, процесса 

( )tξ . Применяя формулу Меллина–Бромвича, заключаем, что 

( ; ) ( ; ) ( )t g t w dwαα ζ
+∞

−∞

∆ = ∫ , 

где  

0
1 ( ;Re )

( ; ) , Re
2 [ ]( )( )

s i
pt

s i

h p
g t w e dp p s

i L K p p iwα
α

π

+ ⋅∞

− ⋅∞

= >
−∫ . 

Отсюда, дисперсия величины ( ; )tα∆  дается соотношением: 

( ) 2 2( ; ) | ( ; ) | ( ) | ( ; ) | ( )D t g t w dF w g t w f w dwα ξ α ξα
+∞ +∞

−∞ −∞

∆ = =∫ ∫ .                               (4) 

Заметим, что: 
2

2
2

2 2 2

| ( ; ) |
| ( ; ) |

| [ ] |4 ( )

st i te h e
g t w d

L K s w

µ

α
α µ µ

π µ

+∞

−∞

 
 ≤ ⋅
 + − 
∫ . 

Применяя к интегралу в правой части неравенство Коши–Буняковского, получаем неравен-
ство: 

22
2 ( ; )

| ( ; ) |
4 [ ]

ste h
g t w d

s L Kα
α µ µ

π

+∞

−∞

≤ ⋅ ∫ , 

и следующую из него оценку для дисперсии величины  ( ; )tα∆ : 
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22

0
( ; )

( ( ; ) (0) , .
4 [ ]

ste h
D t R d s s

s L Kξ
α µα µ

π

+∞

−∞

∆ ≤ ⋅ ⋅ >∫  

 
Замечание о численной реализации 

При реализации метода Лапласа для решения уравнения (1) наиболее проблематичным мо-
ментом является обращение скорректированного изображения, т.е. вычисление интеграла Мел-
лина–Бромвича. Классические аналитические методы обращения преобразования Лапласа (на-
пример, [4, 6]) в реальных прикладных задачах, как правило, неприменимы и возникает необхо-
димость использования численных методов. Достаточно полный обзор возможных численных 
процедур решения этой задачи представлен, например, в книгах [7, 8]. 

Следует, однако, заметить, что задача приближенного обращения преобразования Лапласа 
некорректна и требует регуляризации в той же мере, что и исходная задача решения уравнения 
(1).  

Действительно, если мы хотим по изображению 0( ),Rep p sψ >  восстановить оригинал 

( ), 0t tϕ > , то фактически мы ставим задачу решения интегрального уравнения: 

0

( ) ( )ptt e dt pϕ ψ
+∞

− =∫ , 

относительно функции ( )tϕ  по заданной (неточно!) функции ( )pψ .  
Это обстоятельство технически значительно усложняет предложенную процедуру решения 

уравнения (1) и ориентирует исследователей в прикладных областях на использование для реше-
ния уравнения (1) прямых методов регуляризации (метод невязки, метод квазирешений и т.п.),  
технически более простых в численной реализации, нежели метод Лапласа. 
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EQUATIONS OF CONVOLUTION TYPE WITH RANDOM DATA 
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South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: zaliapinvi@susu.ru  
 

The possibility of using the Laplace transform to solve integral equations of convolution type with 
imprecise initial data is being discussed. Theoretically, the possibility of reducing the integral equation 
to an algebraic equation should greatly simplify the procedure for its solution. However, the measure-
ment errors present in the actual measuring process cause the need to filter the interference in the fre-
quency domain. Assuming that measurement errors can be described with a stationary random process 
with zero mean (the absence of systematic measurement errors) and a given correlation function, the 
main characteristics of the error in the signal under regeneration are obtained. 

It is shown that technically, numerical implementation of the Laplace method, connected with the 
restoration of the Laplace original from its image, significantly complicates the procedure of its regu-
larization due to impossibility of using the Mellin–Bromwich inversion formula. 

Keywords: equations of convolution type; Laplace transform; regularization. 
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CALCULATION OF DISCRETE SEMI-BOUNDED OPERATORS’ 
EIGENVALUES WITH LARGE NUMBERS 
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In previous works of the article’s authors on development of the Galerkin 
method, linear formulas for calculating the approximate eigenvalues of discrete 
lower semi-bounded operators have been obtained. The formulas allow calculat-
ing the eigenvalues of the specified operators of any number, regardless of 
whether the eigenvalues of the previous numbers are known or not. At that, it is 
possible to calculate the eigenvalues with large numbers when application of the 
Galerkin method is becoming difficult. It is shown that eigenvalues of small num-
bers of various boundary-value problems, generated by discrete lower semi-
bounded operators and calculated by linear formulas and by the Galerkin 
method, are in a good conformity. 

In this paper we use linear formulas to calculate approximate eigenvalues 
with large numbers of discrete lower semi-bounded operators. Results of calcula-
tion of eigenvalues by linear formulas and by known asymptotic formulas for two 
spectral problems are given. Comparison of the results of calculations of the ap-
proximate eigenvalues shows that they almost coincide for sufficiently large 
numbers. This proves the fact that linear formulas can be used for the considered 
spectral problems and sufficiently large numbers of eigenvalues. 

Keywords: spectral problem; discrete operators; semi-bounded operators; ei-
genvalues and eigenfunctions of an operator; Galerkin method. 

 

Introduction 
It is known that the spectrum of a discrete operator consists of isolated points that have no limit 

points other than infinity. Moreover, each eigenvalue of a discrete operator has finite multiplicity. 
Let L be a discrete semi-bounded from below operator, defined in the separable Hilbert space H. Its 

eigenvalues µ  are determined by finding non-trivial solutions of the equation: 

Lu = µu,            (1) 
which satisfies the given homogeneous boundary conditions. Enumerate them in order of increasing val-

ues of eigenvalues, taking into account the multiplicity { } 1n n
µ ∞

= . 

To find the eigenvalues of the operator L we use the Galerkin method. Consider a sequence 

{ } 1n n
H

∞
=  of finite dimensional spaces nH H⊆ , which is complete in H. Suppose, that the orthonormal 

basis of space nH  is known and consists of functions { } 1

n
k k

φ = . Wherein the functions kφ  must satisfy 

all boundary conditions of the problem. Following the Galerkin method, we will find the approximate 
solution of the spectral problem (1) in the form: 

1

( ) .
n

n k k
k

u a n φ
=

=∑                                                                  (2) 

The following theorems were proved in [1]. 
Theorem 1. Let L be a discrete semi-bounded from below operator acting in a separable Hilbert 

space H. If the system of coordinate functions { } 1

n
k k

φ = is a basis in the space H, then the Galerkin 

method applied to the problem of finding the eigenvalues of the spectral problem (1), constructed on this 
system of functions, converges. 

Theorem 2. Let L be a discrete semi-bounded from below operator acting in a separable Hilbert 

space H. If the system of coordinate functions  { } 1

n
k k

φ =  is an orthonormal basis in the space H, then 

( )( ) , ,n n n nn Lµ φ φ δ= +ɶ                                                            (3) 
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wherе ( ) ( )
1

1

1 ,
n

n k k
k

n nδ µ µ
−

=
=  − −  ∑ ɶ ɶ ( )kµ nɶ  is the Galerkin approximation of order n to the correspond-

ing eigenvalues kµ  of the operator L. 
Formulas (3) allow, as shown in [1], to calculate the approximate eigenvalues of discrete semi-

bounded operators with high computational efficiency. Unlike classical methods, they drastically reduce 
the amount of computation, solve the problem of finding the eigenvalues of any matrices of high order. 
Also formulas (3) allows to find eigenvalues regardless of whether know eigenvalues with lower num-
bers or not and solve the problem of calculating all necessary points of the spectrum of discrete semi-
bounded operators. 

Numerous eigenvalue calculations nµɶ  of boundary problems generated by discrete semi-bounded 

from below operators for 50n ≤  calculated by formulas (3) and the Galerkin method are in good agree-
ment [1]. 

In this work, for further verification of the developed methodology for calculating the eigenvalues 
of discrete semi-bounded operators using formulas (3), we compare the results of their calculation using 
these formulas with the calculations using known asymptotic formulas for the following spectral prob-
lems. 
 

1. Asymptotic formulas for the eigenvalues of the spectral problems under consideration 
Consider the classical spectral problem of the form: 

'' 2( ) ( ) ( ) ( ),y x q x y x y x    µ µ λ− + = =  or 2, 0S   xµ π= < <                (4) 
with boundary conditions 

(0) 0, ( ) 0y   y π= = ,                                                               (5) 
or 

'(0) 0, ( ) ( ) 0y    y hyπ π= − =                                                         (6) 

with the requirement that the potential ( )q x , satisfying the condition: 

0

( ) .x q x dx
π

< ∞∫  

In the thesis of Z.M. Gasimov [2] it was shown, that for eigenvalues nµ  of spectral problems (4), 
(5) and (4), (6) the following asymptotic formulas: 

2 2 2)

0

1
, ( )sin ( ) ( ),n n n n  n q t nt dt O r

n

π
µ λ λ

π
= = + +∫                                          (7) 

[ ]2 2 2)

0

1
, 0,5 ( )sin ( 0,5) ( )

( 0,5) ( 0,5)n n n n
h

S   S n q t n t dt O r
n n

π
µ

π π
= = − − + − +

− − ∫ ɶ             (8) 

are true respectively. Here: 
2 /

0 1/ 2

1 1
, ( ) ( ) .

n

n n n
n

r r   r t q t dt q t dt
n n

π
= + = +∫ ∫ɶ  

To find the approximate eigenvalues of the spectral problem (4), (5) we construct a system of coor-
dinate functions, each function of which is an eigenfunction of the spectral problem 

( )
''( ) ( ), 0 ,

(0) 0, 0.

x x   x

           

φ βφ π
φ φ π

− = < <
= =

                                                     (9) 

It is not difficult to show, that the spectral problem (9) has a set of eigenvalues { }2

1n
n

∞

=
, which cor-

responds to an orthogonal system of eigenfunctions { } 1
sin( )n n

C nx
∞

= . Constants nC  are found from the 

normalization conditions. 
To find the approximate eigenvalues of the spectral problem (4), (6) we construct a system of coor-

dinate functions, each function of which is an eigenfunction of the spectral problem: 
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( )

''

'

( ) ( ), 0 ,

(0) 0, ( ) 0.

x x   x

   hy

φ γφ π

φ φ π π

− = < <

= − =
                                                     (10) 

The set of eigenvalues { } 1n n
γ ∞

=  of the spectral problem (10) has no finite limit points. All the eigen-

values are real, non-negative, simple. They are the roots of the transcendental equation 

( ) ( )cos sin 0,hγ π γ π γ− =           (11) 

and the corresponding system of eigenfunctions is orthogonal and have the form { }
1

sin( )n n n
C xγ

∞

=
. 

Constants nC  are found from the normalization conditions. 

In case you need to find the eigenvalue nγ  with a sufficiently large number it is difficult to use the 

transcendental equation (11), because it is necessary to consistently find all the values nγ  with smaller 
numbers. This leads to a sharp increase in computational calculations. Therefore, in such cases it is nec-
essary to use asymptotic formulas, which can be easily obtained from formulas (8), assuming that  

( ) 0q t ≡ : 

( )2 2 1
, 0,5 , .

( 0,5)n n n n n
h

S   S n O r  r
n n

γ
π

= = − − + =
−

ɶ ɶ           (12) 

 

2. Numerical experiments 
Denote by µɶ  the approximate eigenvalues of spectral problems (4), (5) and (4), (6), found by the 

Galerkin method, bŷµ  the eigenvalues found by formulas (3), by µ  the eigenvalues found by asymp-

totic formulas (7) or (8). In all the above calculations it was assumed that 0nδ = . 
In tables 1 and 2 the eigenvalues of problem (4), (5), found by formulas (3), and asymptotic formu-

las (7) with potential 2( ) 5 13 sin(6 ) 2 xq x x x x e= − + − +  are given. 
Table 1 

n  nµɶ  ˆnµ  nµ  n nµ µ−ɶ  ˆn nµ µ−  

12 166,712 166,503 167,382 6,705·10–1 8,792·10–1 
13 191,685 191,507 192,257 5,719·10–1 7,494·10–1 
14 218,663 218,511 219,157 4,935·10–1 6,463·10–1 
15 247,646 247,513 248,076 4,302·10–1 5,632·10–1 
16 278,632 278,515 279,010 3,784·10–1 4,951·10–1 
17 311,620 311,517 311, 956 3,354·10–1 4,386·10–1 
18 346,611 346,519 346,910 2,993·10–1 3,913·10–1 
19 383,602 383,520 383,871 2,687·10–1 3,512·10–1 
20 422,595 422,521 422,838 2,426·10–1 3,170·10–1 
… … … … … … 
43 1871,545 1871,529 1871,598 5,261·10–2 6,863·10–2 
44 1958,544 1958,529 1958,595 5,025·10–2 6,554·10–2 
45 2047,544 2047,529 2047,592 4,804·10–2 6,266·10–2 
46 2138,543 2138,529 2138,589 4,597·10–2 5,997·10–2 
47 2231,543 2231,529 2231,587 4,404·10–2 5,744·10–2 
48 2326,542 2326,529 2326,584 4,222·10–2 5,508·10–2 
49 2423,542 2423,529 2423,582 4,052·10–2 5,285·10–2 
50 2522,541 2522,529 2522,580 3,892·10–2 5,076·10–2 
51 2623,541 2623,530 2623,578 3,740·10–2 4,879·10–2 
… … … … … … 
63 3991,538 3991,530 3991,562 2,448·10–2 3,197·10–2 
64 4118,537 4118,530 4118,561 2,366·10–2 3,098·10–2 
65 4247,537 4247,530 4247,560 2,294·10–2 3,004·10–2 
66 4378,537 4378,530 4378,559 2,208·10–2 2,913·10–2 
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End of the Table 1 

n  nµɶ  ˆnµ  nµ  n nµ µ−ɶ  ˆn nµ µ−  

67 4511,538 4511,530 4511,558 2,045·10–2 2,827·10–2 
68 4646,539 4646,530 4646,558 1,849·10–2 2,744·10–2 
69 4783,543 4783,530 4783,557 1,348·10–2 2,665·10–2 
70 4922,577 4922,530 4922,556 2,053·10–2 2,590·10–2 
71 5063,898 5063,530 5063,555 3,426·10–1 2,517·10–2 
 

Table 2 

n  ˆnµ  nµ  ˆn nµ µ−  

1000 1000022,531 1000022,531 1,269·10–4 
1001 1002023,531 1002023,531 1,267·10–4 
1002 1004026,531 1004026,531 1,264·10–4 
1003 1006031,531 1006031,531 1,262·10–4 
1004 1008038,531 1008038,531 1,259·10–4 

… … … … 
10000 100000022,531 100000022,531 1,269·10–6 
10001 100020023,531 100020023,531 1,267·10–6 
10002 100040026,531 100040026,531 1,264·10–6 
10003 100060031,531 100060031,531 1,268·10–6 
10004 100080038,531 100080038,531 1,268·10–6 
… … … … 
100000 10000000022,531 10000000022531 1,269·10–8 
100001 10000200023,531 10000200023,531 1,269·10–8 
100002 10000400026,531 10000400026,531 1,269·10–8 
100003 10000600031,531 10000600031,531 1,269·10–8 
100004 10000800038,531 10000800038,531 1,269·10–8 

 
Numerical calculations showed that the results of calculations of eigenvalues in three ways are in 

good agreement. As the number of eigenvalues increases, the difference between them decreases. 
The results of calculations for sufficiently large numbers of the eigenvalues of the spectral problem 

(4), (5) are given in the table 2. The calculation of eigenvalues with such numbers by the Galerkin 
method causes difficulties due to the large dimensions of the matrices with which you have to work. 
Therefore, a comparison is made between the approximate eigenvalues found by formulas (3) and the 
asymptotic formulas (8). For n > 100 000 the values ˆnµ  and nµ  are almost the same. 

In Tables 3 and 4 the approximate eigenvalues of the spectral problem (4), (6) calculated by formu-

las (3) and asymptotic formulas (8) with h = 0,5 and 3( ) 4 5 cos(3 ) xq x x x x e= − + − +  are given. 
 

Table 3 

n  nµɶ  ˆnµ  nµ  n nµ µ−ɶ  ˆn nµ µ−  

8 78,633 78,572 78,742 1,097·10–1 1,740·10–1 
9 96,619 96,572 96,708 8,864·10–2 1,362·10–1 
10 116,610 116,572 116,683 7,314·10–2 1,114·10–1 
11 138,603 138,572 138,665 6,137·10–2 9,280·10–2 
12 162,598 162,572 162,650 5,221·10–2 7,849·10–2 
… … … … … … 
36 1338,574 1338,571 1338,581 6,287·10–3 9,177·10–3 
37 1412,574 1412,571 1412,580 5,957·10–3 8,694·10–4 
38 1488,574 1488,571 1488,580 5,653·10–3 8,248·10–4 
39 1566,574 1566,571 1566,579 5,371·10–3 7,836·10–4 
40 1646,574 1646,571 1646,579 5,110·10–3 7,454·10–3 
… … … … … … 
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End of the Table 3 

n  nµɶ  ˆnµ  nµ  n nµ µ−ɶ  ˆn nµ µ−  

66 4428,572 4428,571 4428,574 1,771·10–3 2,764·10–3 
67 4562,573 4562,571 4562,574 1,561·10–3 2,683·10–3 
68 4698,573 4698,571 4698,574 1,104·10–3 2,605·10–3 
69 4836,577 4836,571 4836,574 3,285·10–3 2,530·10–3 
70 4976,588 4976,571 4976,574 1,422·10–2 2,459·10–3 
 

Table 4 

n  ˆnµ  nµ  ˆn nµ µ−  

1000 99906,571 999006,571 1,221·10–5 
1001 1001006,571 1001006,571 1,219·10–5 
1002 1003008,571 1003008,571 1,216·10–5 
1003 1005012,571 1005012,571 1,214·10–5 
1004 1007018,571 1007018,571 1,211·10–5 
… … … … 

10000 99990006,571 99990006,571 1,220·10–6 
10001 100010006,571 100010006,571 1,220·10–6 
10002 100030008,571 100030008,571 1,219·10–6 
10003 100050012,571 100050012,571 1,219·10–6 
10004 100070018,571 100070018,571 1,219·10–6 

… … … … 
100000 9999900006,571 9999900006,571 1,220·10–9 
100001 10000100006,571 10000100006,571 1,220·10–9 
100002 10000300008,571 10000300008,571 1,220·10–9 
100003 10000500012,571 10000500012,571 1,220·10–9 
100004 10000700018,571 10000700018,571 1,220·10–9 

The results of calculations of the approximate eigenvalues of the spectral problem (4), (6), given in 
Tables 3 and 4 are in good agreement. 

 

Conclusion 
Comparison of the results of calculations of the approximate eigenvalues of the spectral problems 

(4), (5) and (4), (6), carried out according to formulas (3) and asymptotic formulas (7) and (8), show that 
for sufficiently large numbers the results are almost the same. 

In previous papers in the development of the Galerkin method linear formulas for calculating the 
approximate eigenvalues of discrete semibounded from below operators were obtained by the authors of 
the article. Formulas allow you to calculate the eigenvalues of the specified operators with any of their 
numbers, regardless of whether the eigenvalues with the previous numbers are known or not. In this 
case, it is possible to calculate the eigenvalues with large numbers, when the application of the Galerkin 
method becomes difficult. To test the new method for calculating the eigenvalues of discrete semi-
bounded operators, computational experiments were conducted, which showed that the eigenvalues of 
small numbers of various boundary-value problems calculated by linear formulas and the Galerkin 
method are in good agreement. For further verification of the obtained linear formulas, it became neces-
sary to find out how they behave when calculating eigenvalues with large numbers when asymptotic 
formulas begin to work. In this paper we use linear formulas to calculate approximate eigenvalues with 
large numbers of discrete semi-bounded from below operators. The results of calculating the eigenvalues 
by linear formulas and by known asymptotic formulas for two spectral problems are given. Comparison 
of the results of the calculations of the approximate eigenvalues show that for sufficiently large numbers 
they almost coincide. This confirms the fact that linear formulas can be used for the considered spectral 
problems and sufficiently large numbers of eigenvalues. 

In the spectral problems considered, linear formulas give the same result as asymptotic formulas. 
This confirms the possibility of applying linear formulas to the approximate calculation of any eigen-
value of a discrete semi-bounded operator. By virtue of the linearity of formulas, finding eigenvalues 
becomes computationally efficient compared to any classical method. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ С БОЛЬШИМИ НОМЕРАМИ 
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В предыдущих работах авторов статьи в развитии метода Галеркина получены линейные 

формулы для вычислений приближенных собственных значений дискретных полуограниченных 
снизу операторов. Формулы позволяют вычислять собственные значения указанных операторов 
любого номера независимо от того, известны ли собственные значения с предшествующими но-
мерами или нет. При этом можно вычислять собственные значения и с большими номерами, ко-
гда применение метода Галеркина становится затруднительным. Показано, что собственные зна-
чения небольших номеров различных краевых задач, порожденных дискретными полуограни-
ченными снизу операторами, вычисленные по линейным формулам и методом Галеркина, хоро-
шо согласуются. 

В работе применены линейные формулы для вычисления приближенных собственных значе-
ний с большими номерами дискретных полуограниченных снизу операторов. Приведены резуль-
таты вычислений собственных значений по линейным формулам и по известным асимптотиче-
ским формулам для двух спектральных задач. Сравнение результатов проведенных вычислений 
приближенных собственных значений показывает, что для достаточно больших номеров они 
практически совпадают. Это подтверждает тот факт, что для рассматриваемых спектральных за-
дач и достаточно больших номеров собственных значений можно использовать линейные фор-
мулы. 

Ключевые слова: спектральная задача; дискретные операторы; полуограниченные операто-
ры; собственные числа и собственные функции оператора; метод Галеркина. 
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О ВЫЧИСЛЕНИИ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ И ФУНКЦИЙ 
ДИСКРЕТНОГО ОПЕРАТОРА С ЯДЕРНОЙ РЕЗОЛЬВЕНТОЙ, 
ВОЗМУЩЕННОГО ОГРАНИЧЕННЫМ 
 
А.И. Седов 
Магнитогорский государственный технический университет, г. Магнитогорск,  
Российская Федерация 
E-mail: sedov-ai@yandex.ru 
 

Рассматривается задача вычисления собственных чисел и собственных 
функций возмущенного линейного самосопряженного оператора с ядерной 
резольвентой, возмущенного ограниченным оператором, действующим в 
сепарабельном гильбертовом пространстве. Для решения задачи применя-
ется метод регуляризованных следов предложенный В.А. Садовничим и 
В.В. Дубровским и развитый их учениками. Классический метод регуляри-
зованных следов для повышения точности вычислений предполагает вы-
числение нескольких членов ряда. Сложность вычисления каждого после-
дующего члена ряда нелинейно возрастает. Предлагаемое в работе измене-
ние классического метода приводит к другому ряду, скорость сходимости 
которого значительно больше, что позволяет уменьшить количество членов 
ряда используемых в вычислениях. Развивая предложенный метод, в рабо-
те приводятся формулы для вычисления коэффициентов Фурье разложе-
ния возмущенных собственных функций в ряд по невозмущенным. Для вы-
числения первых собственных функций используется обратная матрица 
Вандермонда. Приводятся оценки остатков рядов. 

Ключевые слова: собственные числа; собственные функции; ядерный опе-
ратор; возмущенный оператор. 

 

Введение 
Рассмотрим дискретный самосопряженный оператор T  с ядерной резольвентой и линейный 

ограниченный оператор P , действующие в гильбертовом пространстве H . Для простоты изло-
жения предположим, что оператор T  – положительный с простым спектром { } 1( ) n n

Tσ λ ∞
== . Соб-

ственные числа nλ  оператора T  занумеруем в порядке возрастания. Обозначим через 

{ } 1( ) n n
Tσ μ ∞

==  собственные числа оператора T P+ , занумерованные в порядке возрастания дей-
ствительных частей с учетом алгебраической кратности. 

Можно показать (см., например [1]), что если существует номер N  такой, что для любых  

n N≥  выполняется неравенство 
1

2
1n

n n

P
q

λ λ+
= <

−
, то первые N  собственных чисел { } 1

N
n n

μ =  опе-

ратора T P+  являются решениями системы N  уравнений: 

( ) ( )

1
( ) ( )

N

N

tN N
s ss s

k k k t
k 1 k 1 k

N Nμ λ α ε
= = =

= + +   , Nt ∈ N ,  1, .s N=                                    (1) 

Здесь [ ]( ) 1
0

( 1)( ) ( )
2

N

k
ks s

k
s

N Sp PR d
ik

α λ λ λ
π

−

Γ

−=   – поправки теории возмущений, 

( ) ( )

1
( ) ( )

N
N

s s
kt

k t

N Nε α
∞

= +
=  , NΓ  – окружность радиуса 1

2
N N

N
λ λρ ++

=  с центром в начале коорди-

нат, 0R  резольвента оператора T . 
Правые части уравнений (1) явно выражаются через собственные числа и собственные функ-

ции невозмущенного оператора T  и возмущающий оператор P . В.А. Садовничий и В.В. Дуб-
ровский в работе [2] высказали идею нового метода вычисления собственных чисел возмущен-
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ных операторов с помощью системы (1). Серия работ В.А. Садовничего, В.В. Дубровского, С.И. 
Кадченко, В.Ф. Кравченко, И.И. Кинзиной [1, 3–9] привела к созданию и обоснованию метода 
вычисления собственных чисел возмущенного оператора, а также созданию численных алгорит-
мов, реализующих данный метод. Идея метода состоит в следующем. Используя теорию симмет-
рических многочленов и формулы Ньютона, нахождение корней системы (1) сводится к нахож-
дению корней многочлена степени N , коэффициенты которого могут быть найдены со сколь 
угодно большой точностью. Поэтому погрешность вычисления N  первых собственных чисел nµ  
зависит от того, как точно вычислены правые части системы (1). Несмотря на приведенные в ра-
ботах [1, 4, 6–9] численные примеры, найденные там оценки остатков 

1
1

1
)( +

+

≈
−

≈ N
N

N

t
N

s
N

N

t
Ns

N
(s)
t qN

q

q
sNN λρε , 

нельзя назвать хорошими. Добиться малости ( ) ( )
N

s
t Nε  возможно только за счет увеличения степе-

ни 1Nt +  числа 1Nq < , что в свою очередь ведет к увеличению числа поправок теории возмуще-

ния ( )s
kα , которые приходится вычислять. Сложность вычисления поправок нелинейно растет с 

увеличением номера поправки, что значительно увеличивает трудности практического примене-
ния метода и ведет к накоплению ошибок округления. 

В представленной работе делается попытка уменьшить оценки остатков рядов. 
 

1. Вычисление собственных чисел 

Введем обозначения: { }1
min

2n n k
k n

r λ λ
≠

= − , { }:n n nrγ λ λ λ= − = , { }:| |n n nrλ λ λΓ = = + , 

1
0( ) ( )R T Eλ λ −= − , 1( ) ( )R T P Eλ λ −= + − , inf n

n N
r r

≥
= , { } { }∩

Nn
nnNNN rr

>
>−∩+>=Ω |||:| λλλλλ , 

( )Tρ  – резольвентное множество. 
Приведем известные, но необходимые для целостного изложения результаты в виде несколь-

ких лемм. 
Лемма 1. Если P r< , то T P+  – дискретный и справедливо разложение в сходящийся по 

норме ряд 

0 0
0

( ) ( 1) ( )( ( ))k k

k

R R PRλ λ λ
∞

=
= −∑ , NΩ∈λ .                                             (2) 

Обозначим собственные числа оператора T P+ , через nµ  занумерованные в порядке возрас-
тания действительных частей с учетом алгебраической кратности. 

Лемма 2. [10] Если NP r< , то внутри контура NΓ  будет находиться одинаковое количе-

ство собственных чисел nλ  и nµ  (с учетом кратности), n N≤ . Если nP r< , то внутри конту-

ра nγ  будет находиться одинаковое количество собственных чисел nλ  и nµ  (с учетом кратно-
сти). 

Интегрированием по частям доказывается следующая: 
Лемма 3. Если g  – однозначная аналитическая функция, γ  – замкнутый контур, то имеет 

место равенство: 

0 0 0
1

( ) ( )( ( )) '( )( ( ))k kSp g R PR d Sp g PR d
kγ γ

λ λ λ λ λ λ λ= −∫ ∫ ,     k ∈ N . 

Обозначим через nv  и nu  ортонормированные в H  собственные функции операторов T  и 

T P+ , соответствующие собственным числам nλ  и nµ , и перейдем к доказательству основного 
результата. 

Теорема 1. Если NP r< , то первые N  собственных чисел nµ  оператора T P+  являются 

решениями системы уравнений: 
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1
( )

1
1 1 1 2

( , )1 1
( )

( ) ( ) ( )

N N N M
sl l

sks s s
l l l kl l l

s Pv v
N

z z z
α ε

µ λ λ

−

+
= = = =

= + + +
− − −∑ ∑ ∑ ∑ , 1,s N= , 

где ( )
01

( 1) 1
( ) [ ( )]

2 ( )
N

k
s k

k s

s
N Sp PR d

ik z
α λ λ

π λ +
Γ

−=
−∫  – поправки теории возмущений, z  некоторое 

фиксированное число, sε  – зависящие от z  и M  сколь угодно малые числа. 

Доказательство. Умножим ряд (2) на число 
( )

1

2
s

i zπ λ
−

−
, 1,s N= , проинтегрируем по кон-

туру NΓ  и найдем след. Число N Nz rλ> +  выберем позднее. Получим: 

0 0
0

1 ( ) 1 1
( 1) ( )[ ( )]

2 2( ) ( )
N N

k k
s s

k

R
Sp d Sp R PR d

i iz z

λ λ λ λ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = − −
− − ∑∫ ∫ . 

Вычислим интеграл в левой части и первые слагаемые в правой части. Используя леммы 1 и 

2, можно показать, что оператор ( )
N

R dλ λ
Γ
∫  является проектором на пространство, натянутое на 

линейную оболочку { } 1

N
n n

u = . Имеем 

1 1

( )1 ( ) 1 ( ) 1
, ,

2 2 2( ) ( ) ( )
N N N

N
l

l l ls s s
l l

R uR R
Sp d d u u d u

i i iz z z

λλ λλ λ λ
π π πλ λ λ

∞

= =Γ Γ Γ

   
   − = − = − =
   − − −
   

∑ ∑∫ ∫ ∫  

( )
1 1 1

1 1 1 1
, ,

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N N

N N N
l

l l ls s s
l l ll l l

u
d u u u d

i iz z z
λ λ

π πλ µ λ λ µ λ µ= = =Γ Γ

 
 − = − =
 − − − − −
 

∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Аналогично, при 0k = : 

0

1

( )1 1

2 ( ) ( )
N

N

s s
l l

R
Sp d

i z z

λ λ
π λ λ=Γ

− =
− −∑∫ . 

При 1k = , используя лемму 3, имеем: 

0 0 0
1

( ) ( ) ( )1

2 2( ) ( )
N N

s s

R PR PRs
Sp d Sp d

i iz z

λ λ λλ λ
π πλ λ +

Γ Γ

= − =
− −∫ ∫

1 1
1 1

( , )1
( , )

2 ( ) ( ) ( )
N

N N
n n

n n s s
l ll l

s Pv vs
Pv v d

i z z
λ

π λ λ λ λ+ +
= =Γ

− =
− − −∑ ∑∫ . 

Оценим M-й остаток ряда. 

0 0 01

1 1 1 ( 1)
( 1) ( )( ( )) ( ( ))

2 2( ) ( )
N N

k
k k k

s s
k M k M

s
Sp R PR d Sp PR d

i i kz z
λ λ λ λ λ

π πλ λ

∞ ∞

+
= =Γ Γ

−− = ≤
− −∑ ∑∫ ∫  

( )0 01 1

1 1 1 1
( ) | | ;длина max ( )

2 2| | N
N

k k
Ns s

k M k MN N

s s
PR d PR

k kz z r λ
λ λ λ

π πλ λ

∞ ∞

+ + ∈Γ= =Γ

≤ Γ ≤
− − −

∑ ∑∫  

( ) 1

( )

1

M
N N N

s M
NN N

s r q

qz r

λ
λ +

+
−− −

. 

За счет выбора числа M  и, главным образом, числа z  погрешности 

( ) M
N

M
N

s
NN

NN
s

q

q

rz

rs

−−−
+≤ + 1

)(
1λ

λε  

можно сделать сколь угодно малыми. Доказательство закончено. 
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Заметим, что если ввести обозначения 
1

n
nz

β
µ

=
−

, 
1

n
nz

η
λ

=
−

, то система перепишется в 

виде (1) 
1

( )1

1 1 1 2

( , ) ( )
N N N M

ss s s
l l n n l sk

l l l k

s Pv v Nβ η η α ε
−

+

= = = =
= + + +∑ ∑ ∑ ∑ . 

Обоснование существования и единственности решения данной системы, а также алгоритмы 
поиска решения можно найти в работах [1, 3–8].  

Предположим далее Nn > . 
Теорема 2. Если nP r<  и nλ  однократное, то собственное число nµ  можно вычислить по 

формуле 
1

( )1

2

( , ) ( )
M

ss s s
n n n n n sk

k

s Pv v nβ η η α ε
−

+

=
= + + +∑ , 

где ( )
01

( 1) 1
( ) [ ( )]

2 ( )
n

k
s k

k s

s
n Sp PR d

ik zγ
α λ λ

π λ +
−=

−∫ , z – некоторое фиксированное число, sε  – зави-

сящее от z сколь угодно малое число. 

Доказательство аналогично теореме 2. Умножим ряд (2) на 
( )

1

2
s

i zπ λ
−

−
, проинтегрируем 

по контуру nγ  и найдем след. Числа n nz rλ> + , 3M ≥  и s∈ N  выберем таким образом, чтобы 
погрешности 

( ) M
n

M
n

s
nn

n
s q

q

rzM

sr

−−−
≤ + 11λ

ε , 

были достаточно малыми. 
Обобщение на случай кратного спектра можно сделать аналогично [9]. 
 

2. Вычисление собственных функций возмущенного оператора 
Из леммы 2 и введенных обозначений следует, что внутри контура nγ  находятся только чис-

ла nλ  и nµ , а внутри контура NΓ  – числа kλ , kµ , 1,k N= . Пусть сначала n N≤ . Разложим соб-

ственные функции nv  в ряд Фурье по ортонормированному базису { }nu . 

1
n nk k

k

v c u
∞

=
=∑ , ( , )nk n kc v u= .                                                      (3) 

Умножим равенство на 
1

( )mz λ−
, 1Nz λ +> , подействуем проектором 

1
( )

2
N

R d
i

λ λ
π Γ

− ∫  и по-

лучим: 

1

( ) ( )1 1

2 2( ) ( )
N N

n k
nkm m

k

R v R u
d c d

i iz z

λ λλ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = −
− −∑∫ ∫ .                                    (4) 

Преобразуем правую часть равенства (4) следующим образом: 

( )1 1 1

( )1 1 1

2 2( ) ( ) ( )
N N

N
k nk k

nk nk km m m
k k kk k

R u c u
c d c u d

i iz z z

λ λ λ
π πλ λ µ λ µ

∞ ∞

= = =Γ Γ

− = − =
− − − −

∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Для вычисления левой части (4) воспользуемся представлением (2): 

( )0 0
0

( )1 1 1
( 1) ( ) ( )

2 2( ) ( )
N N

kkn
nm m

k

R v
d R PR v d

i iz z

λ λ λ λ λ
π πλ λ

∞

=Γ Γ

− = −
− −∑∫ ∫ .                   (5) 

Оценим s-й остаток ряда (5): 
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( ) 0
0 0

( )1 1 1
( 1) ( ) ( )

2 2( )
N N

k
kk

n nm m H
k s k s nH

R P
R PR v d v d

i z z

λ
λ λ λ λ

π πλ λ λ λ

∞ ∞

= =Γ Γ

− ≤ ≤
− − −

∑ ∑∫ ∫  

( )( ) ( )( )0max ( )
1N

s
kN N

m m
k sN n N N n N

r r q
R P

qr z r r z rλ

λ λλ
λ λ λ λ λ λ

∞

∈Γ=

+ +
=

−+ − − − + − − −
∑ , 

где 1
P

q
r

= < . Таким образом, при некотором s , а также за счет выбора z , можно получить 

достаточно малую оценку. Пусть, например, такая оценка получена при 2s = . Вычислим два 
первых члена ряда (5). При 0k =  имеем 

0( )1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
N N

n n n
m m m

n n

R v v v
d d

i iz z z

λ λ λ
π πλ λ λ λ λΓ Γ

− = − =
− − − −∫ ∫ . 

При 1k =  воспользуемся представлением резольвенты в виде ряда [11, гл. 5, § 3]: 

( )
0

1

,
( ) k k

kk

v v
R λ

λ λ

∞

=

⋅
=

−∑ . 

Тогда: 

0 0 0( ) ( ) ( )1 1

2 2( ) ( ) ( )
N N

n n
m m

n

R PR v R Pv
d d

i iz z

λ λ λλ λ
π πλ λ λ λΓ Γ

− = − =
− − −∫ ∫

1

( , )1 1

2 ( ) ( )
N

n k k
m

kkn

Pv v v
d

i z
λ

π λ λλ λ λ

∞

=Γ

− =
−− − ∑∫  

( ) ( ) ( )1
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
n n n n k k n k k n k k

m m m m
k N k Nn n n k k k n n n k
k n

m Pv v v Pv v v Pv v v Pv v v

z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+
≤ >
≠

 
+ + + 

 − − − − − − − 
∑ ∑ . 

Подставляя все вычисленные интегралы в (4), получим: 

1( ) ( )
nk k n

m m
k k n

c u v

z zµ λ

∞

=
= +

− −∑  

( ) ( ) ( )1
,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
mn n n n k k n k k n k k
2m m m m

k N k Nn n n k k k n n n k
k n

m Pv v v Pv v v Pv v v Pv v v
R

z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ+
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 − − − − − − − 
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где 2
m

H
R ≤

( )( ) 1

s
N

m
N n N

r q

qr z r

λ
λ λ λ

+
−+ − − −

. 

Далее предположим, что все числа nµ , n N≤  различны. Тогда матрица Вандермонда 

1, ,
0, 1

1

( )m
k Nk
m N

z µ =
= −

 
  − 

 обратима. Обозначим элементы обратной матрицы через kmw . Умножим на 

обратную матрицу систему уравнений (6), разрешив ее относительно неизвестных nk kc u . 

+




−
= ∑

−

=

1

0 )(

N

m
m

n

n
kmknk

z

v
wuc

λ
 

( ) ( ) ( )
1

1
0 ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

N
mn n n n k k n k k n k k
2m m m m

m k N k Nn n n k k k n n n k
k n

m Pv v v Pv v v Pv v v Pv v v
R

z z z zλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

−

+
= ≤ >

≠


  

+ + + +   − − − − − − −  


∑ ∑ ∑ .(7) 

Для нахождения неизвестных коэффициентов nkc  умножим скалярно равенство (7) на nv . 
Получим: 
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1
2

1
0

( , )1
( , )

( ) ( )

N
mn n

nk km 2 nm m
m n n

m Pv v
c w R v

z zλ λ

−

+
=

 
= + +   − −  
∑ . 

Таким образом, все неизвестные ортонормированные собственные функции ku , k N≤  будут 
найдены.  

Остальные функции ku , k N>  можно находить аналогично, действуя на равенство (3)  про-

ектором 
1

( )
2

n

R d
i γ

λ λ
π

− ∫ . В силу леммы (2) внутри контура nγ  будет находиться по одному соб-

ственному числу. После преобразований получим аналогичное равенству (6), но более простое 
представление: 

2
( , )n k k

nn n n
n kk n

Pv v v
c u v R

λ λ≠
= + +

−∑ , 

где 
2

2 1H

q
R

q
≤

−
. 

При необходимости можно вычислить не два первых члена ряда (5), а несколько. Однако 
сложность вычисления каждого следующего члена возрастает. 
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The problem of calculating eigenvalues and eigenfunctions of a perturbed linear self-adjoint opera-

tor with a nuclear resolvent, perturbed by a bounded operator operating in a separable Hilbert space, is 
being considered. In order to solve the problem, the method of regularized traces proposed by V.A. Sa-
dovnichy and V.V. Dubrovsky and developed by their followers is used. The classical method of regu-
larized traces for enhancement of calculations’ accuracy assumes calculation of several terms of a series. 
The complexity of calculation of each subsequent term of a series non-linearly increases. Alteration of 
the classical method, which is proposed in this work, leads to another series, the rate of convergence of 
which is significantly higher, which allows decreasing the number of terms of the series that are used for 
calculation. Developing the proposed method, there are formulas for calculation of Fourier coefficients 
for expansion of perturbed eigenfunctions in a series by non-perturbed ones provided in the article. In-
verse Vandermonde matrix is used for calculation of first eigenfunctions. Assessments of series remain-
ders are given. 
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IN A NUMERICAL PRISM 
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A numerical prism, previously introduced by the author as an ordered set 
regarding the research of a three-parameter probability distribution of the hy-
perbolic-cosine type, which is a generalization of the known two-parameter 
Meixner distribution, is being considered. In geometry-related terminology, ele-
ments of a numerical prism are the coefficients of moment-forming polynomials 
for the specified distribution, which are obtained with the use of both differential 
and algebraic recurrence correlations. 

Each one of the infinite number of elements depends on three indices deter-
mining its position in a prism. Fixation of one or two indices results in cross-
sections of the prism, which are numerical triangles or sequences. Among them, 
there are such well-known cross-sections as the Stirling number triangle, number 
triangle of coefficients in the Bessel polynomials, sequences of tangent and secant 
numbers, and others. However, the majority of numerical sets in the prism’s 
cross-sections have never been described in literature before. 

Considering the structure and construction algorithm, cross-sections of the 
numerical prism turn out to be interconnected not only by the general construc-
tion formula but also by certain correlations. As a result, formulas of connection 
between various groups of elements are presented in the article. In particular, 
expansion of secant numbers for the sum of products grouped by the number of 
tangent numbers’ cofactors with specification of corresponding coefficients in the 
expansion, representation (automatic expression) of elements of a sequence of al-
ternating secant and tangent number through the previous ones, as well as a 
number of other correlations for the sequences and particular elements is deter-
mined. 

Keywords: hyperbolic cosine distribution; cumulants; moments; numerical 
prism; cross-sections; secant numbers; tangent numbers. 

 
Introduction 

We obtained the numerical set { }( ; , )U n k j  structured as a «numerical prism» in the paper [1]. 

The construction of the numerical prism is based on relations between the cumulants nχ  and the initial 

moments nα , where n∈N , of the hyperbolic-cosine-type probability distribution defined [2, 3] by the 
characteristic function: 

( ) ch sh
m

f t t i t
m

β µ β
µ β

−
 = − 
 

, where µ,β,m∈R ; 0m> , 0β ≠ , 1i = − .  (1) 

The obtained three-parameter distribution is described in [4] and is a generalization of the Meixner 
two-parameter distribution [5]. 

Theorem 1 ([1]). For a hyperbolic-cosine-type distribution with the characteristic function (1), 
the formula for calculating the cumulants nχ , 1,2,...n = , is the following: 

0

( ; )
jn n n

n n
j

β µ β µ
m P m V n j

m β m β
χ

=

      = =      
      

∑ ,    (2) 

where ( )nP b  are polynomials of the form: 

0

( ) ( ; )
n

j
n

j

P b V n j b
=

=∑ , 1,2,...n = ,    (3) 
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and the coefficients ( ; )V n j  of the polynomials are calculated by the recurrence relation: 
(1;1) 1,V =  (1; ) 0V j =  for all 1j ≠ ,  

( 1; ) ( 1) ( ; 1) ( 1) ( ; 1)V n j j V n j j V n j+ = − − + + +  for n∈N .  (4) 

The polynomials ( )nP b  follow differentiation of the tangent function, and are known [6, 7] as De-
rivative polynomials. 

Theorem 2 ([1]). For a hyperbolic-cosine-type distribution with the characteristic function (1), the 
formula for calculating the n-th order moments is the following:  

1 0

( ) , ( ; , )
jn n n n

n k
n n

k j

β µ β µ
M X P m U n k j m

m β m β
α

= =

      = = =      
      

∑∑ , 0,1,2,...n = ,  (5) 

where the moment-forming polynomials of two arguments ( , )nP m b , 0,1,2,...n = , can be represented in 
the form: 

1 0

( , ) ( ; , )
n n

k j
n

k j

P m b U n k j m b
= =

=∑∑ ,     (6) 

b µ β≡ , { }( ; , )U n k j  is a system of the integer coefficients of the polynomials related by the equations:  

(0;0,0) 1U = , (0; , ) 0U k j =  for any , 0k j ≠ , 

( 1; , ) ( ; 1, 1) ( 1) ( ; , 1) ( 1) ( ; , 1)U n k j U n k j j U n k j j U n k j+ = − − + − − + + + ,    (7) 
for 0,1,2,...n = . 

The identity ( ;1, ) ( ; )U n j V n j≡  follows directly from equations (4) and (7). Therefore, the numbers 
( ; )V n j  are only special cases of numbers ( ; , )U n k j  for 1k = . 

For each fixed k , where k ∈N, the corresponding subset of { }( ; , )U n k j  forms a numerical trian-

gle.  In terms of geometry, the set { }( ; , )U n k j  is a set of numerical triangles ordered byk , and can be 

considered as a «numerical prism», where for each given k  the triangle is a section of the prism [1, 8]. 
Similarly, we can obtain sections of the prism by fixing the argumentj , 0,1, 2,...j = . These sets are 
usually novel.  

Let us either fix two of the parameters , ,n k j , or express two of them through the remaining pa-
rameter. The numerical sequences obtained in the numerical prism include many well-known sequences 
(tangent numbers, secant numbers, Stirling numbers of the first kind, coefficients in expansions of vari-
ous functions, for example, in the Bessel polynomials, etc.) [9]. However, the overwhelming majority of 
the obtained sequences is not mentioned in the literature. The issue of novelty is solved with the help of 
a sufficiently complete on-line encyclopedia of integer sequences (OEIS) [10]. 

We notice the lasting interest in numerical sequences and triangles. For example, the paper [11] pre-
sents a numerical pyramid which sections are known numerical sets: those of Deleham, Euler, MacMa-
hon, Stirling. Also, the paper [11] gives a series of numerical sequences, among which only the se-
quences A000182, A000184, A00147, and A085734 in OEIS are common with the numerical prism. 
Other sequences and triangles are also present as subsets in the considered numerical prism. The pa-
per [12] identifies the first elements of the numerical triangle { }( ;1, )U n j  as the numbers ,n kT  calculated 

by the recurrence relation , 1n k kT δ= , 1, , 1 , 1( 1) ( 1)n k n k n kT k T k T+ − += − + + . This is a special case of relation 

(7). Along with interest in finding new numerical sequences, there is an increasing interest in classical 
sets of numbers considered from different points of view. In particular, the paper [13] presents simple 
and asymptotically fast algorithms for calculating tangent and secant numbers. In the considered nu-
merical prism, we can not only easily calculate these sequences, but also establish structural relations 
between the sequences. 
 

Cumulants and moments in the numerical prism structure  
Therefore, the considered numerical prism is an ordered set{ }( ; , )U n k j  of the coefficients of the 

polynomials ( )nP b  and ( , )nP m b  that form, respectively, the cumulants and moments of the hyperbolic-
cosine-type probability distribution [1]. Moreover, according to (2) and in view of the equality 
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( ;1, ) ( ; )U n j V n j≡ , the distribution cumulants are completely determined by the distribution parameters 

µ,β,m and the set of coefficients { }( ;1, )U n j : 

0

( ; )
jn n n

n n
j

β µ β µ
m P m V n j

m β m β
χ

=

      = =      
      

∑ =
0

( ;1, )
n n

j

j

β
m U n j b

m =

 
 
 

∑ , where 
µ

b
β

= .            (8) 

For 1,12n = , 0,10j = , the corresponding section { }( ;1, )U n j  is partially presented in table 1. Ac-

cording to (7), subsequent values are calculated simply, without using differential relations. Note that 

the section { }( ;1, )U n j  is the known [10: А008293] triangle of coefficients in the expansion of ( )tg n x  in 

powers of tgx . 
Table 1 

Section { }( ;1, )U n j  of the numerical prism 

     j 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1  1          

2 1  1         

3  2  2        

4 2  8  6       

5  16  40  24      

6 16  136  240  120     

7  272  1232  1680  720    

8 272  3968  12096  13440  5040   

9  7936  56320  129024  120960  40320  

10 7936  176896  814080  1491840  1209600  362880 

11  353792  3610112  12207360  18627840  13305600  

12 353792  11184128  71867136  191431680  250145280  159667200 

In order to calculate the initial moments nα  of the hyperbolic-cosine-type distribution (see (5)), we 

use the parameters µ,β,m along with all sections of the numerical prism { }( ; , )U n k j determined by k, 

where 1,k n= . 
Let us consider the relation between the moments and cumulants with reference to the set 

{ }( ; , )U n k j . 

As is well known, the moments { }nα  and cumulants { }sχ  of probability distributions are connected 

by the following polynomial relations: 

1 1α χ= ; 

1

2
2 2α χ χ= + ; 

3
3 3 1 2 13α χ χ χ χ= + + ; 

2 2 4
4 4 2 1 3 1 2 1(3 4 ) 6α χ χ χ χ χ χ χ= + + + + ;          (9) 

2 2 3 5
5 5 1 4 2 3 1 3 1 2 1 2 1(5 10 ) (10 15 ) 10α χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ= + + + + + + ; 

2 2 3
6 6 1 5 2 4 3 1 4 1 2 3 2

3 2 2 4 6
1 3 1 2 1 2 1

(6 15 10 ) (15 60 15 )

(20 45 ) 15 ;

α χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ

χ χ χ χ χ χ χ

= + + + + + +

+ + + +
 

……………………………………………………………………………. . 
In the above expressions, the terms are grouped according to the number of cumulants-factors in the 

product. For any ,n n∈N , the relation takes the form: 

1 2 1 2
1 2

, ,...,
1 ... ,

0

...
k k

k
i

n

n s s s s s s
k s s s n

s

α a χ χ χ
= + + + =

≠

=∑ ∑ ,        (10) 
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where k  is the number of the multiplied cumulants, 
1 2, ,..., ks s sa  are the corresponding coefficients at the 

products 
1 2

...
ks s sχ χ χ , and is  is the order of the cumulant 

is
χ . 

Theorem 3. For the hyperbolic-cosine-type distribution, consider the decomposition of the initial 
moments nα  into sum (10) of the cumulant products with given coefficients. Then the number of cumu-
lants-factors in the corresponding terms is determined by the parameter k  in the formula:  

1 0

( ; , )
n n n

k j
n

k j

β
α m U n k j b

m = =

 =  
 

∑ ∑ .              (11) 

Proof. As it follows from (5), (10), 

1 0

( ; , )
n n n

k j
n

k j

β
α U n k j m b

m = =

 =  
 

∑∑ 1 2 1 2
1 2

, ,...,
1 ... ,

0

...
k k

k
i

n

s s s s s s
k s s s n

s

a χ χ χ
= + + + =

≠

=∑ ∑ .       (12) 

According to (8), the cumulants considered in (12) can be represented as: 

0

( ;1, ) .
i i

i

s s
j

s i
j

β
χ m U s j b

m =

 =  
 

∑        (13) 

Note that, regardless of the order is  of the cumulant, there is a factor m  in equation (13).  Conse-

quently, there is a factor km  in each product of k cumulants, despite of different orders 1 2, ,..., ks s s  of 

the cumulants 
1 2

...
ks s sχ χ χ .  

Substitute the cumulants in the form of (13) into the right side of (12): 

1 0

( ; , )
n n n

k j
n

k j

β
α U n k j m b

m = =

 =  
 

∑∑ 1 2
1 2

, ,...,
1 ... , 01

0

( ;1, )
i i

k

k
i

s skn
j

s s s i
k s s s n ji

s

β
a m U s j b

m= + + + = ==
≠

  =   
   

∑ ∑ ∑∏ ,  

i.e. 

1 0

( ; , )
n n n

k j
n

k j

β
m U n k j b

m
α

= =

 =  
 

∑ ∑ 1 2
1 2

, ,...,
1 ... , 01

0

( ;1, )
i

k

k
i

n skn
k j

s s s i
k s s s n ji

s

β
m a U s j b

m = + + + = ==
≠

  =   
    

∑ ∑ ∑∏ ,   (14) 

where each term of the polynomials of variables m  and b  on the right side of (14) is such that the pa-

rameterk  of km  indicates the number of cumulants-factors in the corresponding product. Since the 
polynomials on both sides of (14) are equal, coefficients at the same powers of m are also equal. Then, 
the following equality holds for any m: 

0

( ; , )
n n

k j

j

β
m U n k j b

m =

 
 
 

∑ =
1 2

1 2

, ,...,
... , 01

0

( ;1, )
i

k

k
i

n sk
k j

s s s i
s s s n ji
s

β
m a U s j b

m + + + = ==
≠

  
  

    
∑ ∑∏ .             (15) 

Therefore,  

0

( ; , )
n n

k j

j

β
m U n k j b

m =

 
 
 

∑ =
1 2 1 2

1 2

, ,...,
... ,

0

...
k k

k
i

s s s s s s
s s s n
s

a χ χ χ
+ + + =
≠

∑  for 1,2,...,k n= . 

At the same time, the power k and number of cumulants in the product are equal for each term on 
the right side of the equation. 

This completes the proof of Theorem 3. 
Theorem 4. There are the following relations for coefficients of the polynomials ( , )nP m b : 

0

( ; , )
n

j

j

U n k j b
=
∑ 1 2

1 2

, ,...,
... , 01

0

( ;1, )
i

k

k
i

sk
j

s s s i
s s s n ji
s

a U s j b
+ + + = ==
≠

 
=  

  
∑ ∑∏ , where 1,k n= .          (16) 

Proof. Divide both sides of (15) by ( )n
β m and compare expressions of the same powers of m  in 

the polynomials.  
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Corollary 4.1. For anyb , the following condition holds for the section { }( ;2, )U n j  of the numerical 

prism: 

0

( ;2, )
n

j

j

U n j b
=
∑ ,

, 0 0
, 0

( ;1, ) ( ;1, )s l

s l

s l
j j

s l s l
s l n j j
s l

a  U s j b U l j b
+ = = =

≠

   
= ⋅   

      
∑ ∑ ∑ .   (17) 

In particular, compare coefficients of the same powers of b  in the polynomials and obtain: 

( ;2, )U n j ,
,

, 0

( ;1, ) ( ;1, )
s l

s l s l
s l n j j j
s l

a  U s j U l j
+ = + =

≠

 
= ⋅ 

  
∑ ∑ , where 0,j n= .   (18) 

Corollary 4.2. For anyb , the following condition holds for the section { }( ;3, )U n j  of the numerical 

prism: 

0

( ;3, )
n

j

j

U n j b
=
∑ , ,

, 0 0 0
, , 0

( ;1, ) ( ;1, ) ( ;1, )i s l

i s l

i s l
j j j

i s l i s l
i s l n j j j
i s l

a  U i j b U s j b U l j b
+ + = = = =

≠

     
= ⋅     

          
∑ ∑ ∑ ∑ .      (19) 

In particular, compare coefficients of the same powers of b  in the polynomials and obtain: 

( ;3, )U n j , ,
,

, , 0

( ;1, ) ( ;1, ) ( ;1, )
i s l

i s l i s l
i s l n j j j j
i s l

a  U i j U s j U l j
+ + = + + =

≠

 
= ⋅ ⋅ 

  
∑ ∑ , where 0,j n= .   (20) 

Corollary 4.3. If 1b = , then relation (16) implies the following relation for coefficients of  the poly-
nomials ( , )nP m b : 

0

( ; , )
n

j

U n k j
=
∑ 1 2

1 2

, ,...,
... , 01

0

( ;1, )
i

k

k i
i

sk

s s s i i
s s s n ji
s

a U s j
+ + + = ==
≠

 
=  

  
∑ ∑∏ , where 1,k n= .        (21) 

Corollary 4.4. If 0b = , then relation (16) implyies the following relation for coefficients of the 
polynomials ( , )nP m b : 

( ; ,0)U n k
1 2

1 2

, ,...,
... , 1

0

( ;1,0)
k

k
i

k

s s s i
s s s n i
s

a U s
+ + + = =
≠

= ∑ ∏ , where 1,k n= .             (22) 

In particular,  
( ;1,0)U n

1

1

1
,

( ;1,0)s
s n

a  U s
=

= =∑ ( ;1,0)U n ; 

( ;2,0)U n ,
,

, 0

( ;1,0) ( ;1,0)s l
s l n
s l

a  U s U l
+ =

≠

= ∑ ;         (23) 

( ;3,0)U n , ,
,

, , 0

( ;1,0) ( ;1,0) ( ;1,0)i s l
i s l n
i s l

a  U i U s U l
+ + =

≠

= ⋅ ⋅∑ .    (24) 

Corollary 4.5. If 0b = , then the following relation is obtained from (22) by summation over k :  

1

( ; ,0)
n

k

U n k
=
∑ 1 2

1 2

, ,...,
1 ... , 1

0

( ;1,0)
k

k
i

kn

s s s i
k s s s n i

s

a U s
= + + + = =

≠

=∑ ∑ ∏ .     (25) 

Theorem 5. In a section of the numerical prism{ }( ; , )U n k j , the numerical triangle { }(2 ; ,0)U n k  is 

a decomposition of the secant numbers { }nE  into the sum of products grouped by the number of factors 

of the tangent numbers{ }nT . Namely, 
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0 1E = , 
1 2 1 2

1 2

2 ,2 ,...,2
1 2 2 ... 2 2 ,

0

...
k k

k
i

n

n s s s s s s
k s s s n

s

E a T T T
= + + + =

≠

= ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ ,              (26) 

where n∈N , 
1 22 ,2 ,...,2ks s sa  are the positive integer coefficients in the representation, see (9), of the ini-

tial probability moments 2n nα E=  as the sum of products of the cumulants 1 2 2, ,..., nχ χ χ  

( 1 22 ,2 ,...,2ks s s are even orders of the multiplied cumulants). 
Proof. According to [8], if the parameters of the hyperbolic-cosine-type distribution are 

1, 1µ 0,β m= = = , then the cumulants { }2nχ  are tangent numbers 2n nχ T= , n∈N , and the initial mo-

ments { }2nα  are secant numbers: 0 1E = , 2n nα E= , for Nn∈ . In addition, for 0, 1, 1mµ β= = = , rela-

tion (13) implies that: 

2 (2 ;1, 0)nχ U n= , 2 1 (2 1;1, 0) 0nχ U n− = − = ;           (27) 
and relation (11) implies that: 

2

2
1

(2 ; , 0)
n

n
k

α U n k
=

=∑ , 
2 1

2 1
1

(2 1; , 0) 0
n

n
k

α U n k
−

−
=

= − =∑ , 

since (2 1; , 0) 0U n k− =  for ,n k∈ N . 

We use relation (25) only for even n  and is  (since ( ; , 0)U n k  and ( ;1, 0)iU s  are equal to zero, if n  

and is are odd). Redesignate the indices and obtain: 
2

1

(2 ; ,0)
n

k

U n k
=
∑ 1 2

1 2

2

2 ,2 ,...,2
1 2 2 ... 2 2 , 1

0

(2 ;1,0)
k

k
i

kn

s s s i
k s s s n i

s

a U s
= + + + = =

≠

=∑ ∑ ∏ . 

For nonzero summation indices, if 1 22 2 ... 2 2ks s s n+ + + = , i.e. 1 2 ... ks s s n+ + + = , then k n≤ . 

Consequently, in the equality above, the summation over k  is conducted from 1 ton . Therefore, 

1

(2 ; ,0)
n

k

U n k
=
∑ 1 2

1 2

2 ,2 ,...,2
1 2 2 ... 2 2 , 1

0

(2 ;1,0)
k

k
i

kn

s s s i
k s s s n i

s

a U s
= + + + = =

≠

=∑ ∑ ∏ , 

i. e.  

1 2
1 2

2 2 ,2 ,...,2 2
1 2 2 ... 2 2 , 1

0

k i

k
i

kn

n s s s s
k s s s n i

s

α a χ
= + + + = =

≠

=∑ ∑ ∏ .    (28) 

Replace the moments and cumulants by the corresponding secant and tangent numbers 2n nα E= , 

2 i is sχ T=  in (28). We arrive at relation (26):  

1 2 1 2
1 2

2 ,2 ,...,2
1 2 2 ... 2 2 ,

0

...
k k

k
i

n

n s s s s s s
k s s s n

s

E a T T T
= + + + =

≠

= ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ . 

This completes the proof of Theorem 5. 
Theorem 6. For fixed , 1,2,...,2k k n= , each of sequences { }(2 ; ,0)U n k  is a sequence of such terms 

in the decomposition of secant numbers { }nE  that containk factors consisting of tangent numbers. 

Namely, 

1 2 1 2
1 2

2 ,2 ,...,2
2 2 ... 2 2 ,

0

(2 ; ,0) ...
k k

k
i

s s s s s s
s s s n

s

U n k a T T T
+ + + =

≠

= ⋅ ⋅ ⋅∑ ,        (29) 

1

(2 ; , 0)
n

n
k

E U n k
=

=∑ ,                   (30) 

where { }iT  are tangent numbers, 
1 22 ,2 ,...,2ks s sa  are positive integer coefficients in the representation, see 

(9), of the initial moments 2n nα E=  as the sum of products of the cumulants 1 2 2, ,..., nχ χ χ . 
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Proof. In order to obtain equation (29), replace n  by 2n  in (22) and use relation (27), 
where 2 i is sχ T= . Relation (30) follows from (26) and (29). 

Corollary 6.1. The sequence { }(2 ;1,0)U n  is a sequence of the tangent numbers{ }nT . 

The statement directly follows from (29), since 1 22 2 ... 2 2ks s s n+ + + = , 
1 22 ,2 ,...,2 2ks s s na a≡  for 

1k = , and all coefficients 2na  of the highest cumulants 2nχ  in formulas (9) are equal to 1. 

Corollary 6.2. The sequence { }(2 ;2,0)U n  satisfies the following relation:  

(2 ;2,0)U n 2 ,2
2 2 2 ,
, 0

(2 ;1,0) (2 ;1,0)s l
s l n

s l

a  U s U l
+ =
≠

= ∑ 2 ,2
2 2 2 ,
, 0

s l s l
s l n

s l

a  T T
+ =
≠

= ⋅∑ . 

The statement is a special case of (29) and (23), since 2 (2 ;1, 0)s sT χ U s= =  for any , Ns s∈ . 

Corollary 6.3. The sequence { }(2 ;3,0)U n  satisfies the following relation:  

(2 ;3,0)U n 2 ,2 ,2
2 2 2 2 ,
, , 0

(2 ;1,0) (2 ;1,0) (2 ;1,0)i s l
i s l n

i s l

a  U i U s U l
+ + =

≠

= ⋅ ⋅∑ 2 ,2 ,2
2 2 2 2 ,
, , 0

i s l i s l
i s l n

i s l

a  T T T
+ + =

≠

= ⋅ ⋅∑ . 

The statement is a special case of (29) and (24), since 2 (2 ;1, 0)s sT χ U s= =  for any , Ns s∈ . 
Using the formulas for representation of cumulants in terms of moments, we can also obtain inverse 

relations expressing the tangent numbers { }iT  in terms of the secant numbers { }nE  indicated in the sec-

tion { }( ; ,0)U n k . 

By analogy with Theorems 5 and 6, we can also represent relations between other sequences. Let us 
give two examples. Let 1, 1, 1mµ β= = = . Then cumulants and moments of distribution connected by 
mutually inverse relations are the sequence (1, 2, 4, 16, 80, 512, 3904, 34816, …) [10: А000831] and the 
sequence (1, 1, 3, 11, 57, 361, 2763, 24611, …) [10: А001586], respectively. The latter sequence is 
given by generalized Euler numbers. For 1, 1, 2mµ β= = = , a sequence of cumulants, i.e. a sequence of 
alternating secant and tangent numbers, and a sequence of moments are equal up to a shift on two posi-
tions: 2k kχ α −= , 2,3,...k =  [8]. Therefore, this sequence can be restored by the previous elements 
(autoexpression). If we know the structure (representation of cumulants through moments and, con-
versely, moments through cumulants), then we can use the numerical prism to find specific terms in the 
expression of each sequence through its pair sequence. 

Remark 1. For 2 12n ≤ , if all moments and cumulants of odd order are equal to zero, then 
the coefficients 

1 22 ,2 ,...,2ks s sa  used in the formulas to connect moments and cumulants of even order are 

as follows:  

2 2α χ= ; 
2

4 4 2(3 )α χ χ= + ; 
3

6 6 2 4 2(15 ) (15 )α χ χ χ χ= + + ;     (31) 
2 2 4

8 8 2 6 4 2 4 2(28 35 ) (210 ) (105 )α χ χ χ χ χ χ χ= + + + + ; 
2 2 3 5

10 10 2 8 4 6 2 6 2 4 2 4 2(45 210 ) (630 1575 ) (3150 ) (945 )α χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ= + + + + + + ; 
2 2 3

12 12 2 10 6 4 8 2 8 2 4 6 4(66 462 495 ) (1485 13860 5775 )α χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ χ= + + + + + + +
3 2 2 4 6
2 6 2 4 2 4 2(13860 51975 ) (51975 ) (10395 )χ χ χ χ χ χ χ+ + + + ; 

……………………………………………………………………………. 
Remark 2. In order to illustrate the theory, the fragment of section { }( ; ,0)U n k  of the numerical 

prism is given in table 2 (initial values for 1,16n = , 1, 8k = ). The rows present terms in the expansion of 
secant numbers by tangent numbers.  
 

Conclusion 
In the present work, the structured values of the numerical prism result in different relations and 

regularities in the field of numbers. At the same time, the numerical set { }( ; , )U n k j  has other applica-
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tions. For example, for given coefficients { }( ; , )U n k j  and formulas for the density of the hyperbolic-

cosine-type distribution [14], we can use the relation between the initial moments and derivatives of the 
characteristic function in order to obtain analytically values of improper integrals for a certain class of 
functions. For the parameters µ, β, m, the papers [15–17] present the general form of exact formulas for 
the integrals of expressions containing a beta function with complex-conjugate variable arguments. In 
particular, according to [16], values of the integrals of a combination of a power function, an exponen-
tial function, a hyperbolic secant or cosecant, and some polynomials with different parameters are ob-
tained for Nm∈ . 

Table 2 

Section { }( ; ,0)U n k  of the numerical prism 

   k 
n 

1 2 3 4 5 6 7 8 

  1         

  2 1        

  3         

  4 2 3       

  5         

  6 16 30 15      

  7         

  8 272 588 420 105     

  9         

10 7936 18960 16380 6300 945    

11         

12 353792 911328 893640 429660 103950 10395   

13         

14 22368256 61152000 65825760 36636600 11351340 1891890 135135  

15         

16 1903757312 5464904448 6327135360 3918554640 1427025600 310269960 37837800 2027025 

Therefore, the integer set { }( ; , )U n k j introduced from probabilistic considerations is also of inde-

pendent interest for mathematical analysis, number theory, coding theory, etc. A number of relations of 
the numerical prism and more detailed initial fragments of sections are presented in the author's mono-
graph [17]. 
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СООТНОШЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 
В ЧИСЛОВОЙ ПРИЗМЕ 
 
М.С. Токмачев 
Новгородский государственный университет им. Ярослава Мудрого, г. Великий Новгород,  
Российская Федерация 
E-mail: mtokm@yandex.ru 
 

Рассматривается числовая призма, ранее введенная автором как упорядоченное множество в 
связи с исследованием трехпараметрического вероятностного распределения типа гиперболиче-
ского косинуса, являющегося обобщением известного двухпараметрического распределения 
Майкснера. В геометрической терминологии элементы числовой призмы – коэффициенты мо-
ментообразующих полиномов для указанного распределения, которые получаются с помощью 
как дифференциальных, так и алгебраических рекуррентных соотношений.  

Каждый из бесконечного количества элементов зависит от трех индексов, которые и опреде-
ляют его местоположение в призме. При фиксировании одного или двух индексов получаются 
сечения призмы: числовые треугольники или числовые последовательности. Среди сечений 
имеются широко известные, например, числовой треугольник Стирлинга, числовой треугольник 
коэффициентов в полиномах Бесселя, последовательности тангенциальных и секансных чисел и 
др. Однако подавляющее большинство числовых множеств в сечениях призмы ранее в литерату-
ре не встречались. 

Ввиду структуры и алгоритма построения, сечения числовой призмы оказываются связанны-
ми между собой не только общей формулой построения, но и определенными соотношениями. 
Как результат, в статье представлены формулы связи между различными группами элементов. 
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В частности, найдены разложение секансных чисел на сумму произведений, сгруппированных по 
количеству сомножителей тангенциальных чисел с указанием соответствующих коэффициентов 
в разложении, представление (автовыражение) элементов последовательности чередующихся 
секансных и тангенциальных чисел через свои предыдущие, а также ряд других соотношений для 
последовательностей и отдельных элементов. 

Ключевые слова: распределение типа гиперболического косинуса; кумулянты; моменты; чи-
словая призма; сечения; секансные числа; тангенциальные числа. 
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БЫСТРОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
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Рассматривается бигармоническое уравнение в области прямоугольной 
формы, когда краевые условия являются смешанными. Численное решение 
этой краевой задачи использует итерационную факторизацию на фиктив-
ном продолжении после конечно-разностной аппроксимации решаемой за-
дачи. В конечном итоге все сводится к решению линейных систем алгеб-
раических уравнений, матрицы, которых треугольные с количеством нену-
левых элементов в строках три и менее. Если погрешность аппроксимации 
исходной задачи достаточно мала, то требуемая относительная погрешность 
используемого итерационного процесса получается в несколько итераций.  
Разработанный итерационный метод оказывается в этом случае методом, 
имеющим оптимальную асимптотику по количеству действий в арифмети-
ческих операциях. Предложенный итерационный метод существенно ис-
пользует особенности найденной модельной задачи. Такая задача может 
возникать в методах типа фиктивных компонент, областей, пространств, 
когда решаются краевые задачи с эллиптическими уравнениями в областях 
достаточно произвольной формы. Приводится алгоритм при реализации 
итерационного процесса, когда выбор итерационных параметров произво-
дится автоматически при использовании метода минимальных поправок. 
Указывается критерий остановки процесса при достижении указываемой 
заранее относительной погрешности. Приведен графический результат вы-
числительного эксперимента, подтверждающего асимптотическую опти-
мальность итерационного метода в вычислительных затратах. Разработка 
метода существенно использует комплексный анализ.  

Ключевые слова: фиктивное продолжение; итерационные факторизации. 
 

Введение 
Рассматривается бигармоническое уравнение, оно же уравнение Софи Жермен –  Лагранжа в 

прямоугольной области, при однородных условиях шарнирного закрепления на паре смежных 
сторон прямоугольника и условиях симметрии на паре других смежных сторон этого прямо-
угольника. Для конечно-разностного аналога этой модельной задачи – системы алгебраических 
линейных уравнений – указывается факторизованный переобуславливатель, имеющий дважды 
попеременно треугольный вид. При реализации разрабатываемого итерационного метода выбор 
итерационных параметров проводится на основе метода минимальных поправок [1]. Исходная 
краевая задача, например, может получаться при моделировании перемещений у пластин. Пред-
лагаемый метод аналогичен методам типа фиктивных компонент, пространств, но основывается 
на комплексном анализе. 
 

Непрерывная задача 
Исходная задача: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( ) ,u Z u v g v v Z g Z′∈ Λ = ∀ ∈ ∈
⌣ ⌣ ⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

            (1) 
где 

21

2 1
1 1 1 2( ) ( ) : 0, 0

v
Z Z v W v

n ΓΓ
∂ = Ω = ∈ Ω = = ∂ 

⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣
� ; 

пространство Соболева из функций  на области прямоугольного вида: 

1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  с { } { } { } { }1 1 2 1 2 2 2 1(0; ) (0; ) , 0 (0; ) (0; ) 0 ,b b b b b bΓ = × × Γ = × ×∪ ∪  

а 

1 1 1 1( , )u v u v d
Ω

Λ = ∆ ∆ Ω∫
⌣ ⌣ ⌣ ⌣
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– билинейная форма, где заданные константы 1 2, 0.b b >  Решение задачи (1) существует и един-
ственно [2, 3]. 

При 

( )1 1 1 1 ,g v f v d
Ω

= Ω∫
⌣⌣ ⌣

  

где 1f
⌣

 – заданная функция, суммируемая с квадратом, задача из (1) записывается в виде: 

2
1 1,u f∆ =
⌣⌣

 
1 11 1 0,u uΓ Γ= ∆ =⌣ ⌣

 
2 2

1 1 0,
u u

n nΓ Γ
∂ ∂∆= =
∂ ∂

⌣ ⌣

� �                                    (2) 

где n
�

 – внешняя нормаль на границе области ∂Ω . 
 
Дискретная задача и ее продолжение 

Рассматривается линейная система алгебраических уравнений, получаемая при дискретиза-
ции (1), (2) на основе метода сумматорных тождеств: 

1
Nu ∈ℝ : 1 1u fΛ = , 1

Nf ∈ℝ ,        (3) 
здесь векторы: 

1
Nv ∈ℝ : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈ℕ ,  

полагается, что 

1, ( 1) 1, ,m j i i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= ,  

а 1, ,i jv  – значения функций при дискретных аргументах в узлах сетки соответственно: 

( )1 2( , ) ( 0,5) ,( 0,5)i jx y i h j h= − − ,  

когда шаги сетки выбираются следующие: 

1 1 /( 0,5),h b n= +  2 2 /( 0,5)h b n= + , 

сетка состоит из узлов указанных выше, а матрица Λ  размерности N N×  определяется так: 

2
1 1 1, , 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1, , 1

1 1

, ((2 ) (2
m n

i j i j i j i j i j
i j

u v u u u h u u−
− + −

= =
Λ = − − + − −∑∑  

2 2 2
1, , 1 2 1, , 1, 1, 1, 1, 1 1, , 1, , 1 1, , 1 2 1 2) )((2 ) (2 ) ) ,i j i j i j i j i j i j i ju h v v v h v v v h h h− − −

+ − + − +− − − + − −  

1, , 1 1, , 1 1, ,0 1, ,1 1, ,0 1, ,10, , , 1,..., ,i n i n i i i iu v u u v v i m+ += = = = =   

1, 1, 1, 1, 1,0, 1,1, 1,0, 1,1,0, , , 1,..., .m j m j j j j ju v u u v v j n+ += = = = =  

Здесь .,.  – скалярное произведение следующего вида: 

1 1 1, 1, 1 2
1

,
N

k k
k

u v u v h h
=

=∑  1 1, .Nu v∀ ∈ℝ  

Когда функция 1f  непрерывна в области Ω , то можно полагать 

1, , ( , ),i j i jf f x y=  1,..., ,i m=  1,..., .j n=  

Решение задачи (3) существует и единственно, потому что 0.A >  
Строим продолжение задачи (3): 

2Nu∈� ℝ : Du f=
��

, 2Nf ∈
�
ℝ , 2 0f =

� �
,                    (4) 

когда векторы 
2Nv ∈� ℝ : 1 2( , )v v v′ ′ ′=� , 

здесь блочная, верхняя треугольная матрица D  размерности 2 2N N×  такова, что: 

11D = Λ , 12 0D = , 21 AD θ= , 22D Mθ= , 
и 

0
,

A

D
Mθθ

Λ 
=  
 

 

где матрицы 
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A A Aθ θ θ= + , 2 2M Aθ θ= − , x y y xθ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ , x x y yA ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ , 

матрицы ,x y∇ ∇  с размерностями N N×  определяются так: 

1
1 1 1, 1, 1, , 1 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, 1, 1, 1, 0,m j m ju v+ += =  1,..., ,j n=  

1
1 1 1, , 1 1, , 2 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, , 1 1, , 1 0,i n i nu v+ += =  1,..., .i m=  

Вводятся подпространства из векторов в пространстве 2N
ℝ : 

{ }1 1 2 1 2( , ) : 0 ,AZ v v v v M vθθ′ ′ ′= = + =
� �

 { }2 1 2 1( , ) : 0 .Z v v v v′ ′ ′= = =
� �

 

Лемма 1. Решение задачи (4) 1u Z∈
��

 существует, единственно. 
 
Метод итерационных факторизаций при фиктивном продолжении 

Дополнительно определяется блочная матрица C  размерности 2 2N N× , когда 

11 22C C Mθ= = , 12 AC θ= − , 21 ,AC θ=  
тогда 

.A

A

M
C

M
θ

θ

θ
θ

− 
=  
 

 

Чтобы решать задачу (4), предлагается итерационный процесс: 
2k Nu ∈� ℝ : 1 1( ) ( )k k k

kC u u Du fτ− −− = − −
�� � �

, k ∈ℕ , 0kτ > , 0
1u Z∀ ∈
��

.                      (5) 
В итерационном процессе (5) на каждом шаге получается задача с факторизованным опера-

тором такого вида: 
NU ∈ℂ : 2( )LL U F∗ = , NF ∈ℂ , 

которая расщепляется на простые задачи 
а) NT ∈ℂ , LT F= , NF ∈ℂ ,  
б) NP∈ℂ , L P T∗ = , NT ∈ℂ , 

в) NQ∈ℂ , LQ P= , NP∈ℂ ,  

г) NU ∈ℂ , L U Q∗ = , NQ∈ℂ , 
здесь матрицы: 

ix yL ′ ′= ∇ − ∇ , ix yL L∗ ′= = ∇ + ∇ , ( i )( i ) ix y x yLL A θ∗ ′ ′= ∇ − ∇ ∇ + ∇ = + , 
2 2( ) ( i ) i ALL A Mθθ θ∗ = + = + , 

поэтому 

1 2 1 2( i )( i ) iAM u u f fθ θ+ + = +  
или 

1 2

1 2 2

,

,
A

A

M u u f

u M u f
θ

θ

θ
θ
 − =
 + =

 1 2

1 2

i ,

i ,

u u U

f f F

+ =
+ =

 

тогда на каждом шаге процесса (5) возникает следующая задача: 

Cu f=
��

, 1 2( , )u u u′ ′ ′=� , 1 2( , )f f f′ ′ ′=
�

. 
Вводится норма: 

1 1 1,v v vΛ = Λ . 

Теорема 1. Для итерационного процесса (5) в оценке относительной ошибки: 
0

1 1 1 1 1
ku u u uε

Λ Λ
− ≤ − , 

если kτ , k∈ℕ  выбирать на основе метода минимальных поправок, то получается, что: 



Ушаков А.Л. Быстрое решение модельной задачи 
 для бигармонического уравнения 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 1, С. 34–42 

37 

1 , (0; ), (0; 1)kc cε ρ ρ≤ ∈ + ∞ ∈ . 

Вывод. По виду матриц ,L L∗  замечается, что задача (3) с N  неизвестными по теореме 1 с 

помощью итерационного процесса (5) решается при относительной погрешности 1ε  за 
1

1( ln )O N ε −  арифметических действий. А при довольно малых значениях параметров дискрети-
зации решение требует ( )O N  операций, а итерационный процесс будет сходиться в несколько 
итераций и превратится в почти прямой метод. 
 
Алгоритм численного решения модельной задачи для бигармонического уравнения  

Решается задача: 

1 1u fΛ = , 
итерационным процессом (5).  При выборе итерационных параметров применяется метод мини-
мальных поправок. Тогда для решаемой задачи в итерационном процессе применяется следую-

щий алгоритм вычислений, где k ku uψ = −� � �
 – ошибка: 

1) выбирается начальное приближение: 
0

10u Z= ∈
� ��

; 
2) вычисляется невязка: 

1 1 1 1
1 1 1 2: , 0, ;k k k kr r u f r k− − − −= Λ − = ∈�

ℕ  
3) ищется поправка: 

1 2k Nw − ∈�
ℝ : 1 1, ;k kCw r k− −= ∈� �

ℕ  
4) определяется квадрат нормы ошибки: 

1

21 1 1 1 1
1 1 1, , , ;k k k k k

k D C D
r w r w kψ −

− − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

5) ставится условие остановки итераций: 
2

1 1 , (0; 1), ;k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
6) вычисляется дополнительно вектор: 

1 1 1 1
1 1 2: , 0, ;k k k kw kη η η− − − −= Λ = ∈�

ℕ  
7) находится дополнительно вектор: 

1 2k Nξ − ∈
�

ℝ : 1 1, ;k kC kξ η− −= ∈
� �

ℕ  
8) определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
, ;

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� �  

9) вычисляется новое приближение: 
1 1, ;k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ  

(0; 1)Ε∈  – задаваемая относительная погрешность. 
 
Программируемый алгоритм численного решения модельной задачи для бигармонического 
уравнения  

Решается задача: 

1 1u fΛ = , 
которая может записываться в виде: 

4 4
1 1h u h fΛ =  

или 

а) 2
1 1h Au q= , б) 2 4

1 1,h Aq h f=  
если  

1 1 2 2 1 2 1 2( 0,5), ( 0,5), 1,..., , 1,..., , , , ,h b m h b n i m j n m n b b h h h= + = + = = = = = =  
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итерационным процессом (5). При выборе итерационных параметров применяется метод мини-
мальных поправок. Тогда для решаемой задачи в итерационном процессе программируется при-
веденный ранее алгоритм вычислений. Решаемая задач получается из разностной схемы, которая 
записывается в следующем виде: 

1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, ,4 ,i j i j i j i j i j i ju u u u u q− + − +− − − − =  1,..., , 1,..., ,i m j n= =  

где 

1, 1, 1,0, 1,1,0, , 1,..., ,m j j ju u u j n+ = = =  

1, , 1 1, ,0 1, ,10, , 1,...,i n i iu u u i m+ = = =  

и 
4 4

1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,4 ,i j i j i j i j i j i j i jq q q q q h au h f− + − +− − − − + =  1,..., , 1,..., ,i m j n= =  

где 

1, 1, 1,0, 1,1,0, , 1,..., ,m j j jq q q j n+ = = =  

1, , 1 1, ,0 1, ,10, , 1,..., .i n i iq q q i m+ = = =  

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u Z= ∈
� ��

. 

При программировании элементы массива 0
1, ,i ju , 0,..., 1i j n= + . Полагается, что 

0
1, , 0, , 1,...,i ju i j n= = . 

2. Вычисляется невязка: 
1 1 4 1 4 1

1 1 1 2: , 0,k k k kr r h u h f r k− − − −= Λ − = ∈�
ℕ , 

подробнее так: 

а) 1 2 1
1 1
k kq h Au− −= , б) 1 2 1 4

1 1 1
k kr h Aq h f− −= − . 

При программировании полагается, что  

1, , 1 1, ,0 1, ,1

1 1 10, , 1,..., ,
i n i i

k k ku u u i n
+

− − −= = =   
1, 1, 1,0, 1,1,

1 1 10, , 1,..., .
n j j j

k k ku u u j n
+

− − −= = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jq − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

а) 1 1 1 1 1 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 14 , , 1,...,k k k k k k

i j i j i j i j i j i jq u u u u u i j n− − − − − −
− + − += − − − − = , 

а затем полагается, что 

1, , 1 1, ,0 1, ,1 1, 1, 1,0, 1,1,

1 1 1 1 1 10, , 1,..., , 0, , 1,..., .
i n i i n j j j

k k k k k kq q q i n q q q j n
+ +

− − − − − −= = = = = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jr − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. Элементы этого массива вы-

числяются по формуле: 

б) 1 1 1 1 1 1 4 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, ,4 , , 1,..., ,k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i jr q q q q q h f i j n− − − − − − −
− + − += − − − − − =   

3. Ищется поправка: 
1 2k Nw − ∈�
ℝ : 4 1 1,k kh Cw r k− −= ∈� �

ℕ , 
что равносильно последовательному решению четырех систем линейных алгебраических уравне-
ний с треугольными матрицами: 

а) 1k NT − ∈ℂ : 1 1k khLT R− −= , б) 1k NP − ∈ℂ : 1 1k khL P T∗ − −= . 

в) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ P− −= , г) 1k NW − ∈ℂ : 1 1k khL W Q∗ − −= . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 

1
,
k

i jT − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

,0 0, 0, , 1,...,k k
i jT T i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jT r T T− − − −
− − = + + + + −  , 
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когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 
1

,
k

i jP − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n jP P i j n− −

+ += = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jP T P P− − − −
+ + = − + − + +  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
При программировании решения системы из в) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ P Q Q− − − −
− − = + + + + −  , 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из г) будут в массиве с элементами 
1

,
k

i jW − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n jW W i j n− −

+ += = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jW Q W W− − − −
+ + = − + − + +  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
4. Определяется квадрат нормы ошибки: 

1

21 1 1 2 1 1 2
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w h r w h kψ −

− − − − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

При программировании 1
1, ,
k
i jw − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. При вычислениях 

элементов этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., 1.k k
i j i jw W i j n− −= = +  

И  

1 1 2
1 1, , 1, ,

1 1

( ) ,
n n

k k
k i j i j

i j

r w h k− − −
−

= =
Ε = ∈∑ ∑ ℕ . 

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), ,k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
где Ε  – задаваемая величина. 

6. Дополнительно вычисляется вектор: 
1 1 4 1 1

1 1 2: , 0,k k k kh w kη η η− − − −= Λ = ∈�
ℕ , 

подробнее так: 

а) 1 2 1
1 1
k kq h Aw− −= , б) 1 2 1

1 1
k kh Aqη − −= . 

При программировании полагается, что: 

1, ,0 1, ,1 1,0, 1,1,

1 1 1 1, 1,..., , , 1,..., .
i i j j

k k k kw w i n w w j n− − − −= = = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jq − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

а) 1 1 1 1 1 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 14 , , 1,...,k k k k k k

i j i j i j i j i j i jq w w w w w i j n− − − − − −
− + − += − − − − = , 

а затем полагается, что: 

1, , 1 1, ,0 1, ,1 1, 1, 1,0, 1,1,

1 1 1 1 1 10, , 1,..., , 0, , 1,..., .
i n i i n j j j

k k k k k kq q q i n q q q j n
+ +

− − − − − −= = = = = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jη − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 1, pp. 34–42 

40 

б) 1 1 1 1 1 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 14 , , 1,..., .k k k k k k

i j i j i j i j i j i jq q q q q i j nη − − − − − −
− + − += − − − − =   

7. Дополнительно находится вектор: 
1 2k Nξ − ∈

�
ℝ : 4 1 1, ,k kh C kξ η− −= ∈

� �
ℕ  

что равносильно последовательному решению четырех систем линейных алгебраических уравне-
ний с треугольными матрицами: 

а) 1k NT − ∈ℂ : 1 1k khLT H− −= , б) 1k NP − ∈ℂ : 1 1k khL P T∗ − −= . 

в) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ P− −= , г) 1k N−Ξ ∈ℂ : 1 1k khL Q∗ − −Ξ = . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 

1
,
k

i jT − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

,0 0, 0, , 1,...,k k
i jT T i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jT T Tη− − − −
− − = + + + + −  , 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 
1

,
k

i jP − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n jP P i j n− −

+ += = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jP T P P− − − −
+ + = − + − + +  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
При программировании решения системы из в) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ P Q Q− − − −
− − = + + + + −  , 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из г) будут в массиве с элементами 

1
,

k
i j

−Ξ , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n j i j n− −

+ +Ξ = Ξ = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ− − − −
+ + Ξ = − + − Ξ + + Ξ  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
8. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
,

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� � . 

При программировании 1
1, ,
k
i jξ − , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. При вычислениях элементов 

этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., .k k
i j i j i j nξ − −= Ξ =  

При программировании: 

1 1 1 1
1, , 1, , 1, , 1, ,

1 1 1 1

,
n n n n

k k k k
k i j i j i j i j

i j i j

w kτ η ξ η− − − −

= = = =
= ∈∑ ∑ ∑ ∑ ℕ . 

9. Вычисляется новое приближение: 
1 1,k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ . 

Это приближение и определяется по соответствующей формуле: 
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1 1k k k
kU U Wτ− −= − . 

При программировании 1, ,
k
i ju , 0,..., 1i j n= +  – элементы массива. 

Следующие элементы этого массива вычисляются по формуле: 
1 1

1, , 1, , 1, , , 1,...,k k k
i j i j k i ju u w i j nτ− −= − = . 

Они принимаются за приближенное решение, если до этого выполнялось условие остановки 
итераций. 
 
Эксперименты при численном решении модельной задачи 
для бигармонического уравнения 

В рассматриваемой задаче: 

2
1 1,u f∆ =
⌣⌣

 в  Ω , 
1 11 1 0u uΓ Γ∆ = =⌣ ⌣

, 
2 2

1 1 0
u u

n nΓ Γ
∂∆ ∂= =
∂ ∂

⌣ ⌣

� � ,   

где 
 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  { } { }1 1 2 1 2(0; ) (0; )b b b bΓ = × ×∪ { } { }2 2 10 (0; ) (0; ) 0b bΓ = × ×∪ , 

полагается, что  1 2 2,5,b b= =  
2 2

1( ; ) 3((25 4 )(125 4 )f x y x x= − − +
⌣ 2 2 2 212(25 4 )(25 4 ) (25 4 )(125 4 )) /8 000,x y y y− − + − −  

т.е.  
2 2 2 2

1( ; ) (25 4 )(125 4 )(25 4 )(125 4 ) /1024 000.u x y x x y y= − − − −⌣
 

При аппроксимации этой задачи выбираются значения 70, 72, 74,...,90.m n= =  Для числен-

ного решения получаемых систем линейных алгебраических уравнений 1 1u fΛ =  применим при-

веденный ранее алгоритм, полагая 0
1 0, 0,001.u = Ε =  Для функции ( )k k n=  числа итераций в 

зависимости от n  приводится график. При условии остановки в итерационном процессе с вы-
бранной относительной погрешностью (0; 1)Ε∈ , можно заметить, что вычисления на ЭВМ экс-
периментально подтверждают асимптотическое поведение, независимость k  – количества ите-
раций от ( )m n −  количества узлов сетки по координатным направлениям осей ( )0 0х у  для полу-

чения Ε  – задаваемой относительной погрешности решения линейных систем алгебраических 
уравнений (см. рис.). 

 
График зависимости k  – количества итераций от ( )m n  – количества узлов сетки  

по направлениям координат ( )0 0х у  при заданной относительной погрешности счета 0,001Ε =  

 
Литература 

1. Самарский, А.А. Методы решения сеточных уравнений / А.А. Самарский. – М.: Наука, 
1978. – 591 с. 

2. Оганесян, Л.А. Вариационно-разностные методы решения эллиптических уравнений / 
Л.А. Оганесян, Л.А. Руховец. – Ереван: Изд-во АН АрмССР, 1979. – 235 с. 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 1, pp. 34–42 

42 

3. Обэн, Ж.П. Приближённое решение эллиптических краевых задач / Ж.П. Обен. – М.: Мир, 
1977. – 383 с. 

Поступила в редакцию 27 ноября 2018 г. 
 
 

Bulletin of the South Ural State University 
Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 

2019, vol. 11, no. 1, pp. 34–42  
 
 DOI: 10.14529/mmph190105 
 

FAST SOLUTION OF A MODEL PROBLEM 
FOR THE BIHARMONIC EQUATION 
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The biharmonic equation in a domain of rectangular shape when boundary conditions are mixed is 

being considered. Numerical solution of this boundary value problem uses iterative factorization on fic-
titious continuation after finite-difference approximation of the problem to be solved. Eventually, every-
thing is reduced to solving the linear systems of algebraic equations, the matrices of which are triangular 
with three or less nonzero elements in lines. If approximation error of the initial problem is sufficiently 
small, the demanded relative error of the used iterative process gets obtained in several iterations. In this 
case, the developed iterative method turns out to be the method that has optimal asymptotics by the 
number of actions in arithmetic operations. The proposed iterative method essentially uses specificities 
of the obtained model problem. Such a problem can arise in methods of the type of fictious components, 
regions and spaces, when boundary value problems with elliptic equations in the regions of sufficiently 
arbitrary shape are being solved. The algorithm at implementation of the iterative process, when the 
choice of iterative parameters is made automatically using the method of minimal corrections, is given. 
The criterion for process termination after achieving the preliminarily determined ratio error is specified. 
Graphic result of a computational experiment that proves the asymptotic optimality of the iterative 
method in computational outlay is given. Complex analysis gets essentially used when developing the 
method. 

Keywords: fictitious continuation; iterative factorizations. 
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Using the refined theory of dry bundles, we analyzed the curvature (length 
diversity) of yarns in the fabric composite for obtaining the maximum effect of 
pseudo-ductility (constant yield stresses during the deformation). Because of 
length diversity, yarns destruction happens consequently, starting with the 
straight yarns and ending with the most curved ones. The polymer matrix en-
sures a monolithic structure and high damping of the oscillations due to the in-
tensification of matrix shears during tension/compression of the composite. To 
simulate an ideal elastoplastic stress-strain diagram of the composite, we formu-
lated the law of changes in fiber lengths, the mechanical properties of which were 
considered to be the same. To study the technological possibilities of the local 
curvatures of yarns in fabric preforms, we performed experiments using the in-
denting method and arrays of conical and flat needles. We showed that conical 
needles allow us to obtain simultaneous curvature of warp and weft yarns to the 
same extent. The needle spacing controls the ratio of straight and curved yarns; 
so, by changing the spacing we can bring this ratio closer to the value required 
for getting the needed length of the yield plateau. In the case of flat needles with 
various orientation to the warp yarns, we can obtain anisotropic yarns curvature 
(of only one yarns family, for example). For experimental deformation of the fab-
rics with locally curved yarns we used aramid fabrics of plain weave and carbon 
fabrics of twill weave. 

Keywords: fabric composite; pseudo-ductility; curvature of yarns; dry bundles 
theory; indentation. 

 

Introduction. Modern fiber polymer composites gain increasing popularity in the construction of 
critical structures for the aerospace industry due to their high strength and stiffness [1, 2]. However, 
their mechanical characteristics also include brittleness (small possible deformations) and simultaneous 
failure [3, 4], which decrease the operational reliability of constructions with stress concentration zones 
(for example, open holes and roundings) and small safety factors. Therefore, substantial nonlinear de-
formation, pseudo-ductility, together with the retained high strength and stiffness, is highly desirable in 
composites. Due to the growth of possible technical applications pseudo-ductility of composites has 
been drawing rising attention of researchers last 5–7 years, which can be seen from the number surge of 
relevant SCOPUS papers (Fig. 1). 

Nowadays researches on pseudo-ductility are connected with hybrid composites, which contain 
both stiff and compliant fibers [5, 6]. Because of stiff fibers (carbon) composites have a high elastic 
modulus, and compliant fibers (glass, aramid) support stiff ones during the deformation process [7, 8], 
creating conditions for their kinematic loading and gradual failure. The certain ratio of stiff and compli-
ant fibers results in a yield plateau on the stress-strain diagram [9, 10]. The length of this plateau de-
pends on the distribution of the stiff fibers strength: longer plateau corresponds to wider distribution [7]. 

Therefore, the yield plateau length adjustment is limited and depends on the fibers production tech-
nology. Moreover, as fabric yarns consist of hundreds and thousands of elementary fibers, the distribu-
tion of the yarn's strength is insignificant. To avoid these restrictions, we proposed a modification 
method for UD strips and materials of flat weave (e.g., fabric, twill). This method is based on the regular 
local bending of yarns, which creates the preset length diversity of yarns. Hence, there is no need to 
combine stiff and compliant yarns: curved and straight yarns in the same layer will be compliant and 
stiff, respectively. Polymer treatment creates the composite layer with pseudo-plastic properties, which 
depend only on the length diversity of yarns. Furthermore, shear strains in affected areas of this layer 
intensify the damping of oscillations. 
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Fig. 1. Number of SCOPUS publications on topic pseudo ductility composites  per year (1972–2017) 

 

Model. Consider the tension of a flat UD layer with locally curved yarns of different lengths (Fig. 2, 
a). Yarns have the same mechanical properties: elastic modulus E, ultimate stress X, linear postcritical 
behavior up to ultimate failure, which is characterized by softening modulus 'E . This model of UD 
composite behavior at the kinematic loading (Fig. 2, b, solid line) was proposed in [11]. For curved 
yarns the stress-strain curve has the same shape but is shifted by the value of specific elongation δ  (Fig. 
2, b, dashed line). To model the functioning of the ideal elastic-plastic material (Fig. 2, c) with the de-
fined yield strength σT and the yield plateau of the maximal length εb at tension it is necessary to obtain 
the length function (the dependence of yarn’s specific elongation on the yarn’s number). 

 

               
   а      b     c 

Fig. 2. Properties of curved yarns 
For simplicity, we assume that the composite has N yarns or groups of yarns of different lengths. 

Piecewise linear dependence of the stress s on the deformation ε of i-th yarn with the arbitrary curvature 
δi can be formulated as follows: 
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Superposition of stresses (1) for the case of the parallel connection of yarns with different δi is writ-
ten as follows: 
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We calculated stress-strain diagrams of yarns with the defined curvatures by using the superposition 
method, implemented in MathCAD package. 

Calculation example. In linear approximation length function δi = i ·d, where d is the elongation 
step, and i is yarn’s number. For modeling of yarns made of carbon fibers (with the volume ratio ~60 %) 
in the epoxy matrix [12] we used the following mechanical parameters: E = 150 GPa, X = 1500 MPa и 
E’ = 300 GPa. Fig. 3 presents the diagram of kinematic loading of one yarn and yarns bundle with the 
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fixed elongation step d = 0,2 %. This value of the elongation step corresponds to the yield strength oscil-
lations less than 5 %, which can be neglected in engineering applications. 

 
а           b 

Fig. 3. Diagrams of kinematic loading of ( a) one yarn and (b) 10, 20, and 30 yarns of differen t length 
 

Fig. 3, b shows that the composite’s yield plateau is longer for yarns with a wider length range. 
However, at the same time yield strength decreases, and specific energy of deformation (area under the 
stress-strain curve) remains the same and equal to ~11,3 MPa, which coincides with the fracture energy 
of one yarn at the kinematic loading. 

We calculated the elastic range of the stress-strain curve, using dry bundles approximation. There-
fore, we neglected the bending stiffness and yarn’s shift in the epoxy matrix. In real cases, slightly 
curved yarns will have a higher elastic modulus, while straightening [13]. Moreover, in the initial sec-
tion of the stress-strain curve, the composite will have bigger stiffness than the simulated predictions 
(see dashed line in Fig. 3, b). 

Experimental tests. To validate our models, we experimentally investigated aramid fabrics of plain 
weave (P110) [14], modified by indenting.  

Firstly, we used cylindrical needles of diameter 2 mm with a sharp conical end. Fig. 4, b shows that 
the fabric area, affected by a needle, is limited to the square 5x5 mm2. Outside this area the fabric is not 
deformed. So, if the indenting step is larger than 5 mm, there will be straight yarns in the fabric. The 
width of P110 fabric yarns equals to 0,5 mm. Therefore, if the indenting step equals to 5 mm, in re-
peated affected areas of the fabric we will have almost symmetrical arrays of curved yarns of different 
lengths (5 to the left and 5 to the right from the needle hit). These lengths for Fig. 4, b are: 5,00, 5,10, 
5,22, 5,37, and 5,60 mm (left array); 5,45, 5,35, 5,20, 5,15, and 5,00 mm (right array). Of course, in 
practice, an indenter will hit arbitrary places, so the curvatures and lengths of yarns will vary. 

    
а                 б 

Fig. 4. Aramid fabric of plain weave P110: a) before indenting; b) after indenting by conical needle 
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For the sample, depicted in Fig. 4, b (single hit), we calculated the stress-strain curve (see Fig. 5), 
using mechanical properties of aramid yarn RUSAR [14]: linear density ~28 tex, E = 70 GPa, X = 2000 
MPa, E’ = 100 GPa. The dashed line in Fig. 5 stands for the yield strength ~400 MPa of the sample with 
the periodic indenting through the whole fabric area (indenting step 5 mm). As both warp and weft yarns 
are curved, mechanical properties during tension along these yarns will be the same (isotropic modifica-
tion of fabric). 

 
Fig. 5. Stress-strain diagram of the sample, depict ed in Fig. 5, b 

 

Secondly, we used flat needles of width, equal to 3 mm, and thickness, equal to 1 mm (Fig. 6, a). In 
this case, periodic indenting (direction of hits is 45° to horizontal/vertical lines, shown by white arrows 
on Fig. 6) led to the anisotropic curvature: only warp (vertical) yarns were curved, weft yarn remained 
straight (Fig. 6, b). Fig. 6, c presents the fabric of twill weave modified by indenting by conical needle 
oriented at 45° to horizontal/vertical lines. Because of high lateral yarn’s stiffness the area, affected by 
the flat needle or the conical indenter of a diameter of 3 mm, has quite big linear dimension: 100 mm. 
White ellipses are the needle orientation schemes. 

 

     
        а               b                   c 

Fig. 6. Flat needle ( a) and fabrics of b) plain and c) twill weave after indenting by flat and conical n eedle, respectively 
 

Conclusions. Modeling showed the great potential of the method of local curvature of yarns, con-
sisted of brittle fibers, for achieving a long yield plateau of a composite Failure of high-quality carbon 
fibers happens at relative deformations of around 1 %. By introducing length diversity of yarns (with the 
elongation step of 0,2 %) we achieved ultimate stress of approximately 300 MPa and more than 
500 MPa, and failure deformation more than 4 % and 2 % for the case of 20 and 10 different yarn's 
lengths, respectively. 

Indenting by conical needles of a diameter of 2 mm with the indenting step of 5 mm along warp and 
weft yarns of aramid fabric of flap weave P110 resulted in the material with the yield strength of 
400 MPa and yield plateau of 10 %, which is unattainable for traditional fabric composites. These char-
acteristics will allow us to use the indenting technology for the aerospace constructions with stress con-
centration zones (e.g. holes or roundings). Because of pseudo-ductility our technology will decrease 

10 mm 50 mm 
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stress concentrations and increase failure loading, the same effect as in hybrid composites [10, 15], 
where layers of fiberglass and carbon fibers alternate, or carbon and glass fibers are mingled in one yarn 
of a composite. 

This work was financially supported by the Russian Science Foundation (project No. 18-19-00377). 
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УПРАВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ДЕФОРМИРОВАНИЯ КОМПОЗИТА  
С ПОМОЩЬЮ ЛОКАЛЬНОГО ИСКРИВЛЕНИЯ НИТЕЙ 
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На основе уточнённой теории сухих пучков выполнен анализ необходимой искривлённости 
(«разнодлинности») нитей в тканевом композите для получения максимального эффекта псевдо-
пластичности – постоянства напряжений «текучести» при деформировании. Разнодлинность 
обеспечивает последовательное разрушение нитей: сначала разрушаются прямолинейные нити, а 
в конце – максимально искривлённые. Наличие полимерной матрицы обеспечивает монолит-
ность и высокое демпфирование колебаний за счёт интенсификации сдвигов в матрице при рас-
тяжении/сжатии композита. Для имитации идеальной упругопластической диаграммы растяже-
ния композита был найден закон изменения длин волокон, механические свойства которых счи-
тались одинаковыми. Экспериментальные исследования технологических возможностей локаль-
ного искривления нитей в тканевых преформах выполнены методом индентирования массивом 
конических или плоских игл. Показано, что при использовании конических игл реализуется син-
хронное искривление нитей основы и утка в равной степени. Изменяя шаг игл, можно програм-
мировать соотношение прямолинейных и искривлённых нитей так, чтобы оно максимально соот-
ветствовало расчётной величине, необходимой для получения заданной длины площадки «теку-
чести». Применение плоских игл с различной ориентацией к направлению основных нитей по-
зволяет получать «анизотропное» искривление нитей, например, искривление лишь одного се-
мейства. Экспериментальные исследования деформирования тканей с локально искривлёнными 
нитями выполнены на арамидных тканях полотняного переплетения и тканях из углеродных во-
локон саржевого плетения.  

Ключевые слова: тканевый композит; псевлопластичность; искривлённость нитей; теория 
сухого пучка; индентирование. 
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КРУТИЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЙ  
С ОСЕВОЙ НЕОДНОРОДНОСТЬЮ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК 
 
С.Н. Царенко 
Донецкий национальный технический университет, г. Донецк, Украина 
E-mail: tzarenko@gmail.com 
 

Рассматривается динамика крутильных колебаний в стержнях с осевой 
неоднородностью крутильной жесткости. Стержни различной конфигура-
ции имеют широкое применение для моделирования напряженно-
деформированного состояния при статических и динамических нагрузках 
объектов машиностроения, строительства, биомеханики и пр. Целью рабо-
ты является создание общего подхода для построения математических мо-
делей крутильных колебаний стержней переменного сечения. В качестве 
объекта рассматривается упругий стержень, крутильная жесткость которо-
го изменяется по степенному закону от продольной координаты. Динамиче-
ский процесс описывается волновым уравнением, а его решение ищется ме-
тодом Фурье. Для удобства решения граничных задач введены специаль-
ные функции на основе рекуррентных соотношений для функций Бесселя. 
С учетом свойства ортогональности собственных функций с весом получено 
выражение для квадрата нормы. В качестве примера рассмотрен случай 
колебаний от внезапного приложения нагрузки к одному концу стержня, у 
которого второй жестко закреплен. На свободном конце стержня предпола-
гается наличие локальной инерционной нагрузки. Получены выражения 
для углов закручивания и крутящих моментов в сечениях стержня. Выпол-
нено сравнение полученных результатов расчета в относительных величи-
нах с упрощенной одномассовой моделью невесомого стержня. 

Ключевые слова: крутильные колебания; вынужденные колебания; стер-
жень переменной жесткости; упругий стержень; волновое уравнение; метод 
Фурье; функции Бесселя; собственные частоты; напряжения; деформации. 

 
В упругих системах, входящих в состав разного рода механизмов и конструкций, наблюдает-

ся явление крутильных колебаний, которое может являться следствием технологического про-
цесса или результатом негативных воздействий. Проблема крутильных колебаний рассматрива-
ется, как в рамках самостоятельной спектральной задачи, так и при исследовании параметров на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) в результате динамических воздействий нагрузок. 
Например, в работах [1, 2] рассматривается построение математических моделей для определе-
ния спектра собственных частот крутильных колебаний, включая выявление условий возникно-
вения параметрических резонансов. Исследование параметров структуры и дефектов стержневых 
конструкций на основе анализа значений первых частот собственных крутильных колебаний рас-
сматривается в статьях [3–5]. Расчетам упругих валов на динамическое воздействие нагрузок по-
священы работы [6–8]. 

В некоторых работах колебания исследуются с учетом нелинейных параметров модели. Так 
влияние депланации поперечных сечений тонкостенных стержней на параметры колебательного 
процесса изучено в работе [9]. В статье [10] получено уравнение крутильных колебаний нели-
нейно деформируемых стержней, указан способ усреднения нелинейных свойств композицион-
ных стержней. Однако для практических целей динамических расчетов упругих стержней наибо-
лее широкое распространение получила волновая модель Сен-Венана и ее решение методом Фу-
рье [11]. Применение метода Фурье для исследования колебаний конического вала с использова-
нием функций Бесселя рассмотрено в работе [12], а случай, когда крутильная жесткость изменя-
ется по линейному закону от продольной координаты, исследован в статье [13], однако в своих 
работах авторы ограничились лишь рассмотрением частотного уравнения. 

Таким образом, исходя из того, что в теории расчетов в настоящее время нет единого подхо-
да к построению математической модели крутильных колебаний для стержней, имеющих нели-
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нейность геометрических и механических характеристик, поиск и развитие новых решений дан-
ной задачи является актуальной научно-практической проблемой. 

В качестве математической модели рассматриваемого объекта при-
мем упругий стержень длиною l, распределенный момент инерции масс 
поперечного сечения mI  и крутильная жесткость xGI  которого изменя-
ется по степенному закону от продольной координаты x : 

2m xI I zαγ= ; 2x xGI GI zα= ; ( )1
x

z k k
l

= − + ; 1

2

x

x

GI
k

GI
α=  ( )0 1k< < , (1) 

где 2xI  – момент инерции площади большего основания стержня; γ  – 
плотность материала, показатель степени α зависит от конфигурации 
конструкции, например, для металлоконструкции пирамидальной фор-
мы α = 2, для труб конической формы α = 3, а для конического стержня 
сплошного сечения α = 4 (рис. 1). 

Уравнение углов поворота ( ),x tϕ  с учетом принятых обозначений, 

по аналогии с уравнением продольных колебаний [14] будет иметь вид: 

( ) ( )
( )

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

,
1 1x

l l
z z z p z t

zz tG k GI k

α α αϕ ϕ γ ϕα −∂ ∂ ∂+ = +
∂∂ ∂− −

,  (2) 

где G – модуль сдвига, p(x,t) – внешняя нагрузка. 
Найдем общее решение уравнения (2) при ( ), 0p z t ≡  (случай сво-

бодных колебаний). 
Разделяя переменные, получаем уравнение для собственных функ-

ций, решение которого имеет вид [15]: 

( ) ( ) ( )( )1 2n n nz z C J z C Y zν
ν νλ λΦ = + ,                        (3) 

где 
1

2

µν −= ; ( )1
n

n
l

k с

ωλ =
−

, 

nω  – собственные частоты колебаний, ( )J zν  и ( )Y zν  – функции Бесселя, /c G γ=  – скорость 

распространения крутильных волн в стержне [9]. 
Для удобства решения задач с разными граничными условиями введем следующие обозна-

чения функций: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 02
A J Y Y Jν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− −= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 02
B Y J J Yν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 0 1 1 02
C J Y Y Jν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− − − −= − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 02
D Y J J Yν ν ν ν

πζ ζ ζ ζ ζ ζ− −= − , 

где 0 nkζ λ=  – значение аргумента в начальной точке отсчета. Исходя из рекуррентных соотно-
шений для функций Бесселя [16], представленные функции будут иметь следующие частные зна-
чения: 

( ) ( )0 0 1A Dζ ζ= = ; ( ) ( )0 0 0B Cζ ζ= = . 

Используя принятые зависимости, произвольные постоянные в уравнении (3) можно выра-
зить через угол поворота 0ϕ  и момент 0M  в нулевом сечении, тогда выражения для деформаций 
и усилий для произвольной формы колебаний можно представить в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
0

2 1n n n
x n

M l k
z z k A z B z

GI k

ν
ν νϕ λ λ

λ

−
− 

Φ = +  − 
;                                 (4) 

l 

IM 

M 

x 

Рис. 1. Расчетная схема 
стержневидной  

конструкции с осевой  
неоднородностью  

крутильной жесткости 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2 1 1
0 0

1 1x x
n n n n n

GI k GI k
M z z z z k C z M k D z

l l
ν ν ν νϕ λ λ λ− − − −−  − 

′= Φ = + 
 

.    (5) 

На основании теоремы о взаимности работ [17], при отсутствии сосредоточенных масс соб-

ственные функции будут ортогональны с весом ( ) 1 2z z νρ −= . Для нахождения квадрата нормы 

собственных функций вначале поступим аналогично, как в работе [14] для собственных функций 
с различными индексами: 

( ) ( ) ( )
1 1

2 2 1 2 1 2 1 2
n m m n m n n m

k
k

z dz z zν ν νλ λ − − −′ ′− Φ Φ = Φ Φ − Φ Φ∫ . 

Перейдя к пределу при m n→ , получаем: 

( ) ( ) ( ) 1
1 21

1 2 2 1 22
nn

n n n n
n nk

k

z
z z dz z

ν
ν νλ

λ λ

−
− −

′∂ Φ∂Φ ′Φ = Φ − Φ
∂ ∂∫ . 

Определив частные производные по nλ , квадрат нормы собственных функций находим в ви-
де: 

( ) ( )
1

2 22 2 2 2 1 2 1 2
2 2

1 2
.

2n n n n n
n n k

z
z z z

ν
ν ν νν

λ λ
− − − 

′ ′∆ = Φ + Φ − Φ Φ  
 

                             (6) 

Теперь рассмотрим случай вынужденных колебаний, для этого требуется найти решение 

( )2 ,z tϕ  неоднородного уравнения: 

( ) ( )
2

1 2 2 1 2

2

,
x

z z p z t
I

ν ν βϕ β ϕ
γ

− −′
′ − =ɺɺ ,   ( )1

l

c k
β =

−
.                                  (7) 

Решение уравнения (7) представим в виде ряда по собственным функциям: 

( ) ( ) ( )2
1

, n n
n

z t w t zϕ
∞

=
= Φ∑ .                 (8) 

Подставив этот ряд в уравнение (7) и принимая во внимание соотношение n nλ βω= , получа-
ем: 

( ) ( )2 1 2

21

,
n n n n

xn

p z t
w w z

I
νω

γ

∞
−

=
+ Φ = −∑ ɺɺ .            (9) 

Применив метод Фурье к уравнению (9), при учете свойства ортогональности собственных 
функций с весом, получим уравнение относительно коэффициентов nw : 

( ) ( )
1

2
2

2

1
,n n n n

x n k

k
w w p z t z dz

I l
ω

γ
−+ = − Φ

∆ ∫ɺɺ .              (10) 

В качестве примера, рассмотрим схему внезапного приложения момента к верхнему торцу 
стержня, на котором расположена локальная инерционная нагрузка с моментом инерции MI , а 
нижний его конец жестко закреплен (рис. 1). Такая схема может моделировать конструкции опор 
линий электропередач в аварийной ситуации при обрыве провода. 

Для исследования параметров НДС конструкции необходимо решить граничную задачу (2): 

( ) ( )0, 0, 0MM t I tϕ− =ɺɺ ;  ( ), 0l tϕ = ,         (11) 

с однородными начальными условиями: 

( ),0 0xϕ = ; ( ),0 0xϕ =ɺ .            (12) 

Решение уравнения (2) ищем в виде ряда (8). Собственные функции определим, используя 
метод начальных параметров, тогда с учетом первого граничного условия (11) получим выраже-
ния углов поворота (4) и крутящих моментов (5) для произвольной гармоники: 

( ) ( ) ( )( )1
0n n n nz z k A z k B zν ν νϕ ϕ λ ξλ λ− −= − ;      (13) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0 2

1n
n x n n n

k
M z GI z k C z k D z

l
ν ν νλ

ϕ λ ξλ λ− − −−
= − , 

здесь 
( )

2

1M

x

I k

I l
ξ

γ
−

=  – относительный момент инерции, ( )1
n

n
l

k c

ωλ =
−

 – собственные значения час-

тотного уравнения. 
Из второго граничного условия (11) получаем уравнение для нахождения собственных зна-

чений: 

( ) ( )2 1 0n n nA k Bνλ ξλ λ−− = .      (14) 

Оценим влияние параметра k  на значения первого собственного числа уравнения (14) 

1 1 /с lω λ= ɶ , ( )1n n kλ λ= −ɶ , аналогичным образом определяются частоты для стержней постоянно-

го сечения [11]. Численные исследования зависимости 1λɶ  от величины параметра k  для пирами-
дальной каркасной конструкции (ν = –0,5), конического полого (ν = –1,0) и сплошного (ν = –1,5) 
стержней без учета сосредоточенной массы ( 0ξ = ) представлены на рис. 2. Из графика видно, 

что для случая 1k ≈  величина 1λɶ  совпадает с известным значением 1 / 2 1,571λ π= ≈ɶ  [11], обозна-
чено штрихпунктиром. 

На графике рис. 3 представлена зависимость 1λɶ  от величины локальной инерционной на-
грузки ξ  для параметров стержня 1ν = − ; 0,5k = , пунктиром показана зависимость для упро-
щенной модели конструкции с одной степенью свободы [18]: 

( )
( )

2

2

2 1

1

kl

c k ν

νωλ
ξ

−
= =

−
.              (15) 

Анализ результатов расчета собственных чисел для разных параметров (ν, k, ξ) показал, что 
различие значений величины λ по зависимости (15) и первого корня уравнения (14) – λ1 наиболее 
существенно для стержней имеющих относительный поперечный размер 0,4 0,8k = ÷ , при этом 
для рассматриваемых объектов различие не превышает 5 % при значениях ξ > 0,5. 

С учетом наличия инерционной нагрузки на верхнем торце стержня (рис. 1), собственные 

функции будут ортогональны с весом ( ) ( )1 2z z z kνρ ξδ−= + − , где ( )zδ  – дельта функция Дира-

ка. Тогда из соотношения (6) квадрат нормы собственных функций будет определяться по фор-
муле: 

( ) ( )( ) ( )
2 222 1 2 21

2 2
2 2 2n n n n n

k
k C k D k

ν
ν ν νξλ ξλ λ ξλ ν

−
− −∆ = − − + − − . 

Для случая внезапного приложения момента M в сечении z k=  требуется найти общее ре-
шение уравнения, которое в соответствии с (10) будет иметь вид: 

0,2 0,4 0,6 0,8 
1 

2 

3 

4 

k 

1λɶ  

π/2 

ν = –0,5 

ν = –1 

ν = –1,5 ξ = 0 

Рис. 2. Зависимость 1λɶ  от величины параметра 

относительного поперечного размера k 

Рис. 3. Зависимость 1λɶ  от относительного  

момента инерции ξ 

0,1 0,2 0,3 0,4 
0 

1 

2 

3 

4 

ξ 

1λɶ  
ν = –1,0 
k = 0,5 
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( ) ( )2
2

2

1
n n n n

x n

M k
w w k

I l
ω

γ
−

+ = − Φ
∆

ɺɺ .                                                  (16) 

С учетом начальных условий (12) общее решение уравнения (16) будет: 

( ) ( ) ( )2 2
2

1
1 cos

1n n
x n n

Ml
w t t

k GI
ω

λ
= − −

− ∆
. 

Таким образом, в окончательном виде получим уравнения углов поворота и крутящих мо-
ментов: 

( ) ( ) ( )( )( )1
0 2 2 2

1

2 1
, 1 cos

1
n n n n

n n n

z
z t k A z k B z t

k

ν
ν ν

ν
νϕ ϕ λ ξλ λ ω

λ

∞
− −

=
= − − −

− ∆∑ ; 

( ) ( ) ( )( )( )1 1
2

1

1
, 1 cosn n n n

n n n

M z t Mz k C z k D z tν ν νλ ξλ λ ω
λ

∞
− − −

=
= − − −

∆∑ , 

где 
( )

( )

2

0
2

1

2 1x

Ml k

GI k

ν

ϕ
ν

−
=

−
 – статический угол закручивания. 

Введем обозначения для безразмерного времени /tc lτ = , тогда выражения для динамиче-
ских коэффициентов угла закручивания верхнего торца стержня Kϕ  и крутящего момента в за-

делке MK  получим в виде: 

( ) ( ) ( )( )( )1
2 2 2

1

2 1
1 cos

1
n n n n

n n n

k
K k A k k B k

k

ν
ν ν

ϕ ν
ντ λ ξλ λ λ τ

λ

∞
− −

=
= − − −

− ∆∑ ɶ ;                  (17) 

( ) ( ) ( )( )( )1
2

1

1
1 cosM n n n n

n n n

K k C k Dν ντ λ ξλ λ λ τ
λ

∞
− −

=
= − − −

∆∑ ɶ .                        (18) 

На рис. 4 представлены графики зависимостей (17) и (18), из которых видим, что характер 
поведения и максимальные значения динамических коэффициентов при отсутствии инерционно-
го момента ( 0ξ = ) существенно отличаются от известных решений аналогичной задачи для вала 
однородной структуры [18], для которого максимальные значения коэффициентов равны 2. При 
значениях параметров конструкции: 1ν = − , 0,5k =  численно из выражений (17), (18) получим 

max 1,47Kϕ = , max 5,84MK = . 

 

На рис. 5 представлены графики динамических коэффициентов (17), (18) при наличии ло-
кальной инерционной нагрузки для параметров конструкции: 1ν = − , 0,5k = , 0,2ξ = , пунктиром 
показаны динамические коэффициенты для невесомого упругого стержня с одной степенью сво-
боды, полученные известным способом [17]: 

( ) ( )1 cosKϕ τ λτ= − − ; ( )
( )

2
2

2

1
1 cos

2 1
M

k
K

k

ν
τ ξλ λτ

ν
−= −

−
. 

0 1 2 3 4 

–1,5 
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k = 0,5 
ν = –1 

0 1 2 3 

–5,0 

–2,5 

2,5 

KM 

τ 

k = 0,5 
ν = –1 

Рис. 4. Зависимость динамических коэффициентов угла закручивания свободного конца стержня  
и момента в заделке от безразмерного времени при отсутствии инерционного момента (ξ = 0) 
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Из графиков (рис. 5) видим, что упрощенная модель дает достаточную точность расчета при 
наличии определенной величины локальной инерционной нагрузки. При этом очевидно, что ме-
тод приведения масс не отражает реальную картину динамического процесса в случае отсутствия 
сосредоточенных инерционных нагрузок. 

 
Выводы 

1. Стержневые модели имеют широкое применение в инженерной практике расчета многих 
объектов машиностроения, металлургии, строительства, горного оборудования, биомеханики и 
пр. При этом они используются как для непосредственного решения тех или иных прикладных 
задач, так и в создании теоретических основ для целого ряда методологических разработок. Та-
ким образом, создание методологии расчета на крутильные колебания упругих стержней с осевой 
неоднородностью геометрических характеристик является актуальной научной проблемой, кото-
рая имеет существенное фундаментальное и прикладное значение. 

2. Для исследования параметров НДС стержневых систем используются как аналитические, 
так и численные методы решения задач. Численные методы, наряду с использованием программ-
ных комплексов объектного и имитационного моделирования, позволяют рассматривать задачи 
практически любой сложности, но имеют такие недостатки, как, например, необходимость при-
вязки к конкретным параметрам объекта исследования, что затрудняет их применение на стадии 
проектных разработок, оценку результатов расчета и т. п. Предложенное аналитическое решение 
лишено указанных недостатков и помимо этого позволяет получить более полное представление 
о механизме динамического процесса и степени влияния характеристик модели на его парамет-
ры. 

3. Теоретическая ценность работы заключается в получении нового аналитического решения 
задачи крутильных колебаний на основе волнового уравнения, а также в разработке алгоритма 
применения метода Фурье для динамических расчетов упругих стержней с осевой неоднородно-
стью геометрических свойств. 

4. Практическая значимость работы состоит в выводе расчетных зависимостей, которые мо-
гут быть непосредственно применены для моделирования НДС при динамических воздействиях 
нагрузок в таких объектах, как: валы сложной конфигурации, элементы бурильного оборудова-
ния, конструкции опор линий электропередач и пр. Полученное аналитическое решение также 
можно использовать для построения эталонных моделей и верификации расчетных данных при 
работе с программными комплексами объектного и имитационного моделирования. Предложен-
ный алгоритм расчета может быть положен в основу инженерных методов и практических реко-
мендаций при разработке технической и регламентирующей документации. 
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The dynamics torsional vibrations of a rod with an axial torsional rigidity inhomogeneity. Rods of 
different configurations are widely used for simulating stress-strain state in case of static and dynamic 
load to the objects of mechanical engineering, construction, biomechanics, etc. This work’s objective is 
creating of a general approach to building mathematical models of torsional vibrations of rods of vari-
able section. As an object we have considered an elastic rod, the torsional rigidity of which changes ac-
cording to the power law from the longitudinal coordinate. The dynamic process is described by a wave 
equation, and is solved using the Fourier method. To make the solving of the boundary-value problems 
more convenient, special functions based on recurrence relations for the Bessel functions are introduced. 
Taking into account the orthogonal property of weighted eigenfunctions, an expression for the norm 
square is obtained. As an example a case of vibrations is considered with sudden application of load to 
one end of the rod, with the other end of the rod being rigidly fixed. The free end is supposed to be un-
der local inertial load. Expressions were obtained for the torsion angles and torques in the cross-sections 
of the rod. A comparison was performed for the obtained results of calculation in relative values with a 
simplified single-mass model of the weightless rod. 

Keywords: torsional vibrations; forced vibrations; variable rigidity rod; elastic rod; wave equa-
tion; Fourier method; Bessel functions; natural frequencies; stress; strain. 
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In order to identify the reasons for the differences between the available the-
oretical and experimental values of the total magnetic moment of Co2CrIn 
Heusler alloy, in this work we studied the effects of various magnetic reference 
states on the magnetic and electronic properties of the alloys by means of ab initio 
and Monte Carlo methods. It is shown that the calculated ground state in the L21 
phase is ferromagnetic. However, the values for both lattice parameter and mag-
netic moment calculated for the ferrimagnetic state, where the Cr atoms are or-
dered antiferromagnetically, are found to be in good agreement with the availa-
ble experimental data. It is shown that the half-metallic behavior is realized only 
in the case of the ferromagnetic order. By using the calculated exchange coupling 
parameters in the Heisenberg Hamiltonian, the temperature dependences of 
magnetization were simulated. 

Keywords: Heusler alloys; reference states; density of states; exchange parame-
ters. 

 

Introduction 
Ferromagnetic half-metals (FHM) are potential candidates for applications in spintronic devices be-

cause of their high spin polarization of the electron density of states (DOS) at the Fermi level. This 
means that there is an energy gap in DOS spin configurations. As a result, 100 % of spin-polarized cur-
rent can be achieved in these materials [1]. Co-based Heusler alloys are promising materials in FHM 
class, due to their high spin polarization, large energy gaps, high total magnetic moments (μtot) and Curie 
temperatures (TC) [2]. Nowadays, the most studied half-metallic Co-based Heusler alloys are Co2YZ  
(Y = Cr, Fe, Mn, and Z = Al, Si, Ga, Ge) (for example, see Refs. [2–4] and references therein). 

At present, Co2CrIn alloy is not thoroughly investigated. However, it has attracted huge interest 
from both experimentalists and theoreticians due to its complex FHM, ferrimagnetic (FIM), and antifer-
romagnetic (AFM) behaviours. Wurmehl et al. [5] reported that Co2CrIn has the cubic L21 structure, 
which can be represented as four interpenetrated fcc sublattices. Besides, the magnetization measure-
ments have shown that Co2CrIn compound has FIM order with the magnetic moment of 1,18 μB at 5 K. 
In contrast, the calculated value of magnetic moment was found to be 3,16 μB [6]. To find the reasons 
leading to magnetic moment reduction in Co2CrIn alloys, we investigated the magnetic ground states in 
the framework of density functional theory (DFT) and supercell approach. In particular, we studied equi-
librium structural, magnetic, and electronic properties of Co2CrIn compound with different magnetic 
configurations. To extend obtained magnetic properties from 0 K to finite temperature, we employed 
classical Monte Carlo (MC) simulations of the Heisenberg model with exchange coupling constants, 
which were taken from ab initio calculations. 

This article is organized as follows. Section 2 presents the details of ab initio and MC calculations. 
Section 3 contains the main results. Key results and conclusions are provided at the end of the article 
(Section 4). 
 
1. Calculation details 

We performed spin-polarized ab initio calculations, using density functional formalism, implement-
ed in the Vienna ab initio simulation package (VASP) [7, 8] and the spin-polarized relativistic Korringa–
Kohn–Rostoker code (SPR-KKR) [9]. We investigated ground state structural properties, using the pro-
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jector augmented wave (PAW) method and supercell approach, realized in VASP. We used the general-
ized gradient approximation (GGA) in Perdew, Burke and Ernzerhof (PBE) parameterization to describe 
the exchange-correlation energy [10]. The computational parameters used for modelling in VASP are 
following. Pseudopotentials were taken for the next electronic configurations: Co(3d84s1), Cr(3p63d54s1), 
and In(4d105p15s2). Kinetic energy cut-off was 400 eV and kinetic energy cut-off for the augmentation 
charges was 800 eV. The Brillouin zone integration was performed by the Monkhorst-Pack scheme [11] 
with 8×8×8 k-point sampling for the structure optimization. All performed calculations were semi-
relativistic and spin-polarized. Structures were relaxed, using the conjugate gradient algorithm, and both 
atomic positions and the supercell volume were optimized. To calculate the tetragonal distortions of the 
cubic structure, we fixed the volume of the supercell as 3 2

0 0=  V a a c= . 
Cubic L21 structure was used for ground state calculations. We considered 16-atoms supercell, 

which consisted of 8 Co, 4 Cr, and 4 In atoms. To find the optimized magnetic order of the austenite 
structure, we considered three different magnetic states, referred to as FM state (magnetic moments of 
Co and Cr atoms are parallel), FIM state (two out of four magnetic moments of Cr atoms are reversed), 
and the AFM state (all magnetic moments of Cr atoms are reversed). We assumed that the magnetic 
moments of In atoms are negligible. Fig. 1 schematically shows the discussed spin configurations. 

 
Fig. 1. Co2CrIn 16-atom supercells with (a) FM, (b) AFM, (c) FIM spin configurations 

 

After we defined the equilibrium lattice parameters, we calculated the exchange coupling constants 
(Jij), total and partial DOS, and magnetic moments, using SPR-KKR package. For self-consistent cycles 
(SCF) calculations, 2300 k-points were generated by a k-mesh grid of 45×45×45. The angular momen-
tum expansion (lmax) was restricted to three. In all calculations total energy converged 0,01 mRy. To 
achieve the better convergence, we used BROYDEN2 scheme [12, 13] with PBE exchange-correlation 
potential. We calculated the Heisenberg's projective magnetic exchange coupling constants and DOS 
curves, using the spin-polarized scalar-relativistic (SP-SREL) Dirac–Hamiltonian with lmax = 3 on a k-
mesh grid of 57×57×57 with 4495 k points. 

Using obtained long-range exchange coupling constants we simulated the temperature dependencies 
of magnetization in the framework of classical three-dimensional Heisenberg model and MC routine. 
For the Hamiltonian we used the following equation: 

,

,ij i j
i j

H J= − S S       (1) 

where iS  is the spin of unit length ( 1i =S ), placed on a lattice site, and Jij are the exchange coupling 

parameters from ab initio calculations for austenite phase. We carried out MC simulations for a cell with 
3925 atoms and periodic boundary conditions, using the Metropolis algorithm [14]. Thus, for a stoichi-
ometric Co2CrIn alloy, the model lattice contained 1098 Cr, 1099 In, and 1728 Co atoms. Changes of 

the independent spin variables { }, , x y z
i i i iS S S=S  were accepted or rejected according to the single-site 

transition probability ( ){ }min 1;  exp / BW H k T= −Δ . We used one MC step, consisting of N attempts to 

change the spin variables, as the time unit. For each temperature 5·105 MC steps and 104 thermalization 
steps were considered. To calculate the total average magnetization M at a specific temperature point, 
we used the next equation: 

Co Co Cr Cr2M m mμ μ= + ,           (2) 

where Coμ , and Crμ  are the magnetic moments of Co and Cr atoms, respectively. 
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2. Calculation results 
Firstly, we determined the magnetic ground state of Co2CrIn Heusler alloy by calculating the total 

energies per formula unit as functions of the lattice parameter (see Fig. 2, a). Fig. 2, a shows that austen-
ite structure with FM spin configuration is more energetically stable than FIM and AFM configurations. 
The energy minimum for FM austenite corresponds to equilibrium lattice parameter a = 5,976 Å, the 
total magnetic moment is equal to 3,04 μB/f.u. For FIM austenite both total magnetic moment 
1,29 μB/f.u. and equilibrium lattice parameter a = 6,003 Å are close to the experimental data, 1,18 μB/f.u. 
and 6,059 Å [5]. 

 

 
Fig. 2. Dependence of total energy per formula unit on (a) lattice parameter, (b) tetragonality degree c/a  

and (c) fixed total magnetic moment of Co2CrIn alloy with FM, AFM, and FIM configurations.  
The energy difference was calculated with respect to the stable configuration (FM) 

 

To find a probability of martensitic transformation in this alloy, we calculated the dependency of 
the total energy, relative to the cubic phase, on tetragonality c/a (see Fig. 2, b). Fig. 2, b clearly demon-
strates the absence of martensitic transformation in the stoichiometric Co2CrIn alloy. Therefore, we fur-
ther present results only for the austenitic cubic state. 

We also calculated the total energy of Co2CrIn as a function of a fixed magnetic moment for FM 
and FIM configurations (see Fig. 2, c). Fig. 2, c illustrates that FM configuration with the magnetic mo-
ment of ≈3 μB/f.u. is more stable than FIM configuration (1,3 μB/f.u.), which is close to experimental 
results [5]. 

The predicted lattice constants and magnetic moments for different magnetic states of Co2CrIn al-
loy, as well as available experimental data, are summarized in Table 1. 

Table 1 
Optimized lattice constant a0 (in Å), and total magnetic moment μ (in μB/f.u.), for Co2CrIn alloy in comparison  

with experimental (a0
exp, μexp) and other theoretical (a0

calc, μcalc) data 

0a  exp
0a  calc

0a  μ expμ  calcμ  

5,976 (FM)  6,0596 [5] 6,00 [6] 3,04 (FM)  1,18 [5] 3,16 [6] 
6,024 (AFM)   0,50 (AFM)   
6,003 (FIM)   1,29 (FIM)   

DOS calculations were performed for the cell with the optimized lattice constant, consisting of four 
atoms, by using SPR-KKR-CPA approach. Fig. 3 depicts total and partial DOS curves, calculated for 
Co2CrIn alloy with different magnetic reference states.  

The most contributions to the majority and minority bands are caused by Co and Cr 3d states. In the 
case of FM configuration, the spin up band shows the metallic behaviour, while the spin down band 
demonstrates the semiconducting behaviour due to the appearance of an energy gap around the Fermi 
level. The resulting spin polarization is 76 %. As we mentioned above, the presence of both occupied 
majority spin-channel and unoccupied minority spin-channel at EF is the feature of the half-metallic be-
haviour. On the one hand, from element resolved DOS curves for FM configuration we can observe that 
the gap is larger for 3d states of Cr than of Co. On the other hand, the metallic behaviour (see the spin up 
band at EF, Fig 3, a) is attributed to the hybridization between Cr and Co 3d states. In the cases of FIM 
and AFM configurations, the half-metallic behaviour changed to the metallic behaviour (energy gap 
around the Fermi level for the spin down band disappeared). 

Since Co-based Heusler alloys are strongly correlated systems where the electron-electron correla-
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tion can play a critical role, we studied the influence of Coulomb interaction on DOS curves, using 
GGA+U approach. We set the values of U and J for both Co and Cr atoms to 3 and 0,8 eV, respectively. 
Fig. 4 shows total DOS curves of Co2CrIn alloy near the Fermi level, calculated in GGA and GGA+U 
approximations. 

 
Fig. 3. Total and partial DOS of Co2CrIn alloy for spin up and spin down bands: (a) FM, (b) AFM,  

and (c) FIM spin configurations 

 
Fig. 4. Total DOS curves for spin up and spin down bands of Co2CrIn alloy near the Fermi level in (a) FM, (b) AFM, and (c) 

FIM spin configurations. Solid (dashed) lines denote results for GGA (GGA+U) approach 

To estimate the spin polarization (P) from DOS curves, we used the next equation: 
( ) ( )
( ) ( ) 100%.F F

F F

N E N E
P

N E N E

↑ − ↓
= ×

↑ + ↓
                 (3) 

The calculated spin polarizations P for different spin configuration of Co2CrIn alloy are listed in 
Table 2. 

Table 2 
Spin polarization (P) of Co2CrIn alloy with FM, FIM, and AFM spin configurations,  

calculated in GGA and GGA+U approximations 

Magnetic state FM AFM FIM 
GGA 76,3 – 36,6 

GGA+U 51,4 41,7 18,8 
Fig. 4 shows that the addition of U term in DFT calculations practically did not change the majority 

bands around the Fermi level, while in the case of minority channel we can observe that Coulomb inter-
action results in the gap broadening. At the same time, the spin polarization generally decreased. 

Further, we present the results of KKR-CPA calculations of exchange coupling parameters for 
Co2CrIn alloy with different magnetic configurations. Fig. 5 presents the dependence of magnetic ex-
change parameters for cubic Co2CrIn structure on the distance between atoms. 

Fig. 5, a shows that in FM case Co-Cr pair demonstrates the largest exchange interaction between 
nearest neighbour atoms, while the interactions between Co-Co are slightly lower, and Cr-Cr atom pair 
interacts antiferromagnetically with a weak contribution to the total exchange energy. Overall, large FM 
Co-Cr and Co-Co interactions are responsible for the FM order and high Curie temperatures of austenite. 
In the case of FIM and AFM spin configurations, the trends of exchange integrals (see Fig. 5, b, c) are 
quite different, because in both cases nearest Co–Cr pairs have strong AFM interactions. As a result, 
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FIM and AFM Co2CrIn alloys demonstrate the competition between FM and AFM interactions, which 
vanishes with the increase of d/a distance. 

 
Fig. 5. Dependence of exchange coupling parameters of Co2CrIn cubic structure with (a) FM, (b) AFM, and (c) FIM spin 

configuration on the distance (d/a) between atoms i and j. We used the optimized lattice parameter for calculations 
 

To obtain the temperature dependencies of magnetization and specific heat curves for Co2CrIn al-
loy, we carried out MC simulations of classical three-dimensional Heisenberg model in the absence of 
anisotropy and magnetic fields [14]. In view of the fact that in all cases the similar ferromagnetic-
paramagnetic phase transition behavior was observed we skip a discussion of this thermomagnetization 
curves in more detail here. Table 3 presents the results of MC calculations. For AFM spin configuration, 
the calculated temperature should be interpreted as Neel temperature. For comparison we also put tem-
peratures, which obtained with the help of Mean-field approximation (MFA) for multicomponent system 
during SPR-KKR calculations according to P.W. Anderson [15]. It should be noted that the Curie tem-
perature obtained within the MFA are higher than the Curie temperature obtained from the MC simula-
tion, as shown in [16]. 

Table 3 
Calculated temperature of magnetic phase transition TC (in K) for Co2CrIn alloy with different 

magnetic configurations 

Magnetic state FM AFM* FIM 
TC (MC) 335 600 174 

TC (MFA) 453 934 435 
*In the case of AFM reference state, the calculated temperature should be treated as Neel tempera-
ture (TN). 
 

Conclusion 
In conclusion, the structural and magnetic properties of Co2CrIn Heusler compound have been stud-

ied by using the first-principles methods and Monte Carlo simulations. The first-principles calculations 
were carried out with the help of VASP and SPR-KKR simulations packages. Crystal structure optimi-
zation and fixed magnetic moment calculations have shown that the optimized ground state of Heusler 
Co2CrIn alloy with L21 structure is ferromagnetic. However, in the case of the ferrimagnetic state, where 
Cr atoms are ordered pairwise antiferromagnetically, calculated properties are close to experimental da-
ta. Energy calculations of tetragonal-type distortion of the cubic L21 structure for Co2CrIn have been 
demonstrated that the martensitic phase cannot be realized in the stoichiometric alloy. Co2CrIn alloy 
exhibits the pseudo-half-metallic behaviour only in the austenitic phase with the ferromagnetic order. 
Addition of Coulomb interaction decreases spin polarization. By using the calculated exchange coupling 
parameters in the Heisenberg Hamiltonian, we simulated the temperature dependences of magnetization. 
In general, we would like to emphasize that to the complete understanding of whole complex picture of 
the discussed problem, additional calculations for larger supercells and more different configurations of 
antisite disorder are needed. 
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Для выяснения причины различий между имеющимися теоретическими и эксперименталь-
ными значениями полного магнитного момента сплава Гейслера Co2CrIn в данной работе было 
изучено влияние различных основных магнитных состояний на магнитные и электронные свой-
ства сплавов с помощью ab initio и Монте-Карло методов. Показано, что вычисленное основное 
состояние в фазе L21 является ферромагнитным. Однако равновесные значения как параметра 
решетки, так и магнитного момента, рассчитанные для ферримагнитного состояния, где атомы Cr 
упорядочены антиферромагнитно, находятся в хорошем согласии с имеющимися эксперимен-
тальными данными. Показано, что полуметаллическое поведение реализуется только в случае 
ферромагнитного упорядочения. Используя рассчитанные параметры обменного взаимодействия 
в гамильтониане Гейзенберга, были смоделированы температурные зависимости намагниченно-
сти. 

Ключевые слова: сплавы Гейслера; основные состояния; плотности состояний; обменные 
параметры. 
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Дальнейшее улучшение свойств сталей невозможно без понимания 
процессов, происходящих на различных стадиях термообработки, на атоми-
стическом уровне. В данной работе методом молекулярной динамики с ис-
пользованием межчастичных потенциалов на основе модели погруженного 
атома (ЕАМ) проводилось моделирование мартенсита системы железо-
углерод. Наблюдаемая диффузия углерода по октаэдрическим междоузлиям 
при повышенных температурах (несколько сотен °C) приводит к формиро-
ванию атомами С ближнего упорядочения в виде периодических плоских 
скоплений, разделенных между собой областями решетки, практически 
свободными от углерода. Определено, что области кластеризации имеют 
ориентацию относительно решетки железа (102), что согласуется с резуль-
татами экспериментов, где исследовались структуры, получаемые при от-
пуске мартенсита на стадии двухфазного распада. Результаты атомистиче-
ского моделирования показывают, что при кластеризации углерода проис-
ходит увеличение отношения параметров решетки c/a как в областях кри-
сталлической решетки, в которых происходит формирование скоплений, 
так и в зонах, не содержащих атомы С. Толщина кластеров оказалась рав-
ной 17 Å, а областей, не занятых углеродом – 30 Å. Уменьшение энергии 
системы с течением наблюдаемого процесса можно рассматривать как дви-
жущую силу реакции с величиной 453,61 Дж/моль, что находится в качест-
венном согласии с другими работами.  

Ключевые слова: мартенсит; отпуск стали; двухфазный распад; молеку-
лярная динамика. 

 
Введение 

Конструкционные стали, основой которых является твердый раствор углерода в железе, ос-
таются основными материалами современной индустрии [1]. В этой связи постоянной является 
научно-инженерная задача по созданию новых материалов на основе железа, обладающих улуч-
шенными свойствами. Однако разработка новых технологий и существенное улучшение свойств 
материалов требует понимания природы физических процессов происходящих  на атомном уров-
не в системе железо–углерод при термической обработке. Особый интерес привлекает к себе 
мартенситный переход, лежащий в основе закалки стали и возникающий при резком охлаждении 
аустенита. 

Экспериментальные исследования, впервые выполненные Г.В. Курдюмовым и др. [2], пока-
зали, что мартенситный переход связан с коллективной сдвиговой перестройкой кристалличе-
ской решетки. В результате мартенситного превращения образуется тетрагональная структура, 
представляющая собой немного растянутую вдоль одной оси [001] и сжатую по осям [100] и 
[010] ОЦК-решетку железа. Для объяснения природы тетрагонального искажения решетки мар-
тенсита К. Зинером [3] была создана теория коллективного деформационного взаимодействия  
между атомами углерода, развитая затем А.Г. Хачатуряном [4, 5]. В основе данной теории лежит 
идея о выборочном заполнении атомами углерода одной из трех подрешеток октаэдрических 
междоузлий кристалла мартенсита. 

К сожалению, классическая теория Зинера–Хачатуряна не позволяет анализировать установ-
ление ближнего порядка атомов углерода внутри x-, y-, z-подрешеток. Однако в эксперименталь-
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ных исследованиях при выдержке мартенсита высокоуглеродистых сталей при температурах 
20−200 °C, т.е. на стадии двухфазного распада при отпуске мартенсита, было обнаружено явле-
ние кластеризации атомов углерода в виде пластинчатых скоплений атомов углерода в z-
подрешетке. Указанные скопления перемежаются аналогичными по форме участками, где атомы 
углерода практически отсутствуют. Согласно данным работ [6, 7] плоскости скоплений имеют 
индексы (103), в то же время в работах [8, 9] указывается, что плоскости имеют направление 
(102) и толщину около 1 нм [10]. 

Изучение процесса кластеризации при отпуске мартенсита при помощи экспериментальных 
методов весьма затруднительно и способно предоставить чрезвычайно ограниченный набор дан-
ных. В связи с этим особенно актуальным представляется изучение этого процесса на атомисти-
ческом уровне методом молекулярной динамики. 
 
Методика молекулярно-динамического моделирования 

В настоящей работе для изучения перераспределения углерода между подрешетками мартен-
сита был использован метод классической молекулярной динамики в программном пакете 
LAMMPS [11]. Для описания взаимодействий между атомами в системе Fe–C воспользовались 
набором межчастичных потенциалов погруженного атома для Fe–Fe, Fe–C и С–С, предложенным 
в работе [12], который, как мы показали ранее [13], позволяет достаточно точно описать поведе-
ние примесных атомов внедрения С в ОЦК железе. 

Расчеты проводились в NPT-ансамбле Нозье–Гувера [14, 15]. При этом осуществлялся неза-
висимый контроль прикладываемого напряжения вдоль каждой из осей. Это позволило изучить 
изменение длины ячейки и диффузию атомов углерода по октаэдрическим междоузлиям различ-
ного типа. Форма ячейки была жестко задана в ортогональном виде, запрещая таким образом 
возникновение сдвиговых деформаций. При моделировании на суперячейку накладывались пе-
риодические граничные условия, поскольку углерод относится к числу легких элементов,  ис-
пользовался небольшой временной шаг моделирования в 1 фс. 

Было проведено два типа расчетов: первый проводился при постоянной температуре со вре-
менем моделирования 150 нс, а второй представлял собой последовательный нагрев от 300 до 
1300 К, а затем охлаждение до первоначальной температуры. Рассмотрено две скорости нагрева 
и охлаждения – 10 и 100 К/нс. На всех временах проводился анализ структуры, а также анализ 
геометрии моделируемой суперячейки. 

 

Рис. 1. Результаты атомистического моделирования  кластеризации углерода в решетке Fe–C, возникаю-
щей при выдержке при повышенных температурах. 

а) общий вид. Результаты атомистического моделирования кластеризации углерода в решетке Fe–C, воз-
никающей при выдержке при повышенных температурах. Показаны положения только атомов углерода, 
решетка Fe для наглядности не показана; б) Конфигурация атомов железа в кристаллической решетке:  

А – регионы с пониженным содержанием углерода, В – области кластеризации углерода 
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Анализ и обсуждение результатов 
При моделировании суперячейки достаточно большого размера, > 100 Å, ≈ 250 тыс. атомов, 

45×45×45 трансляций элементарной ячейки, при постоянной температуре было обнаружено, что 
после выдержки при значительных температурах (750–1000 K) атомы углерода образуют упоря-
доченные скопления в виде плоских областей с направлением (102) относительно решетки желе-
за. Наблюдаемая картина представлена на рис. 1, а, где для наглядности показаны только распо-
ложение атомов углерода, а решетка железа не показана. Для более низких температур модели-
рование кластеризации становится затруднительным, поскольку резко уменьшается скорость 
диффузии. Как следует из  рис. 1, а, в процессе кластерообразования возникают  области, в кото-
рых углерода мало (области А), разделенные между собой пластинообразными участками, где его 
содержание значительно повышено (В). 

 

 
Результаты нашего моделирования близки к данным эксперимента, полученными в рабо-

тах [6–9], где наблюдалась аналогичная картина расслоения углерода. В работах [8, 9] наблюдали 
спинодальный распад системы Fe–C c выделением углерода вдоль плоскостей с ориентацией 
(102), в то время как данные работ [6, 7] указывают, что плоскости имеют индекс (103). При про-
ведении моделирования температура всегда поддерживалась постоянной, а содержание углерода 
составляло 4,5 ат. %. Были проведены расчеты при различных размерах суперячейки вплоть до 
500 тыс. атомов железа и размером ребра куба до 2 нм. Результаты моделирования показали, что 
толщина плоских областей, содержащих углерод, примерно одинакова (≈17 Å) и не зависит от 
размера ячейки. В то же время толщина зоны с пониженным содержанием углерода составляет 
около 30 Å. Отметим, что при среднем содержании 4,5 ат. % в слоях выделения концентрация 
углерода увеличивалась до ≈9 ат. %. (рис. 2). Подобная геометрия выделений углерода наблюда-
лась как в ряде экспериментальных работ [16], так и в работах по компьютерному моделирова-
нию [17, 18]. 

Рис. 3. Изменение потенциальной энергии системы при моделировании при T = 1000 K 

Рис. 2. Изменение концентрации углерода с течением времени в различных областях 
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В процессе кластеризации мы наблюдали постепенное уменьшение полной энергии системы 
со временем (рис. 3). Разницу энергий до и после образования скоплений можно рассматривать 
как движущую силу процесса, и ее  величина оценивается в 453,61 Дж/моль. В работе [19] при 
калориметрическом изучении отпуска мартенсита на его ранних стадиях наблюдалось выделение 
теплоты 760 Дж/моль. Результаты нашего моделирования качественно согласуются с этими дан-
ными. Отличия в результатах могут быть объяснены возможным влиянием на процессы класте-
ризации структурных дефектов (дислокаций и межзеренных границ), которые не учитывались в 
расчетах. 

Таблица 
Локальное изменение параметров кристаллической решетки сплава Fe–C 
в различных областях расчётной суперячейки при расслоении углерода 

 a = b, Å c, Å c/a 

свежезакаленный,  
неупорядоч. 2,875 2,971 1,033 

по
сл
е 
от
пу
ск
а область А 2,864 2,924 1,021 

область В 2,847 3,153 1,107 

в среднем 
на суперячейку 2,862 3,018 1,056 

При кластеризации углерода происходит существенное увеличение степени тетрагонально-
сти, как это видно из таблицы. Чтобы объяснить данный эффект обратимся к рис. 1 б), на кото-
ром приведена полученная при моделировании картина распределения атомов железа на плоско-
сти Oxz суперячейки (овалами выделены области, в которых данный срез пересекается с плоски-
ми областями кластеризации углерода B). Видно, что в областях, где срез пересекает область 
кластеризации атомов С, решетка оказывается вытянутой вдоль оси z. Этот эффект, несомненно, 
связан с тем, что в указанных областях с повышенным содержанием углерода возрастает и вели-
чина тетрагональности, в соответствии с данными Курдюмова [2]. Казалось бы, что тогда для 
областей А, обедненных углеродом, должно наблюдаться отсутствие тетрагональности. Однако 
оказалось, что это не так. Как видно из рис. 1, б, области, обедненные и обогащенные углеродом, 
вынуждены кристаллографически сопрягаться друг с другом (когерентное сопряжение) вдоль 
плоскости Ozy. Поскольку области, где происходит выделение углерода, вытягиваются вдоль оси 
z вследствие тетрагональной деформации зоны обедненные углеродом, вынуждены подстраи-
ваться к ним. Благодаря этому обстоятельству в них также возникает тетрагональное искажение, 
хотя и в меньшей степени. 

Результаты для параметров решетки во время нагрева от 300 до 1200 K и последующего ох-
лаждения показаны на рис. 4. Видно, что по достижении некоторой температуры происходит ра-
зупорядочивание атомов углерода по октапорам различного типа и наблюдается потеря тетраго-
нальности. Причем скорость охлаждения/нагрева оказывает слабое влияние на значение темпера-
туры порядок–беспорядок, так уменьшение скорости со 100 К/нс до 10 К/нс приводит к измене-
нию Tcrit на ≈10 K. 

Наблюдаемый гистерезис температуры перехода порядок–беспорядок при нагреве и в случае 
охлаждения, по-видимому, вызван тем, что для разупорядочения углероду необходимо просто 
переместиться в соседние октапоры типов x и y, в то время как для формирования упорядоченно-
го состояния атомам С необходимо преодолеть больший путь диффузии, и за это время происхо-
дит дополнительное переохлаждение системы. Итак, полученные значения Tcrit оказались равны-
ми 1072 и 1035 К для нагрева и охлаждения соответственно. Отметим, что гистерезис температу-
ры Tcrit был обнаружен авторами в недавней работе [20], однако различные скорости нагрева и 
охлаждения (100 и 80 К/нс) вызывали сомнения в результатах, кроме того, не обсуждалось влия-
ние самой величины скорости изменения температуры, т. к. значения в сотни К/нс достаточно 
далеки от наблюдаемых скоростей охлаждения на практике. 
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При охлаждении со скоростью 10 К/нс на рис. 4, б, г наблюдается формирование плоскостей, 
аналогичных показанным на рис. 1, что выражается в больших значениях степени тетрагонально-
сти (отношении параметров c/a) и объеме, приходящемся на один атом Fe. 

 
Выводы 

В работе проведено молекулярно-динамическое моделирования процесса отпуска мартенсита 
на стадии двухфазного распада до образования карбидов. При повышенных температурах на-
блюдается кластеризация углерода в виде плоских областей внутри кристаллической решетки, 
что находится в согласии с доступными экспериментальными данными. Представленный процесс 
описан на атомистическом уровне, получено, что атомы С в этих кластерах занимают октапоры z-
типа, что вызывает значительное тетрагональное искажение решетки в этих областях, а также 
растяжение, хоть и значительно меньшее, областей, не содержащих углерод. Во время рассмат-
риваемого процесса кластеризации наблюдается уменьшение полной энергии системы на 
453,61 Дж/моль, что качественно находится в согласии с величиной в 760 Дж/моль, полученной в 
эксперименте [19]. 

Проведенное МД-моделирование нагрева мартенсита от комнатной температуры до 1200 К и 
охлаждения до первоначального состояния показало, что выше определенной температуры Tcrit 
наблюдается разупорядочение углерода и образование кубической решетки. Наблюдаемый гис-

Рис. 4. Изменение решетки при отпуске мартенсита системы Fe-C на стадии двухфазного распада. 
а), б) температурные зависимости усредненных параметров решетки для скоростей нагрева 100 и 10 К/нс 

соответственно; в), г) объем приходящийся на один атом железа 
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терезис температуры перехода в 37 К при нагревании и охлаждении подтверждает результаты 
работы [20], однако в данной работе моделирование проводилось со скоростью изменения тем-
пературы меньшей на порядок (10 К/нс).  

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 16-19-
10252). 
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Further improvement of the properties of steel is impossible without understanding of the atomic-

level processes that take place at the different stages of heat treatment. In this work a simulation of iron-
carbon martensite was performed using the method of molecular dynamics with interatomic potential 
based on the embedded atom model (EAM). The observed diffusion of carbon on octahedral interstices 
at high temperatures (at several hundreds of °C) causes the formation of short-range ordering of C atoms 
by way of periodical plain clusters divided by lattice regions, which almost do not contain carbon. We 
found that the cluster regions are orientated relative to iron lattice with (102) indices, what is consistent 
with the results of the experimental studies of the structures produced during martensite tempering at the 
stage of two-phase decomposition. The atomistic simulations results show that carbon clusterization 
causes the increasing of the lattice parameters relation c/a, both in the lattice regions where clusters are 
formed, and in the zones which do not contain any carbon atoms. The last fact is explained due to neces-
sity of crystallographic coupling of these two zones. The thickness of the clusters turned out to equal 
17 Å, and that of the regions not filled with carbon – 30 Å. During the simulation the total energy of 
modeling system decreases, and that can be considered as the reaction driving force with the value of 
453,6 J/mole, which shows a qualitative agreement with other works. 

Keywords: martensite; steel tempering; two-phase decomposition; molecular dynamics. 
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БОРИС ЯКОВЛЕВИЧ ЗЕЛЬДОВИЧ. 
ПАМЯТИ КОЛЛЕГИ 
 

16 декабря 2018 года ушел из жизни 
крупный физик-теоретик, член-корреспон-
дент РАН, лауреат Государственной премии 
СССР, член международной академии ас-
тронавтики, Лондонского королевского об-
щества, германской академии «Леопольди-
на», американского оптического общества и 
др. академий и международных научных 
сообществ, лауреат премии М. Борна Борис 
Яковлевич Зельдович, прекрасный ученый, 
замечательный педагог и широкой души 
человек, много сделавший в науке и зало-
живший основы физического образования в 
ЮУрГУ. 

Борис Яковлевич родился 23 апреля 
1944 года в Москве. Его отец – выдающийся физик Яков Борисович Зельдович (1914–1987), три-
жды Герой Социалистического Труда, которого называли самым засекреченным академиком Со-
ветского Союза. Мать – Варвара Павловна Зельдович (Константинова) (1907–1976), родом из се-
мьи Константиновых, многочисленные представители которой внесли достойный вклад в раз-
личные области науки и техники. (Один из её братьев – Борис Павлович Константинов, академик, 
директор Ленинградского физико-технического института (1957–1967 гг.), Герой Социалистиче-
ского Труда). Помимо Бори, в семье уже были две дочери – Ольга (1938) и Марина (1939–2018), 
которые принялись опекать маленького брата. 

Занятость отца не позволяла ему уделять достаточное количество 
времени воспитанию детей, но, по воспоминаниям одной из сестер: «…с Бо-

риской у отца уже было больше терпения и педагоги-
ческого такта. По первоначальным намерениям 
именно для Бори он написал свою “Высшую матема-
тику для начинающих”…». Борис Яковлевич сохранил 
на всю жизнь доверительные отношения с отцом. 

Основная нагрузка по воспитанию детей лежала 
на матери. Атмосфера «добра, тепла и высокого духа, 
лишённого мелочности и меркантильности», царив-
шая в семье – целиком и полностью её заслуга. «Она 
была человеком удивительной тактичности, мягкости и уважения ко всем, 
с кем соприкасалась, включая нас (и в детстве, и во взрослом возрасте), 
зятьёв, внуков». (Из воспоминаний сестры, М.Я. Зельдович). 

Боря был в детстве очень непоседлив, пытлив и инициативен. Как вспоминает известный фи-
зик и друг Бориса Яковлевича, участник описываемых событий И. Лейпунский: «…однажды, 
когдa он с ребятaми проник зa зaбор нa территорию ИХФ, они нaшли там бочку из-под негaше-
ной извести (ее нaзывaли кaрбидом), и Боря пописaл в нее, a потом кинул тудa спичку. Произо-
шел взрыв…». Он же разъясняет «… если кусок кaрбидa попaдет, нaпример, в лужу, то кaрбид не 
взорвется – будет выделяться aцетилен, который горит голубым плaменем. Но бочкa рвaнулa 
из-зa огрaниченного прострaнствa, в котором быстро скопился горючий гaз». Брызги попaли 
Боре в лицо и немного в глaзa, он получил химические ожоги. Его родителей в тот момент не бы-
ло домa. Нa помощь прибежaл А.С. Компaнеец, сын которого был еще одним учaстником опытa. 
Он отвез Борю в больницу, что, нaверное, сохрaнило ему зрение. 

В 1961 году Борис Яковлевич поступил на физический факультет Московского университе-
та, который окончил с отличием в 1966 г. По окончании университета он продолжил обучение в 
аспирантуре Института теоретической и экспериментальной физики АН СССР, где в 1969 г. за-
щитил кандидатскую диссертацию. 



Информация 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 1, pp. 75–78 

76 

В 1969–1970 гг. Б.Я. Зельдович работал в должности инженера в том же институте, откуда 
затем перешел в Физический институт АН СССР, где работал в должности младшего, а 
впоследствии старшего научного сотрудника в течение 1970–1981 гг. 

С 1981 по 1987 год Борис Яковлевич – главный научный сотрудник Института проблем ме-
ханики. Здесь же в 1981 он защитил докторскую диссертацию. 

С 1987 года Борис Яковлевич работает на Урале в основанной им вузовско-академической 
лаборатории нелинейной оптики. Лаборатория является структурным подразделением Института 
электрофизики АН СССР (Екатеринбург) и Южно-Уральского государственного университета. 

К этому моменту он уже вполне сложившийся ученый, широко известный не только в нашей 
стране, но и за рубежом, автор нескольких монографий, лауреат Государственной премии (1983).  

Вместе с Борисом Яковлевичем в том же 1987 году на Урал приехали и его ученики – Алек-
сандр Николаевич Чудинов и Юрий Евгеньевич Капицкий (в ту пору – аспиранты МФТИ). Чуть 
позднее, уже с кандидатской степенью – Виктор Анатольевич Кривощеков (МИФИ), и Олег Пет-
рович Нестеркин (МФТИ). И конечно, здесь следует упомянуть жену Бориса Яковлевича, к тому 
моменту кандидата физико-математических наук, Надежду Борисовну Баранову. В 1988 году 
этот список пополнили молодые кандидаты физико-математических наук Юрий Викторович Му-
хин (МФТИ), Людмила Федоровна Рогачева (МГУ) и Наталия Дмитриевна Кундикова (МГУ).  

В 1987 году Бориса Яковлевича избирают членом-корреспондентом АН СССР. 
Основное направление научных исследований Б.Я. Зельдовича – проблемы нелинейной оп-

тики и волновых процессов. Он автор открытия волнового фронта. Всемирно признаны его рабо-
ты по нелинейному взаимодействию волн в фоторефрактивных кристаллах, спин-орбитальному 
взаимодействию света (это понятие введено им впервые), теоретические исследования взаимо-
влияния поляризации света и процесса его распространения. Им же введено в научный обиход 
понятие полярной асимметрии светового поля и предсказаны новые оптические эффекты в таких 
полях. 

До сих пор спин-орбитальное взаимодействие света является актуальным направлением ис-
следований оптиков во всем мире. Одна из наиболее цитируемых работ Бориса Яковлевича по-
священа именно этой тематике. 

Научные задачи, стоявшие перед вновь созданным научным подразделением, требовали при-
тока молодых инициативных сотрудников. Однако в ЮУрГУ (в ту пору ЧПИ–ЧГТУ) ни физиков, 
ни тем более специалистов-оптиков не готовили. И тогда Борис Яковлевич с коллегами, устроив 
своеобразный «кастинг», в котором могли принять участие студенты любых факультетов вуза, 
организовал специальный поток, где обучал желающих по программам МГУ и физтеха. 

Впоследствии (1988–1989) вуз стал осуществлять набор студентов на энергетический фа-
культет по специальности «Физика и электрофизика высоких напряжений», где готовили попол-
нение для лаборатории нелинейной оптики. 

В 1994 году Бориса Яковлевича пригласили работать в Университет Центральной Флориды в 
Орландо. Однако научные контакты с лабораторией нелинейной оптики на Урале и её сотрудни-
ками не прервались. Как-то Борис Яковлевич признался, что его лучшие научные годы прошли в 
Челябинске. Именно здесь почти все эффекты, которые он предсказывал на бумаге, наблюдались 
и экспериментально. Он собрал вокруг себя выдающихся людей, которые многое сделали в нау-
ке, и даже уйдя из лаборатории и науки, многого добились в жизни. Это тоже особенность Бори-
са Яковлевича – привлекать к себе ярких людей и делиться с ними всем, чем  обладает. 

В 2008 году Б.Я. Зельдович опубликовал статью по механическим колебаниям маятников. 
(Зельдович Б.Я. Импеданс и параметрическое возбуждение осцилляторов, УФН, 2008, Т. 178, 
№ 5, С. 489–510). На первый взгляд рядовая статья, которая может вызвать интерес только у спе-
циалистов, но это не так. Статья затрагивает фундаментальные основы физики, вокруг которых 
точились бесконечные дебаты в XX веке, а именно: проблемы «волнового (характеристического) 
сопротивления (импеданса)» как в электродинамике, так и в классической механике! 

Природа щедро одарила Б.Я. Зельдовича высочайшими гуманитарными и общечеловечески-
ми качествами. Его всегда отличали доброжелательность, интеллигентность, мудрость, тонкое 
чувство юмора, чуткость, заботливое и отзывчивое отношение к окружающим, умение по досто-
инству ценить человека, невзирая на регалии. 



 Борис Яковлевич Зельдович. Памяти коллеги 
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Именно таким навсегда останется Борис Яковлевич в памяти близких ему и глубоко скорбя-
щих друзей и соратников всех тех с кем он работал, взаимодействовал, дружил, кого искренне 
уважал и любил. 

Избранные труды Б.Я. Зельдовича 
Всего Борисом Яковлевичем опубликовано более 300 научных работ, в том числе четыре мо-

нографии. Ниже приведен далеко не полный список его наиболее цитируемых (по версии базы 
данных Scopus) работ, опубликованных в разные годы (последнее число в скобках – количество 
цитирований).  

1. Liberman V.S., Zel'dovich B.Ya. Spin-orbit interaction of a photon in an inhomogeneous me-
dium. Physical Review A, 1992, Vol. 46, Issue 8, pp. 5199–5207. (243) 

2. Baranova N.B., Mamaev A.V., Pilipetsky N.F., Shkunov V.V., Zel'dovich B.Ya. Wave–front dis-
location: topological limitations for adaptive systems with phase conjugation. Journal of the Optical 
Society of America, 1983, Vol. 73, Issue 5, pp. 525–528. (195) 

3. Dooghin A.V., Kundikova N.D., Liberman V.S., Zeldovich B.Ya. Optical Magnus effect. Physi-
cal Review A, 1992, Vol. 45, Issue 11, pp. 8204–8208. (120) 
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