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О СЛАБЫХ РЕШЕНИЯХ НАГРУЖЕННОГО  
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ОДНОРОДНЫМИ  
КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 
 

О.Л. Бозиев1,2 
1 Институт информатики и проблем регионального управления Кабардино-Балкарского науч-
ного центра РАН, г. Нальчик, Российская Федерация 
2 Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова, г. Нальчик, 
Российская Федерация 
E-mail: boziev@yandex.ru 
 

Рассматривается смешанная задача с однородными краевыми усло-
виями для нагруженного волнового уравнения, содержащего интеграл по 
пространственной переменной от натуральной степени модуля решения. 
Вводится определение слабого решения данной задачи, для которого иссле-
дуются вопросы существования и единственности. Для доказательства су-
ществования решения используется метод компактности, который фор-
мально заключается в том, что при доказательстве сходимости приближен-
ного решения, построенного методом Галеркина, существенно используют-
ся вполне непрерывные вложения пространств Соболева. Для использова-
ния метода необходимы априорные оценки решения задачи, которые час-
тично установлены в предыдущих работах автора и в предлагаемой статье. 
Вслед за этим строятся приближенные галеркинские решения. Существо-
вание приближенных решений доказывается с помощью теоремы сущест-
вования для обыкновенных дифференциальных уравнений. После этого 
производится предельный переход, соответствующий устремлению размер-
ности пространства к бесконечности. Здесь возникает основная трудность 
применения метода, связанная с нелинейностью уравнения и состоящая в 
доказательстве компактности семейства приближенных решений. Для этого 
используются теоремы о компактности вложения пространств Соболева за-
данного порядка в пространства Соболева меньшего порядка. Единствен-
ность слабого решения доказывается стандартной процедурой из теории 
линейных и нелинейных гиперболических уравнений. 

Ключевые слова: нагруженные уравнения в частных производных; априор-
ные оценки; слабое решение; существование и единственность. 

 

Введение 
В работе [1] для решения смешанной задачи с однородными краевыми условиями для нагру-

женного гиперболического уравнения, аппроксимирующего дифференциальное уравнение в ча-
стных производных с натуральной степенной нелинейностью, был предложен приближенно-
аналитический метод. Его особенностью является использование априорных оценок решения со-
ответственной начально-краевой задачи для линеаризации обыкновенного дифференциального 
уравнения, ассоциированного с исходным. Решение задачи Коши для последнего используется 
для записи приближенного решения нагруженной задачи. Полученное описанным способом ре-
шение используется для запуска итерационного процесса нахождения «достаточно точного» 
приближенного решения нелинейной задачи с однородными начальными условиями. В [2] метод 
перенесен на случай рациональной степени нелинейности младшего члена в параболическом 
уравнении. 

В данной работе исследуются вопросы существования и единственности слабого (обобщен-
ного) решения задачи, рассмотренной в [1] с однородными граничными условиями. 

В области Q = {(x,t): 0 < x < l, 0 < t < T} рассмотрим нагруженное уравнение c натуральной 
степенью p ≥ 3: 

2 0, 1, 0, [0, ].
p

tt xx tu a u bu u dx a b l
Ω

− + = > > Ω =∫                  (1) 
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Оно может служить для аппроксимации нелинейного уравнения 
2 0,

p
tt xx tu a u b u u− + =  

возникающего в задачах управления, а также моделирующего некоторые нелинейные физические 
процессы. Константы a и b являются параметрами моделируемого процесса. Уравнения различ-
ного типа и порядка с интегральной нагрузкой, аналогичной используемой в (1), представляют и 
самостоятельный интерес, в силу того, что ими моделируются, например, процессы долгосрочно-
го прогнозирования и регулирования уровня грунтовых вод и почвенной влаги, переноса частиц, 
некоторые задачи оптимального управления. 

Требуется найти интегрируемую функцию ( , ),u x t  удовлетворяющую уравнению (1) в облас-

ти Q, а также при 1 2( ), ( ) ( )px x Lϕ ϕ ∈ Ω  условиям: 

1 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ;tu x x u x x x lϕ ϕ= = ≤ ≤          (2) 
(0, ) 0, ( , ) 0, 0 .u t u l t t T= = ≤ ≤           (3) 

1. Априорные оценки 

Всюду 
,

p p

p
v v dxΩ Ω

= ∫  выражает норму функции v(t) в пространстве Lp(Ω), .mt mu u t= ∂ ∂  

Умножая (1) скалярно на ut и применяя стандартные для подобных случаев несложные пре-
образования, легко получить неравенства, выполняющиеся для всех значений t ∈ [0, T] 

2 22 2 2 1
1 12, 2, 2

( )
( ) ( ), ( ), , 0 .t x t x

C t
u a u dx C t u C t u t T

aΩ Ω
Ω

+ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤∫                        (4) 

Далее, в предположении 2( )pu L −∈ Ω  умножим уравнение (1) скалярно на функцию up-1. Эле-

ментарные преобразования и умножение его на sgnpu, приводят к уравнению 

( )
2

2 2 2 2 2
, ,2

1
( 1) ,

2
p p p

t xp p

d b d
u u p u u a u dx

p p dtdt

−
Ω Ω

Ω

+ = − −∫  

после интегрирования которого по t получаем 

( )2 2 22 2 2
, , , ,

0

( 1) ( ,0) ( ,0) .
2 2

t
p p p p p

t xp p p p

d b d b
u u p p u u a u dxdt u x u x

dt dt
−

Ω Ω Ω Ω
Ω

+ = − − + +∫ ∫                             

Рассмотрим отдельно первое слагаемое в правой части. Применяяr к нему неравенство Гёль-
дера, в котором s = q/(q – 1), получаем при q = 1 в силу первого из (4) 

11

2 22 2 2 2 2 2
,

0 0 0

( )

q qt t tssp p
t x t xp

u u a u dxdt u dt u a u dx dt
− −

Ω
Ω Ω

  
 − ≤ − ≤ 

   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

2 22 2 2
12,

0

sup sup .
t

p p
t x p

x x
ess u dx u a u dx dt ess u tC

− −
⋅− Ω

∈Ω ∈ΩΩ Ω

≤ ⋅ + ≤∫ ∫ ∫  

К первому сомножителю применим последовательно неравенство Фридрихса и третье из (4):  
2

22 1
1 12, 2, 2

sup sup .
p

pp
xp

x x

C
ess u K ess u K

a

−
−−

− Ω Ω
∈Ω ∈Ω

 ≤ ≤  
 

 

В итоге оказывается, что 
2 1

2 2 2 2 11 1
1 1 2 2( 2)

0

( ) .
pt p

p
t x p

C KC
u u a u dxdt tC K t

a a

− −
−

−
Ω

 − ≤ = 
 

∫ ∫  

Это позволяет перейти к неравенству 
1

2 211
1, , ,2( 2)

( 1) ,
2 2

p
p p p

p p pp

C Kd b b
u u p p t

dt a
ϕ

−

Ω Ω Ω−+ ≤ − +  

после очередного интегрирования приводящего к соотношению  
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2
22, ,

0

.
2

t
p p

p

b
u u dt KΩ Ω≤ +∫  

Применяя к нему нелинейный аналог неравенства Гронуолла [3, с. 22], видим, что  

2,
,

p

p
u CΩ ≤          (5) 

где при всех t ∈ [0, T] в силу (2) 
1

2212 1
2 2 1 1, ,2( 2)

2

2
, ( 1) .

2 22

p
p p

p pp

C KK b
C K p p t t

bK Т a
ϕ ϕ

−

Ω Ω−= ≥ − + +
+

 

Для получения еще одной оценки необходимо умножить (1) скалярно на 
,

p
tp

u uΩ . Полу-

ченное уравнение после элементарных преобразований примет вид: 

( )2
2 2 2 2 2 2

, , ,
2 .

p p p
t x t t xp p p

d d
u u dx a u dx b u u dx u dx a u dx u

dt dtΩ Ω Ω
Ω Ω Ω Ω Ω

    
 + + = +   

    
    
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Проинтегрируем его на интервале [0, t]: 

( )
( ) ( )( )

2
2 2 2

, ,
0

2 2 2 2 2 2
, ,

0

2

( ,0) ,0 ( ,0) .

t
p p

t x tp p

t
p p

t x t xp p

u u dx a u dx  + b u u dxdt = 

d
= u u a u dxdt u x u x + a u x dx

dt

Ω Ω
Ω Ω Ω

Ω Ω
Ω Ω

 
+ 

 
 

+ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Оба слагаемых правой части ограничены в силу (4) и (5):  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 1, , , ,

0 0

1 1 1 2 1, , ,

( , ) ( ,0)

( ) ;

t t
p p p p

t xp p p p

p p p

p p p

d
u u a u dxdt C d u C u x t u x

dt

C u x C Cϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω
Ω

Ω Ω Ω

+ ≤ ≤ − ≤

≤ + ≤ +

∫ ∫ ∫  

( )( ) ( )
( )

222 2 2 2
1 2, , 2, 2,

2
1 2 1, 2,

( ,0) ,0 ( ,0) ( ) ( ,0)

(0) .

p p
t x xp p

p

p

u x u x + a u x dx x a u x

C

ϕ ϕ

ϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω
Ω

Ω Ω

= + ≤

≤ +

∫
 

Возвращаясь к последнему равенству и опуская в его левой части первое слагаемое, 
убеждаемся, что 

2

3,
0

( );
t

p
tp

u u dxdt C tΩ
Ω

≤∫ ∫                                                           (6) 

( )2
3 1 2 1 2 1 1, 2,
( ) ( ) ( ) (0) .

p

p
C t C t C C t Cϕ ϕΩ Ω= + + +  

2. Существование слабого решения 
Определение. Слабым решением задачи (1)–(3) назовем удовлетворяющую первому усло-

вию (2) функцию 1
0(0, ; ( ))u L T H∞∈ Ω , которая при 2(0, ; ( ))tu L T L∞∈ Ω и всякого 1

0( )w H∈ Ω удовле-
творяет также тождеству 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2,

0

, , , , .
t

p
t x x tp

u w a u w b u u w dt wϕΩ+ + =∫  

Для доказательства существования слабого решения задачи воспользуемся методом Бубно-

ва–Галеркина. Пусть функции ( ),jw x  j = 1, 2, ..., образуют базис пространства 1
0( ).H Ω  Опреде-

лим приближенное решение поставленной задачи как 

1

( ) ( ),
m

j jm
j

u g t w x
=

=∑  

с дважды непрерывно дифференцируемыми функциями gj(t), являющимися решением задачи: 
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( ) ( ) ( )2
,

, , , 0, 1 ;
p

 mt j mx jx m mt jp
u w a u w b u u w = j mΩ+ + ≤ ≤                            (7) 

1 1 1
1

( ,0) ( ) ( ) ( )
m

m m j j
j

u x x w x xϕ ϕ ϕ
=

= = →∑  в 1
0 )H (Ω  при m→ ∞ ;                        (8) 

2 2 2
1

( ,0) ( ) ( ) ( )
m

mt m m j
j

u x x w x xϕ ϕ ϕ
=

= = →∑  в 2( )L Ω  при m→ ∞ .                       (9) 

Задача Коши (8), (9) для системы дифференциальных уравнений (7) может быть записана в 
виде: 

2 0m m m m m mW g bA g a W g′′ ′ ′+ + = , 1 2(0) , (0) ,1 ,j j j jg g j mϕ ϕ′= = ≤ ≤  

где входящие в последнее уравнение матрицы определяются как 

( ),
( , ) , ( , ) , , , .

p
m i j m i j m m i j m jp

W w w W w w A u w w g gΩ
′ ′ ′= = = =  

Так как detWm ≠ 0, то задача (7)–(9) имеет единственное абсолютно непрерывное решение. 
Норма функции um, входящая в (7), определяется следующим образом: 

,
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

p
m m

p p p p
m m j j j jp

j j

u u x t dx g t w x dx g t w x dxΩ
= =Ω Ω Ω

= = =∑ ∑∫ ∫ ∫  

Убедимся в справедливости некоторых вспомогательных утверждений. 
Лемма 1. Пусть функции u и ut удовлетворяют определению слабого решения. Тогда: 

mu u→  сильно в 1
0(0, ; ( ));L T H∞ Ω                                                  (10)  

mt tu u→  сильно в 2(0, ; ( )).L T L∞ Ω                                                  (11) 
Доказательство. Допустим, что каждая из функций um и un является приближенным решени-

ем задачи (7)–(9). Разность уравнений (7), записанных для каждой из них, дает следующее урав-
нение с функцией m nv u u= − : 

( ) ( ) ( )2
, ,

0.
p p

tt j x jx m mt n nt jp p
v ,w + a v ,w +b u u u u ,w =Ω Ω−  

Найдем разность уравнений, полученных умножением последнего на g′j для каждого j и сум-
мированием соответственно от 1 до m и n:  

( ) ( ) ( )2
, ,

, , , 0.
p p

tt t x xt m mt n nt tp p
v v a v v b u u u u vΩ Ω+ + − =  

С помощью элементарных преобразований отсюда легко получить уравнение 

( ) ( )2 2 2 2
, , ,

1
0,

2
p p p

t x n t m n t mtp p p

d
v + a v dx+ b u v dx+ b u u v u dx = 

dt Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

−∫ ∫ ∫  

интегрирование которого по t приводит к следующему: 

( ) ( )2 2 2 2
, ,

0 0

2 2 ;
t t

p p
t x n t m n t mt mnp p

v + a v dx+ b δ v dxdt + b u u v u dxdt = FΩ Ω
Ω Ω Ω

−∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2
2 2 1 1( ,0) ( ,0) .mn t x m n m nF v x + a v x dx + a dxϕ ϕ ϕ ϕ

Ω Ω

′ ′= = − −∫ ∫  

Заметим, что в силу (8) и (9): 
0mnF →  при m, n → ∞.                                                      (12) 

Далее,  перейдем от последнего равенства к неравенству: 

( )2 2 2
, ,

0

2 .
t

p p
t x m n t mt mnp p

v + a v dx b u u v u dx dt FΩ Ω
Ω Ω

≤ − +∫ ∫ ∫                                (13) 

К модулю разности под знаком интеграла в правой части применим установленную в [4] 
оценку, которая в данном случае имеет вид: 
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2
4, ,
( ) .

p p
m n m np p

u u pC t l u u dxΩ Ω
Ω

− ≤ −∫                                         (14) 

Для продолжения (14) воспользуемся неравенством Фридрихса [5]: 
3

22 4
4, ,

( )
( ) .

2 2

p p
m n xp p

pC t l
u u pC t l v dx v dxΩ Ω

Ω Ω

− ≤ ≤∫ ∫  

Оценим второй сомножитель под знаком интеграла в правой части (13): 

2 2 2
1 .t mt t mt t mt tv u dx  v u dx v dx u dx C v dx

Ω Ω Ω Ω Ω

≤ ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Тогда для первого слагаемого в правой части (13) можно записать: 

( )2 2 2 2 2
5 5, ,

0 0 0

2 ,
t t t

p p
m n t mt x t x tp p

b u u v u dx dt C v dx v dxdt C v + a v dxdtΩ Ω
Ω Ω Ω Ω

− ≤ ≤∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3

5 4 1
[0, ] [0, ]

max ( ) max ( ).
2 t T t T

bp l
C C t C t

∈ ∈
=  

Вернемся к (13) и убедимся в выполнении неравенства 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
5

0

.
t

t x t x mnv + a v dx С v + a v dxdt F
Ω Ω

≤ +∫ ∫ ∫  

Лемма Гронуолла [3, с. 9], примененная к последнему, приводит к оценке: 

( ) 52 2 2 ,C t
t x mnv + a v dx F e

Ω

≤∫  

которая с использованием (8), (9) и (12) при m, n → ∞ дает 

( )2 2 2( ) ( ) 0.mt nt mx nxu u + a u u dx
Ω

− − →∫   

Отсюда следует выполнение (10) и (11). Таким образом, лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть последовательность um сходится сильно к функции u в 2( ).L Q  Тогда 

,,

p p
m pp

u u ΩΩ →  сильно в 2( ).L Q                                           (15) 

Доказательство. Сходимость следует из оценки (14). 
Перейдем к доказательству существования слабого решения задачи. 

Теорема 1. Слабое решение задачи (1)–(3) существует при 1
1 0 2 2) ).H ( , L (ϕ ϕ∈ Ω ∈ Ω   

Доказательство. Скалярное произведение (8) с ( )jmg t′ и суммирование по j дает уравнение 

( ) ( ) ( )2
,

, , , 0.
p

mtt mt mx mtx m mt mtp
u u a u u b u u uΩ+ + =  

Так как последовательность um является точным решением задачи (1)–(3) при 

1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ),m mx x x xϕ ϕ ϕ ϕ= = то для нее априорные оценки (4) принимают вид: 

2 21
12, 2 2,

( )
, ( ).mx mt

C t
u u C t

aΩ Ω≤ ≤                                                   (16) 

В силу первого из (16) существует подпоследовательность uµ такая, что 

u uµ →  слабо в ( )( )1
00, ;L T  H∞ Ω .                                                (17) 

Заметим также, что 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
0 0 0 00, ; 0, ;L T  H H T H H Q∞ Ω ⊂ Ω = , 

т.е. um принадлежит и множеству, ограниченному в ( )1
0 .H Q  Используя компактность вложения 

( )1
0H Q  в 2( )L Q , отсюда можно заключить, что  

u uµ →  сильно в 2( )L Q и почти всюду.                                   (18) 
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В свою очередь, в силу второго из (16) следует, что при m→ ∞  функция mtu  принадлежит  

множеству, ограниченному в ( )20 ( )L ,T; L∞ Ω . При этом выполняется включение 

( ) ( ) ( )22 2 20, ; ( ) 0, ; ( ) ,L T L L T L L Q∞ Ω ⊂ Ω =  

позволяющее заключить, что mtu  принадлежит также ограниченному в 2( )L Q  множеству. Следо-

вательно, из последовательности mtu  можно выделить подпоследовательность tuµ , такую, что 

t tu uµ →   слабо в ( )20, ; ( ) .L T  L∞ Ω                                                 (19) 

Умножая теперь (7) на 
,

( )
p

m jp
u g tΩ

′  и рассуждая аналогично предыдущим случаям, прихо-

дим к оценке (6), записанной в виде 
2

3,
0

.
t

p
m mtp

u u dxdt CΩ
Ω

≤∫ ∫  

Она означает, что существует подпоследовательность 
,

p
tp

u uµ µΩ
 такая, что 

,

p
tp

u uµ µ χ
Ω

→  слабо в 2( )L Q .                                                (20) 

Вернемся к (7) и перейдем в нем к пределу при m µ= . Из (17), (19), (20) следует слабая 

сходимость в (0 )L ,T∞ слагаемых левой части уравнения (7): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

, ,
p

x jx x jx t j t j t j jp
u ,w   u ,w u ,w   u ,w u u ,w   χ,wµ µ µ µΩ

→ → → . 

Для того, чтобы функция u являлась слабым решением задачи (1)–(3), необходимо 

выполнение равенства 
,

,
p

tp
χ u uΩ=  справедливость которого следует из следующего 

утверждения. 
Лемма 3 [6, с. 25]. Пусть Q − ограниченная область, µ иν ν  – ограниченные функции из 

( ), 1 ,pL Q p< < ∞  такие, что 
,

,
p Q

Cµν ≤ µν ν→  почти всюду в Q. Тогда µν ν→  слабо в ( ).pL Q  

Для применения леммы необходимо показать, что  

,,
.

p p
µ t tpp
χ u u u u χµ µ ΩΩ

= → =  

Покажем сначала с помощью лемм 1 и 2 сильную сходимость .µχ χ→  В самом деле: 

( ) ( )
( )( ) ( )

2 2

, ,, , , ,
0 0

22

,, ,
0 0

t t
p p p pp p

t t t t t tp pp p p p

t t
p p p

t t t pp p

u u u u dxdt u u u u u u u u dxdt

u u u dxdt u u u dxdt.

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ

Ω ΩΩ Ω Ω Ω
Ω Ω

ΩΩ Ω
Ω Ω

− = − + − ≤

 ≤ − + − 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

В силу (5) первое слагаемое в правой части не превышает величины  

( )2
2

0

0, .
t

t tC u u dxdtµ µ
Ω

− → → ∞∫ ∫  

Во втором слагаемом в силу леммы 2: 

( )2 22 2
3,,

0, .
p p

µpp
u u p C u u dx µµ ΩΩ

Ω

− ≤ − → → ∞∫  

Применяя теперь (14) и (15) убеждаемся, что 

,,

p p
t tpp

u u u uµ µ ΩΩ
→  сильно в 2( )L Q и почти всюду. 

Следовательно  

,,

p p
t tpp

u u u uµ µ ΩΩ
→  слабо в 2( ),L Q  
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откуда следует, что при всех j функции u удовлетворяет уравнению 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2,

0

, , , , ,
t

p
t x x tp

u w a u w b u u w dt wϕΩ+ + =∫  

 а значит, является слабым решением задачи (1) – (3). Убедимся в выполнении первого из 

условий (2). Слабая сходимость ( ,0) ( ,0)u x u xµ →  в ( )1
0H Ω  следует из (17), а из (18) следует 

1( ,0) ( )µu x xϕ→  в ( )1
0 ,H Ω  в силу чего 1( ,0) ( ).u x xϕ=   

 

3. Единственность слабого решения 
Теорема 2. Слабое решение задачи (1)–(3) единственно. 
Доказательство. Воспользуемся процедурой, применяемой в теории линейных и нелиней-

ных гиперболических уравнений [6, с.28]. Предположим, что задача (1)–(3) имеет два решения – 

1u  и 2.u  Записывая для каждого из них уравнение (1), для их разности, где 1 2,v u u= −  получим 
задачу: 

( )2
1 1 2 2, ,

0;
p p

tt xx t tp p
v a v b u u u uΩ Ω− + − =                                         (21) 

( ,0) 0 ( ,0) 0.tv x  = , v x  =                                                      (22) 
Будем искать решение задачи (21), (22) – функцию  

( ) ( )1
0 20, ; ( ) 0, ; ( ) .tv L T H , v L T L∞ ∞∈ Ω ∈ Ω  

Для этого от (21) перейдем к уравнению  

( ) ( )2
1 1 2 2 1 2, , ,

0,
p p p

tt xx t t tp p p
v a v b u u u bu u u   Ω Ω Ω− + − + − =  

умножая которое скалярно на vt получим 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2, , ,

1
0.

2
p p p

t x t t tp p p

d
v + a v dx +b u v dx+b u u v u dx = 

dt Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

−∫ ∫ ∫  

После интегрирования его в границах от 0 до t найдём: 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2, , ,

0 0

2 2 0.
t t

p p p
t x t t tp p p

v a v dx b u v dxdt b u u v u dxdt  Ω Ω Ω
Ω Ω Ω

+ + + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Далее повторяем все рассуждения, использованные при доказательстве леммы 1. После при-
менения леммы Гронуолла в итоге получаем, что 

( )2 2 2 0,t xv a v dx
Ω

+ ≤∫  

то есть  

( ) ( )( )2 22
1 2 1 2 0.t t x xu u a u u dx  

Ω

− + − =∫  

Для того, чтобы показать, что 1 2,u u=  при (0, )s T∈  положим 

( , ) , ,( , )

0, .

s

t

v x d t sw x t

t s

σ σ

− ≤= 
 >

∫  

Пусть, кроме того,  

1
0

( , ) ( , ) ,
t

v x t v x dσ σ= ∫  

откуда следует, что 1 1( , ) ( , ) ( , )w x t v x t v x s= −  при .t s≤  
Рассмотрим скалярное произведение обеих частей (21) с w(x,t):  

( )2
2 2 1 1, ,

( , ) ( , ) , ,
p p

tt xx t tp p
v w a v w b u u u u wΩ Ω− = −  

от которого перейдем к равенству 
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2 2 1
2 11, 1,

( , ) ( , ) ( , ) , .t t t x x
u ud

v w v w a v w b u u w
dt t tΩ Ω

∂ ∂ − + = − ∂ ∂ 
 

Его интегрирование по t с учетом того, что w(x, t) = 0 при t > s, дает  

( )2
2 2 1 1, ,

0 0 0

( , ) ( , ) , ,
s s s

p p
t t x x t tp p

v w dt a v w dt b u u u u w dtΩ Ω− − = −∫ ∫ ∫  

а так как 1, ( ,0) ( , ),tw v w x v x s= = −  то 

( ) ( )2 22
1 2 2 1 12, 2, , ,

0

1
( , ) ( , ) , .

2

s
p p

t tp p
v x s a v x s b u u u u w dtΩ Ω Ω Ω− + = −∫  

Правую часть полученного равенства оценим по модулю, что приводит к неравенству 

( )2 22
1 2 2 1 12, 2, , ,

0

( , ) ( , ) 2 , .
s

p p
t tp p

v x s a v x s b u u u u w dtΩ Ω Ω Ω+ ≤ −∫  

Обратимся к подынтегральному выражению в правой части, для которого имеем 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 1 1 2, , , ,
0

1 2 1 1 1 2 1 1, , , ,
0 0

, sup ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

l
p p p p

t tp p p p

l l
p p p p

p p p p

u u u u w u u v w dx

u u v v x t v x s dx u u v v x t v x s dx

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

− ≤ ≤

≤ + − ≤ + +

∫

∫ ∫
 

Усилим последнее неравенство, оценивая слагаемые в первом сомножителе с помощью (5), а 
ко второму сомножителю применяя неравенства Гельдера и Фридрихса: 

( ) ( )22 21
2 2 1 1 2 1 1 1, , 2, 2, 2,2 2,

( )
, 2 ( , ) ( , ) .

8

p p
t t xp p

lC t
u u u u w C v v x t v x s v a v

aΩ Ω Ω Ω Ω Ω− ≤ + ≤ +  

Отсюда следует, что 

( )2 2 2 22 21
1 12, 2, 2, 2,2

0

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

4

slbC t
v x s a v x s v x s a v x s dt

aΩ Ω Ω Ω+ ≤ +∫  

Неравенство Гронуолла, примененное к последнему, приводит к равенству 
2 22

12, 2,
( , ) ( , ) 0,v x s a v x sΩ Ω+ =  

откуда следует нужный нам результат: 

1 2( , ) ( , ) ( , ) 0,v x s u x s u x s= − =  
а именно – единственность слабого решения исследуемой задачи. 
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ON WEAK SOLUTIONS OF LOADED HYPERBOLIC EQUATION  
WITH HOMOGENEOUS BOUNDARY CONDITIONS 
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A mixed problem with homogeneous boundary conditions is considered for the loaded wave equa-
tion containing an integral over the spatial variable from the natural degree of the solution module. The 
definition of the weak solution of this problem is introduced, for which the questions of existence and 
uniqueness are studied. The compactness method is used to prove the existence of the solution. The idea 
of the method is that when proving the convergence of an approximate solution built by the Galerkin 
method, completely continuous embeddings of Sobolev spaces are essentially used. A priori estimates of 
the solution of the problem are necessary for use this method. Those estimates are partially established 
in the previous works of the author, and partially are established in the proposed article. Following this, 
the approximate Galerkin solutions are built. The existence of approximate solutions is proved by the 
existence theorem for ordinary differential equations. After that, a limit transition is made, as corre-
sponding to the aspiration of the space dimension to infinity. Here comes the main difficulty of applying 
this method. It is related to the nonlinearity of the equation and consists in proving the compactness of 
the family of approximate solutions. For this purpose, theorems on the compactness of embedding Sobo-
lev spaces of a given order in Sobolev spaces of a smaller order are used. The uniqueness of the weak 
solution is proved by a standard procedure from the theory of linear and nonlinear hyperbolic equations. 

Keywords: loaded partial differential equations; a priori estimates; weak solution; existence and 
uniqueness. 
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The article is devoted to the study of the unique solvability of the Baren-
blatt–Zheltov–Kochina equation, equipped with the Neumann boundary condi-
tion and a multipoint initial-final value condition . This equation is degenerate or, 
in other words, it belongs to the Sobolev type equations. To study this equation, 
the authors used the methods of the theory of degenerate operator semigroups, 
created by Prof. G.A. Sviridyuk, and further developed by him and his students. 
We would also like to note that the equation under study is supplied with a mul-
tipoint initial-final value condition, which is not  just a generalization of the 
Cauchy problem for the Sobolev type equations. This condition makes it possible 
to avoid checking the consistency of the initial data when finding a solution. 

Keywords: Barenblatt–Zheltov–Kochina equation; Neumann condition; multi-
point initial-final value condition; unique solvability. 

 
Introduction 

Let A  and F  be Banach spaces; operator  ( ; )L∈L A F  (i.e. linear and continuous), and operator 

( ; )M Cl∈ A F  (i.e. linear, closed and densely defined). Following [1], we introduce into consideration 

L -resolvent set ( ) ( ){ }1   :    ( ; )
L M L Mρ µ µ −= ∈ − ∈ℂ L F A  and L -spectrum ( ) \ ( )L LM Mσ ρ=ℂ  of 

operator M . The following statements are true. 
Theorem 1. [1] Let operator M  be (L, p)-bounded, {0}p∈ ∪ℕ . Then there exist such projectors 

:  P →A A  and Q: →F F , that operators ( ) ker ; ker  (im ; im )L P Q P Q∈ ∩L L  and 

( ) ker ; ker   (im ; im )M Cl P Q Cl P Q∈ ∩ . 

Introduce the following condition 

( )
0

0

( ), , what is more  ( ) , there exists 

a closed contour , bounding a domain ( ),   

such, that  ( ) ,   , , 1,..., ,  .

n
L L L

j j
j

L
j j j

L
j k l

M M n M

D M

D M D D j k l n k l

σ σ σ

γ σ

σ

=

 = ∪ ∈ ≠ ∅

 ⊂ ⊃

 ∩ = ∅ ∩ = ∅ ∀ = ≠

ℕ

ℂ

      (A) 

Theorem 2. [2] Let operator M  be ( , )L p -bounded, {0} ,p∈ ∪ℕ  and condition (A) is fulfilled. 

Then there exist projectors ( )jP ∈L A  and ( ) ,  1,..., ,jQ j n∈ =L F  having the form  

( ) ( )1 11 1
 ,    ,   1,..., .

2 2j jP L M Ld Q L L M d j n
i iγ γ

µ µ µ µ
π π

− −= − = − =∫ ∫  

Moreover, one more statement is true. 
Corollary 1. Let conditions of theorems 1 and 2 are satisfied. Then      ,j j jP P P P P= =  1,..., ,j n=  

    k l l kP P P P= =O , , 1,..., ,   k l n k l= ≠ ;      ,  1,..., ,      j j j k l l kQQ Q Q Q j n Q Q Q Q= = = = =O , , 1,..., ,   .k l n k l= ≠  

Put 

0 0
1 1

, ,
n n

k k
k k

P P P Q Q Q
= =

= − = −∑ ∑  

due to corollary 1 operators ( )0 ,P ∈L A  ( )0Q ∈L F  are projectors. 
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Thus, let condition (A) is fulfilled, fix jτ ∈ℝ  1 ( )j jτ τ +< , vectors ju ∈A  for  0,...,  j n= , and con-

sider multipoint initial-final value condition [2] (see more [3]) 

( )( ) 0,  0,...,j j jP u u j nτ − = = ,          (1)  

for linear Sobolev type equation  
Lu = Mu + f,ɺ                 (2)  

where vector-function  ( ; )f C∞∈ ℝ F  will be defined below. 

A vector-function ( ; )u  C , ∞∈ ℝ A  satisfying equation (2), is called a solution of equation (2). 

Solution ( )u u t= , ,t ∈ℝ  of equation (2), satisfying conditions (1) is called the solution of multipoint 
initial-final value problem (1), (2). 

In this paper we present the results of the Sobolev type equations theory with ( , )L p -bounded op-

erator M  [1] and the unique solvability of problem (1), (2) [2]. Then the abstract results will be applied 
to the study of the solvability of Barenblatt–Zheltov–Kochina equation 

 χ   ,t tu u u fν− ∆ = ∆ +                            (3) 

defined in cylinder mΩ ×ℝ  with boundary conditions 

( ) ( ) ( ),  0 ,  , ,
u

u x t x x t
∂ = ∈∂Ω ×
∂

ℝ
n

                (4) 

and with multipoint initial-final value condition of the form (1). Here mRΩ ⊂  is a bounded domain 

with the boundary of the class C∞ , and ( )x=n n , x∈∂Ω ,  is the unit normal external to domain Ω . 
Thus, the subject of the paper is divided into two parts. In the first part the information on the solvability 
of problem (1), (2) is given, and in the second part problem (1), (3), (4) is considered. 

Note, that the Neumann conditions are a special case of the “flow balance” condition for Sobolev 
type equations considered on a connected oriented graph, that is in the one-dimensional case. This the-
ory is currently being actively developed, the first studies were conducted in [4]. Sobolev type equations 
with Cauchy–Neumann conditions in a bounded domain were studied in [5], but studies for the case of 
replacing the Cauchy condition by a multipoint initial-final value condition for such a problem are con-
sidered here for the first time. 

We also note, that equation (3) models the dynamics of the pressure of a fluid, filtered in a frac-
tured-porous medium [6]. Here χ  is a real parameter characterizing the medium, ν  is the piezo-

conductivity coefficient of the fractured rock, with χ ,∈ℝ  +;v∈ℝ  function ( )f f x=  plays the role of 

an external load. In addition, equation (3) describes the flow of second-order liquids [7], the heat con-
duction process with “two temperatures” [8], the moisture transfer process in the soil [9]. 
 

1. Abstract problem 
Let A  and F  be Banach spaces, operators ( ; )L∈L A F   (i.e. linear and continuous) and 

( ; )M Cl∈ A F  (i.e. linear, closed and densely defined). Suppose, in addition, operator M  is ( , )L σ -
bounded (for terminology and results see [1]), then there exist degenerate analytical groups of resolving 
operators  

( ) ( )1 1
        , 

2 2
t L t t L tU R M e d и F L M e d

i i
µ µ

µ µγ γ
µ µ

π π
= =∫ ∫  

defined on spaces A  and F  respectively, moreover 0  U P≡ , 0  F Q≡  are projectors. Here γ  is a con-

tour, bounding a domain D , containing L -spectrum  ( )L Mσ  of operator M ; ( ) 1
 ( )     LR M L M Lµ µ −= −  

is a right, and ( ) ( ) 1
     LL M L L Mµ µ −= −  is a left L -resolvent of operator M . For degenerate analytical 

group the concepts of kernel .ker ker ker , tU P U= =  for all t ∈ℝ  and image .im im im tU P U= =  for 

all t  ∈ℝ  are correct. Denote by 0 .ker ,U=A  1 .imU=A , and 0 .kerF=A , 1 .im F=F , then 
0 1⊕ =A A A  and 0 1⊕ =F F F . Also denote by kL ( kM ) the restriction of operator L  ( M ) on k

F  

( dom kM ∩A ), 0,1k = . 
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Theorem 3. [1] (Splitting theorem). Let operator M  be ( , )L p -bounded. Then 

(i) operators ( ; )k k
kL ∈L A F , 0k = , 1; 

(ii) operators 0 0
0 ( ; )M Cl∈ A F , 1 1

1 ( ; )M ∈L A F ; 

(iii) there exist operators 1 1 1
1 ( ; )L− ∈L F A  and 1 0 0

0 ( ; )M − ∈L F A . 

Put 1 0
0 0 ( )H M L−= ∈L A , 1 1

1 1 ( )S L M−= ∈L A . It is true 

Corollary 2. [1] Let operator M  be (L,σ) -bounded. Then for all \ Dµ ∈ℂ   

1 1 1 1
0 1

0 1

( ) ( ) .k k k k

k k

L M H M I Q S L Qµ µ µ
∞ ∞

− − − − −

= =
− = − − +∑ ∑  

An operator M  is called ( , )L p -bounded, { }0p∈ ∪ℕ , if pH ≠O , and 1pH + =O . Let condition 

(A) is satisfied. Then takes place: 
Theorem 4. [2] Let operator M  be ( , )L p -bounded, { }0p∈ ∪ℕ , and condition (A) is fulfilled. 

Then 
(i) there exist degenerate analytical groups  

( )1
, 1, .

2
t L t
jU R M e d j n

i
µ

µ
γ

µ
π

= =∫  

(ii) t s s t s+t
j j jU U =U U =U  for all s , t∈ℝ , 1,j n= ; 

(iii) t s s t
k l l kU U =U U = O  for all s , t∈ℝ , k , 1,l n= , k l≠ .  

Put 0
1

n
t t t

k
k

U U U
=

= −∑ , t ∈ℝ . 

Remark 1. Units 0
j jP U≡ , 0,j n= , (constructed by virtue of condition (A)) of degenerate analyti-

cal groups { }:t
jU t ∈ℝ , 0,j n= , are projectors by corollary (1). We call the operators jP , jQ , 0,j n= , 

relatively spectral projectors. 

Consider subspaces 1 imj
jP=A , 1 imj

jQ=F , 0,j n= . By construction  

1 1 1 1

0 0
  and  . 

n n
j j

j j= =
= ⊕ = ⊕A A F F  

Denote by 1 jL  the restriction of operator L  on 1 j
A , 0,j n= , and by 1 jM  denote the restriction of 

operator M  on 1dom jM ∩A , 0,j n= . Since, as it easy to show, that domjP Mϕ ∈ , if domφ M∈ , 

then the domain 1
1dom dom j

jM M= ∩A  is dense in 1 j
A , 0,j n= . 

Theorem 5. [2] (Generalized spectral theorem). Let operators ( ; )L∈L A F  and ( ; )M Cl∈ A F , 

operator M  is ( , )L p -bounded, {0}p∈ ∪ℕ , and condition (A) is fulfilled. Then 

(i) operators 1 1
1 ( ; )j j

jL ∈L A F , 1 1
1 ( ; )j j

jM ∈L A F , 0,j n= ; 

(ii) there exist operators 1 1 1
1 ( ; )j j

jL− ∈L F A , 0,j n= . 

Theorem 6. [2] Let operator M  is ( , )L p -bounded, { }0p∈ ∪ℕ , moreover condition (A) is ful-

filled. Then for all ( ; )f C∞∈ ℝ F , ju ∈A , 0,j n= , there exists the unique solution of problem (1), (2), 

having the form  

1 ( ) 1
0 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) . 
tp n nt jq q t s

j j j j j
q j j

j

u t H M Q f t U u U L Q f s ds
τ

τ

−− − −

= = =
= − − + +∑ ∑ ∑ ∫I         (5) 
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2. Concrete interpretation 
Reduce problem (3), (4) to equation (2). For this we set  

2
2 : 0  on  ,  ,  .m mu

u W W m+ ∂ = ∈ = ∂Ω = ∈ ∂ n
ℕA F  

All functional spaces are defined on the domain Ω . Let us set the operators L χ= − ∆I , M = ν∆ , more-

over L , M ( ; )∈L A F  for all \ {0}χ∈ℝ , ν∈ℝ , and operator L is Fredholm (i.e. ind 0L = ). 

Denote by { }kλ  the set of eigenvalues of homogeneous Neumann problem for the Laplace operator 

∆  in the domain Ω , numbered in the order of non-increasing with allowance for their multiplicity, and 
by the { }kφ  denote the set of orthonormalized (in the sense of the space 2L ) corresponding eigenvec-

tors. Note, that the first eigenvalue of the homogeneous Neumann problem for the Laplace operator in 
domain Ω  is zero, and the corresponding eigenfunction is constant. 

Lemma 1. [5] For all χ , \ {0}ν ∈ℝ  operator M  is ( ,0)L -bounded. 
Note, that  

{ } { }
{ }

1

1

0 ,    if    ,
ker

span : .

k

l l

L
χ λ

ϕ χ λ

−

−

 ∉
 =
 =
 

 

By theorem 1 we construct a projector  

{ }
{ }

1

1

1:(

,    if    ,

, ,    if    ,
)

l

l l l

l l

P

χ

χ λ

ϕ ϕ χ λ
λ

−

−

−

 ∉


=  − 〈⋅ 〉 ∈
 =

∑
I

I
 

where ,〈⋅ ⋅〉  is the scalar product in 2L . Projector Q  has the same form, but it is defined on the space F . 

The relative spectrum ( )L Mσ  of operator M  has the form  

( ) , .
1

L k
k

k

M k
νλσ µ

χλ
 

= = ∈ − 
ℕ  

Choose such the parts ( )L
j Mσ , 0, ,j n=  of the relative spectrum of operator M , that condition (A) 

is satisfied (it is clear that this can done in more then one way). Build the projectors  

:

, ,  0, .
( )

j k k
Lk k j

P j n
Mµ

ϕ ϕ
σ

= 〈⋅ 〉 =
∈
∑  

Take jτ ∈ℝ  ( 1j jτ τ +< ), ju ∈A , 0,j n= , (  ; )f C∞∈ ℝ F  and for problem (3), (4) the multipoint 

initial-final value condition is given 

:

( , ) ( ), 0,  0, . 
( )

j
j k k

Lk k j

u x u x j n
Mµ

τ ϕ ϕ
σ

〈 − 〉 = =
∈
∑                 (6) 

By lemma 1 and theorem 6 it follows 

Theorem 7. Let condition (A) is fulfilled. For all χ ∈ℝ , \ {0}ν∈ℝ , ( )f C ; ,∞∈ ℝ F  ju ∈A , 

0,j n= , equation (3) with conditions (4), (6) has the unique solution  

( ; )u C∞∈ ℝ A , which has the form  

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) , ( ), .
( ) ( )

n n
k j k

j k k k k
L Lj j

jk j k j

tt t s
u t Q f t e u e f s ds

M M

µ µ

µ µ

τ
ϕ ϕ ϕ ϕ

τσ σ= =

− −= − + 〈 〉 + 〈 〉
∈ ∈

∑ ∑ ∑ ∑ ∫I  

In conclusion, the authors consider it their pleasant duty to express their sincere gratitude to Profes-
sor G.А. Sviridyuk for interest in the work and productive discussions. 
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УРАВНЕНИЕ БАРЕНБЛАТТА–ЖЕЛТОВА–КОЧИНОЙ  
С ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ НЕЙМАНА  
И МНОГОТОЧЕЧНЫМ НАЧАЛЬНО-КОНЕЧНЫМ УСЛОВИЕМ 
 
Л.А. Ковалева, Е.А. Солдатова, С.А. Загребина 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: zargebinasa@susu.ru 
 

Посвящена изучению однозначной разрешимости уравнения Баренблатта–Желтова–
Кочиной, снабженного краевым условием Неймана и многоточечным начально-конечным усло-
вием. Отметим, что уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной  моделирует динамику давления 
жидкости, фильтрующейся в тpещинновато-поpистой сpеде. Кpоме того, оно описывает течение 
жидкостей второго порядка, процесс теплопроводности c «двумя темпеpатуpами», пpоцесс вла-
гопеpеноса в почве. Данное уравнение является вырожденным или, другими словами, оно при-
надлежит к уравнениям соболевского типа. Для исследования изучаемого уравнения авторы вос-
пользовались методами теории вырожденных полугрупп операторов, разработанной проф. 
Г.А. Свиридюком, и развитой его учениками. Отметим также, что исследуемое уравнение снаб-
жено многоточечным начально-конечным условием, которое является не просто обобщением за-
дачи Коши для уравнений соболевского типа. Указанное условие дает возможность избегать 
проверки согласования начальных данных при нахождении решения. 

Ключевые слова: уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной; условие Неймана; многото-
чечное начально-конечное условие; однозначная разрешимость. 
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Динамическая система, заданная дифференциальным уравнением на 
многообразии – фазовом пространстве системы, называется грубой, если 
топологическая структура фазового портрета не меняется при переходе к 
близкому уравнению. Понятие грубости возникло из представления, что 
существенные свойства динамической системы, описывающей реальный 
процесс, не должны меняться при малых изменениях параметров системы. 
К настоящему времени получены естественные необходимые и достаточные 
условия грубости динамических систем на замкнутых многообразиях любой 
размерности. Однако если грубость рассматривать в более узких классах  
динамических систем, в частности, в пространстве систем, заданных диф-
ференциальными уравнениями с полиномиальными правыми частями, то 
условия грубости не исследованы даже для малых размерностей фазового 
пространства. В настоящей работе рассматриваются динамические систе-
мы, заданные дифференциальными уравнениями, правые части которых 
являются тригонометрическими полиномами степени, не превосходящей 
натурального числа n. Фазовым пространством таких систем является ок-
ружность. Описаны уравнения, грубые относительно пространства E(n) 
всех таких уравнений. Уравнение является грубым тогда и только тогда, 
когда его правая часть имеет только простые нули, то есть все особые точ-
ки которого – гиперболические. Множество всех грубых уравнений откры-
то и  всюду плотно  в пространстве E(n). В множестве всех негрубых урав-
нений  выделено открытое и всюду плотное подмножество, состоящее из 
уравнений первой степени негрубости. Оно является аналитическим под-
многообразием коразмерности один в E(n) и состоит из уравнений, для ко-
торых все нули правой части простые, за исключением одного двукратного 
нуля. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение на окружности; тригоно-
метрический полином; грубость; бифуркационное многообразие.  

 
Введение 

Понятие грубой динамической системы, задаваемой векторным полем, топологическая 
структура которой не меняется при малых возмущениях поля, было введено А.А. Андроновым и 
Л.С. Понтрягиным в 1937 году и в дальнейшем стало предметом многочисленных исследований. 
Грубые системы важны и как математический объект, и с точки зрения приложений. К настоя-
щему времени получены естественные необходимые и достаточные условия грубости в про-
странстве векторных полей с 1C -топологией на любом замкнутом многообразии [1–2], а также 
показано, что на многообразиях размерности 3≥  грубые системы не типичны [3].  

В отличие от общей ситуации, описание векторных полей (дифференциальных уравнений) на 
окружности, грубых относительно пространства всех векторных полей класса rC  
( { , }r ω∈ ∪ ∞N ), и их бифуркаций – весьма простая задача [4]. Однако в «меньшем» пространстве 
дифференциальных уравнений с правыми частями, являющимися тригонометрическими полино-
мами степени n≤ , эта задача уже нетривиальна. Она будет рассмотрена в настоящей работе.  
 
Формулировка результатов 

На окружности 1 / 2π=S R Z  рассмотрим дифференциальное уравнение 
( )aϕ ϕ= ,                                                                     (1) 

где  

0( ) cos sini j
i ji j na aϕ ϕ ϕ≤ + ≤=                                                       (2) 
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– тригонометрический полином степени n≤  ( n∈N ). Уравнение (1) отождествим с его правой 
частью – функцией a , а также с упорядоченным набором чисел i ja , выписанных в лексикогра-

фическом порядке пар номеров ( , )i j , 0 i j n≤ + ≤ , а  множество  ( )nΕ  таких уравнений с про-

странством ( 1)( 2) / 2n n+ +R .  
Уравнение ( )a n∈Ε  называется грубым относительно множества  ( )nΛ ⊂ Ε , если a∈ Λ  и  

существует такая его окрестность  ( )U a  в Λ , что для любого уравнения ( )a U a∈ɶ  существует 

гомеоморфизм 1 1:a,ah →
ɶ

S S , переводящий  траектории уравнения aɶ  в траектории уравнения a . 

Уравнение ( )a n∈Ε ,  грубое относительно ( )nΕ , будем называть просто  грубым уравнением.   

Пусть  0 0 ( )nΣ = Σ Ε  – множество уравнений ( )a n∈Ε , для которых  функция  ( )a ϕ  либо не 

имеет нулей, либо имеет только простые нули. Обозначим 0
mΣ  ( 0,1,...,m n= ) подмножество в 

0 ( )nΣ Ε , состоящее из уравнений, у правых частей которых 2m  нулей, то есть имеющих 2m  ги-
перболических особых точек. 

Теорема 1. 1) Множество 0 ( )nΣ Ε  открыто и всюду плотно в ( )nΕ . 

2) Уравнение  ( )a n∈Ε  является грубым тогда и только тогда, когда принадлежит 0 ( )nΣ Ε ; 

при этом для любого 0 ( )a n∈Σ Ε  гомеоморфизмы a,ah
ɶ
, фигурирующие в определении грубости, 

можно выбрать так, что  

[0,2 ]
lim max ( ) | 0a,a
a a

| h
ϕ π

ϕ ϕ
→ ∈

− =
ɶ

ɶ

,                                                          (3)  

где :a,ah →
ɶ

R R  – гомеоморфизм, накрывающий  гомеоморфизм a,ah
ɶ
. 

3) Множества 0
mΣ  ( 0,1,...,m n= ) непустые;  они совпадают с классами топологической эк-

вивалентности уравнений из 0 0 0 0
0 1( ) ... nnΣ Ε = Σ ∪ Σ ∪ ∪ Σ .  

Пусть 1 1 ( )nΣ = Σ Ε  – множество уравнений ( )a n∈Ε , для которых все нули функции  ( )a ϕ – 
простые, за исключением одного двукратного нуля. 

Теорема 2. 1) Множество 1 ( )nΣ Ε   открыто и всюду плотно в  0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε  и является 

вложенным аналитическим подмногообразием ( )nΕ  коразмерности один.  

2) Уравнение ( )a n∈Ε  является грубым относительно 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε   тогда и только тогда, 

когда принадлежит 1 ( )nΣ Ε ; при этом для любого 1 ( )a n∈Σ Ε  гомеоморфизмы a,ah
ɶ
, фигурирую-

щие в определении грубости, можно выбрать удовлетворяющими условию  (3). 
 

Доказательство теоремы 1 
Открытость 0 ( )nΣ Ε , грубость уравнения 0 ( )a n∈Σ Ε  и тот факт, что гомеоморфизм a,ah

ɶ
  

можно выбрать удовлетворяющим условию (3), очевидны. 

Докажем плотность 0 ( )nΣ Ε  в ( )nΕ . Пусть уравнение ( )a n∈Ε . Покажем, что в любой его ок-

рестности ( )U a  есть уравнение из 0 ( )nΣ Ε . Без ограничения общности можно считать, что ( )a ϕ  – 

ненулевая функция. Так как ( )a ϕ  – аналитическая функция, то она имеет конечное число нулей 

конечной кратности. Поэтому при достаточно малом 0µ >  уравнение ( )aϕ ϕ µ= +ɺ  принадлежит 
0( ) ( )U a n∩ Σ Ε . 

Докажем, что из грубости уравнения ( )a n∈Ε  следует, что 0 ( )a n∈Σ Ε . Предположим про-

тивное: 0( ) \ ( )a n n∈Ε Σ Ε . Пусть ( )U a  – окрестность, фигурирующая в определении грубости. 

Поскольку в ( )U a  есть уравнение из 0 ( )nΣ Ε , то ( )a ϕ  имеет конечное число нулей, все они име-

ют нечетную кратность, причем хотя бы один из них, для определенности 0ϕ , имеет кратность 

2 1 3m+ ≥ . Тогда 2 1 2 1
0 0( ) ( ) (( ) )m ma l oϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ += − + − , где 0l ≠ . Уравнение :aµ  
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0( ) (sgn )sin( )a lϕ ϕ µ ϕ ϕ= − −ɺ  при достаточно малом 0µ >  принадлежит ( )U a  и имеет больше 

особых точек, чем a . Поскольку гомеоморфизм a,ah
µ

 переводит особые точки уравнения aµ  в 

особые точки уравнения a , то получаем противоречие. Тем самым 0 ( )a n∈Σ Ε .  

Уравнение 1ϕ =ɺ  принадлежит 0
0Σ . Для любого 1,...,m n=  уравнение 0 ( )maϕ ϕ=ɺ , где 

1
0 0

0

( ) sin( )
m

m j
j

a ϕ ϕ ϕ
−

=
= −∏ , 0

j
j

n

πϕ = , принадлежит 0
mΣ .   

Пусть уравнение 0 ( )a n∈Σ Ε  представлено в виде (1)–(2) и ( ) 0a π ≠ . Запишем ( )a ϕ  при 

( , )ϕ π π∈ −  в виде ˆ( ) (tg( /2))a aϕ ϕ= , где 
2 2

2 2
0 0

(1 ) (2 ) 1
ˆ( )

(1 ) (1 )

i j n
k

i j ki j n
i j n k

t t
a t a c t

t t+
≤ + ≤ =

−= =
+ +∑ ∑ . 

Функция ˆ( )a t  имеет не более 2n  нулей. Соответственно, и ( )a ϕ  имеет не более 2n  нулей, 

то есть 0
ma∈Σ  при некотором 0,1,...,m n= . Если 0 ( )a n∈Σ Ε   и ( ) 0a π = , то функция 

( ) ( )a aϕ ϕ ε∗ = +  имеет столько же нулей, что и ( )a ϕ , а при достаточно малом 0ε >   ( ) 0a π∗ ≠ .  

Таким образом, каждое уравнение 0 ( )a n∈Σ Ε  принадлежит одному из множеств  0
mΣ , 

0,1,...,m n= . Очевидно, что 0
mΣ  – классы топологической эквивалентности. 

Теорема 1 доказана. 
 

Доказательство теоремы 2 
Открытость 1 ( )nΣ Ε  в 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε  очевидна.  

Докажем плотность. Пусть уравнение 0 1( ) \ ( ) \ ( )a n n n∈Ε Σ Ε Σ Ε . Покажем, что в любой его 

окрестности ( )U a   есть уравнение из 1 ( )nΣ Ε . Если функция ( )a ϕ  ненулевая, то она имеет нуль 

0ϕ  кратности 2k ≥ .  Если  ( ) 0a ϕ ≡ , то возьмем 0 0ϕ = . Рассмотрим уравнение :aµ ( )aµϕ ϕ=ɺ , 

где  ( ) ( ) ( )a a bµ ϕ ϕ µ ϕ= − , 0( ) 1 cos( )b ϕ ϕ ϕ= − − .  Тогда найдется такое 0δ > , что  при всех  

(0, )µ δ∈  ( )a U aµ ∈ , а 0ϕ  – двукратный нуль функции ( )aµ ϕ . Фиксируем 0 (0, )µ δ∈  и  выберем 

такое  00 min{ , }ε δ µ π< < − , что на дуге  0 0[ , ]ϕ ε ϕ ε− +  нет других нулей  функции ( )aµ ϕ , 

0 0[ , )µ µ µ ε∈ + . Функция  ( ) ( ) / ( )f a bϕ ϕ ϕ=  определена в точках дуги 0 0[ , 2 ]I ϕ ε ϕ ε π= + − + . 

Если ( ) 0a ϕ ≡ , то 
0

1E( ) ( )a n U aµ ∈Σ ∩ . Если ( )a ϕ  – ненулевая функция, то производная 
2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] / ( )f a b a b bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′= −  – непостоянная аналитическая функция на I . Поэтому 

( )f ϕ  имеет конечное число критических точек, а потому и конечное число критических значе-

ний. Следовательно, существует число 1 0 0( , )µ µ µ ε∈ + , не являющееся критическим значением. 

Если 
1
( ) 0aµ ϕ = , то 1( ) ( ) / ( )f a bϕ ϕ ϕ µ= = , а 1( ) [ ( ) ( )] / ( ) 0f a b bϕ ϕ µ ϕ ϕ′ ′ ′= − ≠ , и потому 

1
( ) ( ) 0aµ ϕ′ ≠ . Тем самым все нули функции 

1
( )aµ ϕ  на I   простые, и уравнение 

1

1 ( ) ( )a n U aµ ∈Σ Ε ∩ .  

Докажем, что 1 ( )nΣ Ε  – аналитическое подмногообразие в ( )nΕ , следуя методу из [5]. Пусть 
1

0 ( )a n∈Σ Ε  и 0ϕ  – двукратный нуль 0( )a ϕ . Функция 1ˆ : E( )a n× →S R , определенная равенством  

ˆ( , ) : ( )a a aϕ ϕ= , является аналитической. Так как 0 0ˆ ( , ) 0a aϕ ϕ′ = , 0 0ˆ ( , ) 0a aϕϕ ϕ′′ ≠ , то по теореме о 

неявной функции существуют число 0ε > , окрестность 0( )V a  уравнения 0a  в ( )nΕ   и  аналити-

ческая функция 0 0 0ˆ : ( ) ( , )V aϕ ϕ ε ϕ ε→ − − , такие, что для любых 0 0( , )ϕ ϕ ε ϕ ε∈ − − , 0( )a V a∈ : 

( ) 0a ϕ′′ ≠   и  ˆˆ( ) ( , ) 0 ( )a a a aϕϕ ϕ ϕ ϕ′ ′= = ⇔ = .                                         (4) 
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Определим аналитическую функцию 0: ( )g V a → R , положив ˆ ˆˆ( ) : ( ( ), ) ( ( ))g a a a a a aϕ ϕ= = . 

Пусть : 1h ϕ =ɺ . Тогда 0 :a hτ+ 0( )aϕ ϕ τ= +ɺ , 

0 0 0 0 0 0ˆ( ) ( ) [ ( ( )) ]d d
d d

g a h g a h a a hτ ττ ττ ϕ τ τ= =′ = + = + + = 0 0 0ˆ( ) ( ) 1 1 0d
d

a a hττϕ ϕ τ=′ + + = ≠ . 

Таким образом, 0( ) 0g a′ ≠ . Уменьшив при необходимости окрестность 0( )V a , мы можем 

считать, что 0( )a V a∀ ∈  ( ) 0g a′ ≠  и все нули функции  ( )a ϕ , не принадлежащие интервалу 

0 0( , )ϕ ε ϕ ε− − , простые. Отсюда и из (4) получаем, что  1 1
0( ) ( ) (0)n V a g−Σ Ε ∩ = , и потому  

1 ( )nΣ Ε  – вложенное аналитическое подмногообразие коразмерности один.  

Ясно, что при переходе векторного поля через бифуркационное многообразие 1 ( )nΣ Ε  проис-
ходит седло-узловая бифуркация – две гиперболические особые точки сливаются в одну и исче-
зают. 

Грубость  уравнения 1 ( )a n∈Σ Ε  относительно 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε  и тот факт, что гомеоморфизм 

a,ah
ɶ
 можно выбрать удовлетворяющим условию (3), очевидны.  

Покажем, что из грубости уравнения a  относительно 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε  следует его принадлеж-

ность к 1 ( )nΣ Ε . Пусть ( )U a  – окрестность, фигурирующая в определении грубости. Поскольку в 

( )U a   есть уравнение из 1 ( )nΣ Ε , то ( )a ϕ  имеет конечное число нулей, один из них, для опреде-

ленности 0ϕ , имеет четную кратность: 2 2
0 0( ) ( ) (( ) )m ma l oϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + − , где 0l ≠ ,  а остальные 

имеют нечетною кратность. При 1n =  отсюда следует, что 1 ( )a n∈Σ Ε . Пусть 2n ≥  и 
0 1( ) \ ( ) \ ( )a n n n∈Ε Σ Ε Σ Ε . Возможны только следующие случаи: а) 2m≥  или б)  1m=  и  ( )a ϕ  

имеет нуль  1ϕ  нечетной кратности  2 1 3k + ≥ .  Рассмотрим уравнение :aµ ( )aµϕ ϕ=ɺ ,  где в слу-

чае а): 

0( ) ( ) (sgn )(1 cos( ))a a lµ ϕ ϕ µ ϕ ϕ= − − − , 

а в случае б): 

1 0 1( ) ( ) (sgn )(1 cos( ))(1 cos( ))a a lµ ϕ ϕ µ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − − − − , 2 1 2 1
1 1( ) /k kl a ϕ ϕ+ += ∂ ∂ . 

При достаточно малом 0µ >  0ϕ  – двукратный нуль функции ( )aµ ϕ , ( )a U aµ ∈  и ( )aµ ϕ  

имеет больше нулей чем ( )a ϕ . Но это противоречит существованию гомеоморфизма a,ah
µ

. Из 

полученного противоречия следует, что уравнение a , грубое относительно 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε , при-

надлежит 1 ( )nΣ Ε . 
Теорема 2 доказана. 

 

Заключение 
В работе описано множество 0 ( )nΣ Ε  дифференциальных уравнений на окружности 

1 / 2π=S R Z , с правыми частями, являющимися тригонометрическими многочленами степени, не 
превосходящей заданного числа n , грубые относительно пространства ( )nΕ всех таких систем. 
Показано, что грубые уравнения типичны в ( )nΕ . Установлено, что в бифуркационном множест-

ве 0( ) \ ( )n nΕ Σ Ε  всюду плотно аналитическое бифуркационное подмногообразие коразмерности  
один. 
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ON STRUCTURAL STABILITY AND BIFURCATIONS OF  
POLYNOMIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS ON THE CIRCLE 
 
V.Sh. Roitenberg 
Yaroslavl State Technical University, Yaroslavl, Russian Federation 
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A dynamical system defined by a differential equation on a manifold, the phase space of a system, 
is called structurally stable if the topological structure of the phase portrait does not change when pass-
ing to a close equation. The concept of structural stability emerged from the idea that the essential prop-
erties of a dynamical system describing a real process should not change with small changes in the pa-
rameters of the system. By now, natural necessary and sufficient conditions for structural stability of 
dynamical systems on closed manifolds of any dimension have been obtained. However, if we consider 
structural stability in narrower classes of dynamical systems, in particular, in the space of systems de-
fined by differential equations with polynomial right-hand sides, the conditions of structural stability 
have not been studied even for small dimensions of the phase space. This paper considers the dynamic 
systems given by the differential equations, the right-hand parts of which are trigonometric polynomials 
of the degree not exceeding the number n. The phase space of such systems is a circle. We describe 
equations that are structurally stable with respect to the space E(n) of all such equations. An equation is 
structurally stable if and only if its right-hand side has only simple zeros, that is, all singular points of 
which are hyperbolic. The set of all structurally stable equations is open and is dense everywhere in the 
space E(n). In the set of all non-structurally-stable equations, an open, everywhere-dense subset consist-
ing of equations that are first order structurally unstable is distinguished. It is an analytic submanifold of 
codimension one in E(n) and consists of equations for which all the zeros of the right-hand side are sim-
ple, except for one double zero. 

Keywords: differential equation on the circle; trigonometric polynomial; structural stability; bifur-
cation manifold. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ МОДЕЛЬНОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭКРАНИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
 
А.Л. Ушаков 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: ushakoval@susu.ru 
 

Экранированное уравнение рассматривается на прямоугольной облас-
ти со смешанными краевыми условиями. При численном решении этой за-
дачи предлагается использовать итерационную факторизацию после фик-
тивного продолжения дискретной задачи аппроксимирующей решаемую 
задачу. В итоге решение основывается на решении  систем линейных алгеб-
раических уравнений с матрицами треугольного вида, в которых ненуле-
вых элементов не боле трех в каждой строке. При достаточно малой по-
грешности аппроксимации рассматриваемой задачи требуемая относитель-
ная погрешность предлагаемого итерационного процесса достигается за ко-
личество итераций, независящее от параметров дискретизации.  Итераци-
онный процесс оказывается методом, дающим оптимальную асимптотику 
по количеству операций в арифметических действиях. Разработанный ите-
рационный процесс основывается на характерных особенностях указанной 
модельной задачи. Эта задача может быть получена в методах фиктивных 
компонент, пространств, когда решают краевые задачи для эллиптических 
уравнений в областях сложной формы. Приводится алгоритм реализации 
итерационного метода с выбором итерационных параметров в автоматиче-
ском режиме, с применением метода минимальных невязок, поправок. Это 
дает критерий для  остановки итерационного процесса при получении ука-
занной предварительно относительной погрешности. Приведен простейший 
тестовый пример для вычислительных экспериментов, подтверждающих 
асимптотическую оптимальность для итерационного метода в количестве 
вычислительных затрат. Реализация метода существенно основывается на 
использовании комплексного анализа.  

Ключевые слова: экранированное уравнение Пуассона; итерационные фак-
торизации; фиктивное продолжение. 

 
Введение 

Рассматривается экранированное уравнение Пуассона, в частности, уравнение Пуассона в 
области прямоугольной формы с однородным условием Дирихле на двух смежных сторонах 
прямоугольника и однородным условием Неймана на двух других смежных сторонах этого пря-
моугольника. Для дискретного аналога этой решаемой модельной задачи, системы алгебраиче-
ских и линейных уравнений указывается переобуславливатель с факторизацией попеременно тре-
угольного типа. При вычислениях на ЭВМ в предлагаемом итерационном процессе выбор итера-
ционных параметров производится с помощью методов минимальных невязок, поправок и 
скорейшего спуска [1]. Решаемая краевая задача получается, когда на ЭВМ моделируются пере-
мещения мембран на упругих основаниях не обязательно прямоугольной формы. Предлагаемый 
метод имеет аналогии с методами типа фиктивных компонент, пространств, но использует ком-
плексный анализ. 
 
Непрерывная задача 

Рассматривается смешанная краевая задача для экранированного уравнения Пуассона в ва-
риационной постановке на прямоугольной области: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1: ( , ) ( ) ,u W u v g v v W g W′∈ Α = ∀ ∈ ∈
⌣ ⌣ ⌣⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

,       (1) 
где 

{ }
1

1
1 1 1 2( ) ( ) : 0W W v W vΓ= Ω = ∈ Ω =
⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

– пространство Соболева из функций  на области прямоугольного вида 
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1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  с { } { } { } { }1 1 2 1 2 2 2 1(0; ) (0; ) , 0 (0; ) (0; ) 0 ,b b b b b bΓ = × × Γ = × ×∪ ∪  

а 

1 1 1 1 1 1 1 1( , ) ( , 0x x y yu v u v u v u v dκ κ
Ω

Α = + + Ω ≥∫
⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣ ⌣

 

есть билинейная форма, при заданных константах 1 2, 0, 0.b b κ> ≥  Решение этой задачи сущест-
вует и единственно [2, 3]. 

Если 

( )1 1 1 1 ,g v f v d
Ω

= Ω∫
⌣⌣ ⌣

  

когда 1f
⌣

 является  заданной функцией, суммируемой с квадратом, задача (1) записывается в виде 

1 1,u f∆ =
⌣⌣

 
11 0,u Γ =⌣

 
2

1 0,
u

n Γ
∂ =
∂

⌣

�           (2) 

где n
�

 – внешняя нормаль на границе области ∂Ω . 
 
Дискретная задача с продолжением 

Рассматривается линейная алгебраическая система уравнений, получающаяся при аппрокси-
мации (1), (2), если использовать метод сумматорных тождеств 

1
Nu ∈ℝ : 1 1u fΑ = , 1

Nf ∈ℝ .                         (3) 
При этом используются векторы следующего вида: 

1
Nv ∈ℝ : 1 1,1 1,( ,..., )Nv v v ′= , N m n= ⋅ , m , n ∈ℕ ,  

а компоненты этих векторов таковы, что 

1, ( 1) 1, ,n i j i jv v− + = , 1,...,i m= , 1,...,j n= ,  

здесь 1, ,i jv  – есть значения функций дискретных аргументов в следующих узлах сетки: 

( )1 2( , ) ( 0,5) ,( 0,5)i jx y i h j h= − − ,  

и шаги сетки берутся следующие 

1 1 /( 0,5),h b n= +  2 2 /( 0,5)h b n= + , 

сетка состоит из узлов выбранных ранее, тогда матрица Λ  размерности N N×  определяется сле-
дующим образом: 

2
1 1 1, 1, 1, , 1, 1, 1, , 1

1 1

, (( )( )
m n

i j i j i j i j
i j

u v u u v v h−+ +
= =

Α = − − +∑∑  

2
1, , 1 1, , 1, , 1 1, , 2 1, , 1, , 1 2( )( ) ) ,i j i j i j i j i j i ju u v v h u v h hκ−

+ ++ − − +  

1, , 1 1, , 1 0, 1,..., ,i n i nu v i m+ += = =   1, 1, 1, 1, 0, 1,..., .m j m ju v j n+ += = =  

Здесь ,〈⋅ ⋅〉  – это скалярное произведение задаваемое формулой 

1 1 1, 1, 1 2
1

,
N

k k
k

u v u v h h
=

=∑  1 1, .Nu v∀ ∈ℝ  

Если функция 1f  непрерывна на области Ω , то можно положить, что 

1, , ( , ),i j i jf f x y=  1,..., ,i m=  1,..., .j n=  

Решение задачи (3) будет существовать и являться единственным, т.к. 0.Α >  
Строим продолжение задачи (3): 

2Nu∈� ℝ : Du f=
��

, 2Nf ∈
�
ℝ , 2 0f =

� �
,              (4) 

когда  векторы имеют следующую форму: 
2Nv ∈� ℝ : 1 2( , )v v v′ ′ ′=� , 

а  матрица D  размерности 2 2N N×  блочная и верхняя треугольная такая, что: 

11D = Α , 12 0D = , 21D θ= , 22D A= , 
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и 
0

,D
Aθ

Α 
=  
 

 

при этом матрицы 

x y y xθ ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ , x x y yA ′ ′= ∇ ∇ + ∇ ∇ , 

а матрицы ,x y∇ ∇  с размерности N N×  определяются следующим образом: 

1
1 1 1, 1, 1, , 1 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

x i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, 1, 1, 1, 0,m j m ju v+ += =  1,..., ;j n=  

1
1 1 1, , 1 1, , 2 1, , 1 2

1 1

, ( ( ) ) ,
m n

y i j i j i j
i j

u v u u h v h h−
+

= =
∇ = − −∑∑  1, , 1 1, , 1 0,i n i nu v+ += =  1,..., .i m=  

Задаются подпространства векторов из пространства 2N
ℝ : 

{ }1 1 2 1 2( , ) : 0 ,W v v v v Avθ′ ′ ′= = + =
� �

 { }2 1 2 1( , ) : 0 .W v v v v′ ′ ′= = =
� �

 

Лемма 1. Решение задачи (4) 1u W∈
��

 будет существовать и являться единственным, а 1u  
будет решением задачи (3). 
 
Метод итерационных факторизаций при фиктивном продолжении 

Дополнительно определяется блочная матрица C  размерности 2 2N N× , когда 

11 22C C A= = , 12C θ= − , 21 ,C θ=  
тогда 

.
A

C
A

θ
θ

− 
=  
 

 

Чтобы решать задачу (4), предлагается итерационный процесс: 
2k Nu ∈� ℝ : 1 1( ) ( )k k k

kC u u Du fτ− −− = − −
�� � �

, k ∈ℕ , 0kτ > , 0
1u W∀ ∈
��

.                      (5) 
В итерационном процессе (5) на каждом шаге получается задача с факторизованным опера-

тором такого вида: 
NU ∈ℂ : LL U F∗ = , NF ∈ℂ , 

которая расщепляется на простые задачи 

а) NQ∈ℂ , LQ F= , NP∈ℂ ; 

б) NU ∈ℂ , L U Q∗ = , NQ∈ℂ , 
здесь матрицы 

ix yL ′ ′= ∇ − ∇ , ix yL L∗ ′= = ∇ + ∇ , ( i )( i ) ix y x yLL A θ∗ ′ ′= ∇ − ∇ ∇ + ∇ = + , 

поэтому 

1 2 1 2( i )( i ) iA u u f fθ+ + = +  
или 

1 2

1 2 2

,

,

Au u f

u Au f

θ
θ
 − =
 + =

 1 2

1 2

i ;

i ,

u u U

f f F

+ =
+ =

 

тогда на каждом шаге процесса (5) возникает следующая задача: 

Cu f=
��

, 1 2( , )u u u′ ′ ′=� , 1 2( , )f f f′ ′ ′=
�

. 
Лемма 2. В итерационном процессе (5) выполняется 

1 1
1 2 1 2 1(1 )( ), ,k k k k k

kA A Wθψ ψ τ θψ ψ ψ− −+ = − + ∈
��

 

где { }, 0k ku u kψ = − ∀ ∈� � �
ℕ ∪  – обозначение ошибки. 

Лемма 3. В итерационном процессе (5) выполняется 

1 1 2 2 1, , , , ,C A A Wψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ∈
�� � �
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где рассматривается скалярное произведение векторов следующего вида: 

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2, ( , ) , , ( , ) ( , )u v u v h h u v u v u v h h u v h h= = + = + =� � � �
  

2

1, 1, 1 2 2, 2, 1 2 1 2
1 1 1

,
N N N

k k k k k k
k k k

u v h h u v h h u v h h
= = =

= + =∑ ∑ ∑ 2, .Nu v∀ ∈� �
ℝ  

Доказательство. Учитывая, что 

1 2 0, ,Aθψ ψ θ θ′+ = = −  
получается 

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2, , , , , , , .C A A A Aψ ψ ψ ψ θψ ψ ψ ψ ψ θψ ψ ψ ψ ψ= − = + = +� �
 

Лемма 4. Имеют место неравенства: 

1. 2 2 1 1 1(0; 1) : , , , ;A A Wα ψ ψ ψ ψ ψ∃ ∈ ≤ ∀ ∈
��

 

2. 1 1 1(1; ) : , , , .A C Wγ ψ ψ γ ψ ψ ψ∃ ∈ + ∞ ≤ ∀ ∈
�� � �

 

Доказательство. По лемме 3 второе неравенство равносильно 

1 1 1 1 2 2, , ,A A Aψ ψ γ ψ ψ γ ψ ψ≤ −  

и равносильно первому неравенству при 1 11 , (1 ) .α γ γ α− −= − = −  
Второе неравенство имеет место, т.к. матрицы 0, 0.A C> >  Последнее неравенство имеет 

место, т.к. 
2 2

1 2 1 2( , ) ( ) ( ) 0 0x y y xCψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= ∇ −∇ + ∇ +∇ > ∀ ≠
�� � �

 

и 

1 2( )( ) 0 0.x yi iψ ψ ψ∇ + ∇ + ≠ ∀ ≠
��

 

Также можно отметить, что для 1Wψ∀ ∈
��

 
1

0 (0; )λ−∃ ∈ +∞ : 1 1
2 2 1 1 0 1 10 , , , 0A Aψ ψ θψ θψ λ θψ θψ− −≤ = ≤ → , 

при 1 2, 0h h → , т.е. 

2 2 2, 0, 0,Aψ ψ ψ→ →  

т.к. 

( )1 1 0,x y y xθψ ψ′ ′= ∇ ∇ − ∇ ∇ →  

при 1 2, 0h h →  1Wψ∀ ∈
��

, 

по формуле Тейлора для дискретных аналогов достаточно дифференцируемых функций. 
Лемма 5. Имеют место следующие неравенства: 

2 2 1 1 1

1
, (1 ) , , , .A A C W

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ ψ
α
− ≤ − ≤ ∀ ∈∈

�� � �
 

Доказательство. Используется, что 

2 2 1 1, ,A Aψ ψ α ψ ψ≤ , 1,Wψ∀ ∈
��

 

тогда получается: 

2 2 1 1 1 1 1 1

1
, (1 ) , , ,A A A A

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ α ψ ψ
α
− ≤ − = − ≤  

1 1 2 2, , ,A A Cψ ψ ψ ψ ψ ψ≤ − = � �
, 1Wψ∀ ∈

��
. 

Лемма 6. Имеют место неравенства 

(1; )γ∃ ∈ +∞ : , , ,C D Сψ ψ ψ ψ γδ ψ ψ≤ ≤� � � � � �
 1Wψ∀ ∈

��
. 

Доказательство. Замечается, что 

1 1 1 1

1 1
, , (1 ) , ,D A C

α αψ ψ ψ ψ α ψ ψ ψ ψ
δ δ
− −≤ Α ≤ − ≤ =� � � �
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1 1 2 2 1 1, , , ,A A Dψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ≤ Α = � �
 1.Wψ∀ ∈

��
 

При этом использовалось, что 
1 1

0, 1 , (1 ) .A Aδ δ κλ γ α− −≤ Α ≤ = + = −  

Лемма 7. Если в итерационном процессе (5) выбирать 
2 (1 ) ,kτ τ δγ= = +  

то 
2 1 1, ,k k k kC q Сψ ψ ψ ψ− −≤� � � �

, ,k ∈ℕ  

где 
( 1) ( 1).q δγ δγ= − +  

Доказательство. Из итерационного процесса (5) следует 
1 1( )k k kC Dψ ψ τ ψ− −− = −� � �

, 1k kTψ ψ −=� �
, 1T E C Dτ −= − , 0T T′= > . 

Здесь 2 2N NE E ×=  – единичная матрица. В данном случае получается, что 

1

1 1 1 1,
, , sup ,

,
k k k k k k

W

CT T
C СT T C

Cψ

ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − −

∈
= ≤ =

�

� �
� � � � � �

� �  

1 1

2 2

1 1 1 1, ( ) ,
sup , sup ,

, ,
k k k k

W W

CT C DT
C C

C Cψ ψ ψ

ψ ψ τ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ
− − − −

∈ ∈ ∈

   −
= = =      

   
� �

� � � �
� � � �

� � � �  

{ }
1

2

2 21 1 1 1 2 1 1,
sup 1 , max 1 1 , ,

,
k k k k k k

W

D
C C q C

Cψ ψ

ψ ψ
τ ψ ψ τ τγδ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ
− − − − − −

∈ ∈

 
= − = − − =  

 
�

� �
� � � � � �

� � . 

Теорема 1. Если в итерационном процессе (5) выбирать 
2 (1 ) ,kτ τ δγ= = +  

то 
0

1 1 1 1
ku u u uε

Α Α
− ≤ − , 

где 

, ( 1) ( 1) ,kq qε γδ γδ δγ≤ = − +  

а 

1 1 1 1, .Nv v v vΑ = Α ∀ ∈ℝ  

Доказательство. Из доказательства леммы 6 видно, что выполняются неравенства, из кото-
рых следует доказательство 

1 1 1 1

1
, (1 ) , ,A C

α ψ ψ α ψ ψ ψ ψ
δ
− Α ≤ − =� �

  

1 1 2 2 1 1 1, , , , .A A Wψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ− ≤ Α ∀ ∈
��

 

Теорема 2. Для итерационного процесса (5) в оценке относительной ошибки 
0

1 1 1 1
ku u u uε

Α Α
− ≤ − , 

если kτ , k ∈ℕ  выбирать на основе метода минимальных поправок, скорейшего спуска, то полу-
чается, что 

, (0; ), (0; 1)kc cε ρ ρ≤ ∈ + ∞ ∈ . 

Вывод. Учитывая вид матриц ,L L∗ , можно заметить, что задача (3) при N  неизвестных с 

помощью процесса (5) решается с относительной погрешностью ε , за 1( ln )O N ε −  арифметиче-
ских операций, а итерационный процесс при реализации является асимптотически оптимальным 
алгоритмом [4].  
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Алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного уравнения  
Пуассона с минимальными поправками 

Итерационным процессом (5) решается дискретная задача (3): 

1 1u fΑ = . 
При выборе итерационных параметров применяется метод минимальных поправок. Тогда 

для решаемой задачи в итерационном процессе применяется следующий алгоритм вычислений, 

где k ku uψ = − −� � �
ошибка: 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 1 1
1 1 1 2: , 0, .k k k kr r u f r k− − − −= Α − = ∈�

ℕ  
3. Ищется поправка: 

1 2k Nw − ∈�
ℝ : 1 1, .k kCw r k− −= ∈� �

ℕ  
4. Определяется квадрат нормы ошибки: 

1

21 1 1 1 1
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w r w kψ −

− − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), .k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
6. Вычисляется дополнительно вектор эквивалентной невязки: 

1 1 1 1
1 1 2: , 0, .k k k kw kη η η− − − −= Α = ∈�

ℕ  
7. Находится дополнительно вектор эквивалентной поправки: 

1 2k Nξ − ∈
�

ℝ : 1 1, .k kC kξ η− −= ∈
� �

ℕ  
8. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
, .

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� �  

9. Вычисляется новое приближение: 
1 1, .k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ  

В условии из пункта 5, являющимся условием остановки процесса (0; 1)Ε∈  есть заранее вы-
бираемая относительная погрешность. 
 
Алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного уравнения  
Пуассона со скорейшим спуском 

При выборе итерационных параметров можно применить метод скорейшего спуска, исполь-
зуя критерий остановки итерационного процесса из метода минимальных поправок, когда реша-
ется прежняя задача 

1 1u fΑ =  
итерационным процессом (5). Если при выборе итерационных параметров применяется метод 
скорейшего спуска, тогда для решаемой задачи в итерационном процессе предлагается алгоритм 

вычислений, если k ku uψ = − −� � �
ошибка: 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 1 1
1 1 1 2: , 0, .k k k kr r u f r k− − − −= Α − = ∈�

ℕ  
3. Ищется поправка: 

1 2k Nw − ∈�
ℝ : 1 1, .k kCw r k− −= ∈� �

ℕ  
4. Определяется квадрат нормы ошибки: 
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1

21 1 1 1 1
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w r w kψ −

− − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), .k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
6. Вычисляется дополнительно вектор эквивалентной невязки: 

1 1 1 1
1 1 2: , 0, .k k k kw kη η η− − − −= Α = ∈�

ℕ  
7. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
, .

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

r w r w r w
k

Dw w w w
τ

η η

− − − − − −

− − − − − −
= = = ∈
� � � �

ℕ�� � �  

8. Вычисляется новое приближение: 
1 1, .k k k

ku u w kτ− −= − ∈� � �
ℕ  

Также в условии из пункта 5, являющимся условием остановки процесса (0; 1)Ε∈  есть зара-
нее выбираемая относительная погрешность. 
 
Программируемый алгоритм численного решения модельной задачи для экранированного 
уравнения Пуассона с минимальными поправками  

Решается задача: 

1 1u fΑ = , 
которая может записываться в виде: 

2 2
1 1h u h fΑ = , 

если  

1 1 2 2 1 2 1 2( 0,5), ( 0,5), 1,..., , 1,..., , , , ,h b m h b n i m j n m n b b h h h= + = + = = = = = =  
итерационным процессом (5). При выборе итерационных параметров применяется метод мини-
мальных поправок. Тогда для решаемой задачи в итерационном процессе программируется при-
веденный ранее алгоритм вычислений. Решаемая задач получается из разностной схемы, которая 
записывается в следующем виде: 

2 2
1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,4 ,i j i j i j i j i j i j i ju u u u u h u h fκ− + − +− − − − + =  1,..., , 1,..., ,i m j n= =  

где 

1, 1, 1,0, 1,1,0, , 1,..., ;m j j ju u u j n+ = = =  

1, , 1 1, ,0 1, ,10, , 1,...,i n i iu u u i m+ = = = . 

1. Выбирается начальное приближение: 
0

10u W= ∈
� ��

. 

При программировании элементы массива 0
1, ,i ju , 0,..., 1i j n= + . Полагается, что 0

1, , 0,i ju =  

, 1,...,i j n= . 
2. Вычисляется невязка: 

1 1 2 1 2 1
1 1 1 2: , 0,k k k kr r h u h f r k− − − −= − = ∈�

ℕ . 
При программировании полагается, что  

1, , 1 1, ,0 1, ,1

1 1 10, , 1,..., ;
i n i i

k k ku u u i n
+

− − −= = =  

1, 1, 1,0, 1,1,

1 1 10, , 1,..., .
n j j j

k k ku u u j n
+

− − −= = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jr −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, , 1, ,4 , , 1,...,k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i jr u u u u u h u h f i j nκ− − − − − − − −
− + − += − − − − + − = .  

3. Ищется поправка: 
1 2k Nw − ∈�
ℝ : 2 1 1,k kh Cw r k− −= ∈� �

ℕ , 
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что равносильно последовательному решению двух систем линейных алгебраических уравнений 
с треугольными матрицами: 

а) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ R− −= , б) 1k NW − ∈ℂ : 1 1k khL W Q∗ − −= . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ r Q Q− − − −
− − = + + + + −  , 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 
1

,
k

i jW − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n jW W i j n− −

+ += = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jW Q W W− − − −
+ + = − + − + +  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
4. Определяется квадрат нормы ошибки 

1

21 1 1 2 1 1 2
1 1 1, , , .k k k k k

k D C D
r w h r w h kψ −

− − − − − − −
− ′

Ε = = = ∈� � �
ℕ  

При программировании 1
1, ,
k
i jw −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . При вычислениях элементов 

этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., 1.k k
i j i jw W i j n− −= = +  

и  

1 1
1 1, , 1, ,

1 1

( ),
n n

k k
k i j i j

i j

r w k− −
−

= =
Ε = ∈∑ ∑ ℕ . 

5. Ставится условие остановки итераций: 
2

1 0 , (0; 1), ,k k−Ε Ε < Ε Ε∈ ∈ℕ  
где Ε − задаваемая величина. 

6. Дополнительно вычисляется вектор: 
1 1 2 1 1

1 1 2: , 0,k k k kh w kη η η− − − −= Α = ∈�
ℕ . 

При программировании полагается, что  

1, ,0 1, ,1 1,0, 1,1,

1 1 1 1, 1,..., , , 1,..., .
i i j j

k k k kw w i n w w j n− − − −= = = =  

При программировании 1
1, ,
k
i jη − – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . Элементы этого массива 

вычисляются по формуле: 

 1 1 1 1 1 1 2 1
1, , 1, , 1, 1, 1, 1, 1, , 1 1, , 1 1, ,4 , , 1,...,k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i jw w w w w h w i j nη κ− − − − − − −
− + − += − − − − + = . 

7. Дополнительно находится вектор: 
1 2k Nξ − ∈

�
ℝ : 2 1 1, ,k kh C kξ η− −= ∈

� �
ℕ  

что равносильно последовательному решению двух систем линейных алгебраических уравнений 
с треугольными матрицами: 

а) 1k NQ − ∈ℂ : 1 1k khLQ H− −= , б) 1k N−Ξ ∈ℂ : 1 1k khL Q∗ − −Ξ = . 
При программировании решения системы из а) будут в массиве с элементами 
1

,
k
i jQ − , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 

1 1
,0 0, 0, , 1,...,k k

i jQ Q i j n− −= = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ Q Qη− − − −
− − = + + + + −  , 



Ушаков А.Л. Асимптотически оптимальное решение модельной задачи 
 для экранированного уравнения Пуассона 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2019, том 11, № 2, С. 25–35 

33 

когда индексы принимают последовательно значения  , 1,..., .i j n=  
При программировании решения системы из б) будут в массиве с элементами 

1
,

k
i j

−Ξ , 0,..., 1i j n= + . При вычислении элементов этого массива сначала полагается 
1 1

, 1 1, 0, , 1,...,k k
i n n j i j n− −

+ +Ξ = Ξ = = , а затем вычисляются элементы  массива по формуле: 

1 1 1 1
, , 1, , 1(1 i) (1 i) (1 i) 2k k k k

i j i j i j i jQ− − − −
+ + Ξ = − + − Ξ + + Ξ  , 

когда индексы принимают последовательно значения , ,...,1.i j n=  
8. Определяется итерационный параметр: 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1

, , ,
,

, , ,

k k k k k k

k k k k k k k

Dw w w w
k

C Dw Dw

η η
τ

ξ η ξ η

− − − − − −

− − − − − − −
= = = ∈

�� � �

ℕ� �� � . 

При программировании 1
1, ,
k
i jξ −  – элементы массива, , 0,..., 1i j n= + . При вычислениях элемен-

тов этого массива полагается: 
1 1

1, , ,Re , , 1,..., .k k
i j i j i j nξ − −= Ξ =  

При программировании: 

1 1 1 1
1, , 1, , 1, , 1, ,

1 1 1 1

,
n n n n

k k k k
k i j i j i j i j

i j i j

w kτ η ξ η− − − −

= = = =
= ∈∑ ∑ ∑ ∑ ℕ . 

9. Вычисляется новое приближение: 
1 1

1 1 1 ,k k k
ku u w kτ− −= − ∈ℕ . 

При программировании 1, ,
k
i ju  – элементы массива , 0,..., 1i j n= + . 

Следующие элементы этого массива вычисляются по формуле: 
1 1

1, , 1, , 1, , , 1,...,k k k
i j i j k i ju u w i j nτ− −= − = . 

Они принимаются за приближенное решение, если до этого выполнялось условие остановки 
итераций. Можно заметить, что не сложно выписать и программируемый алгоритм численного 
решения модельной задачи для экранированного уравнения Пуассона со скорейшим спуском. 
 
Тестовый пример численного решения модельной задачи для уравнения Пуассона 

В рассматриваемой задаче: 

1 1,u f∆ =
⌣⌣

 в  Ω , 
11 0u Γ =⌣

, 
2

1 0
u

n Γ
∂ =
∂

⌣

� ,   

где 
 1 2(0; ) (0; ),b bΩ = ×  { } { }1 1 2 1 2(0; ) (0; )b b b bΓ = × ×∪ { } { }2 2 10 (0; ) (0; ) 0b bΓ = × ×∪ , 

полагается, что  1 2 2,5,b b= =  
2 2

1( ; ) (25 2 2 ) 4f x y x y= − −
⌣

, 
т.е.  

2 2
1( ; ) (25 4 )(25 4 ) / 64.u x y x y= − −⌣

 
Можно заметить, что решение дискретной задачи тогда будет совпадать с решением непре-

рывной задачи в узлах сетки 

1, , 1( ; )i j i ju u x y= ⌣ , 1,...,i m= , 1,...,j n= . 

При дискретизации непрерывной задачи выбираются значения 2.m n= =  При численном 
решении получаемых систем алгебраических линейных уравнений (3) применяется приведенный 
ранее алгоритм с выбором итерационных параметров по методу минимальных поправок, полагая 

0
1 0u = , только берется, что 1 1τ = , тогда вычисляется, что 2 4 9τ =  и итерационный процесс дает 

точное решение за две итерации.  Действительно, 1
1 (16; 7,75; 7,75; 7,5),u = а 2

1 (9; 6; 6; 4)u =  есть 
решение системы (3). Если для решения рассматриваемой задачи при такой же дискретизации 
применять метод итерационных факторизаций при продолжении правой части и решения нулем с 
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выбором итерационных параметров по методу скорейшего спуска,  полагая 0
1 0u = , когда берет-

ся, что 1 1τ = , и вычисляется, что 2 4 9τ = , тогда итерационный процесс даст точное решение так 

же за две итерации.  Действительно, так же будет: 1
1 (16; 7,75; 7,75; 7,5),u =  а 2

1 (9; 6; 6; 4)u =  есть 
решение той же системы (3). Можно рекомендовать в методах итерационных факторизаций вы-
бирать всегда  первый итерационный параметр за единицу. 
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The screened equation is considered on rectangular area, with the mixed boundary conditions. At 
the numerical solution of this task it is suggested to use iterative factorization after fictitious continua-
tion of the discrete task approximating the solved task. As a result, the solution is based on the solu-
tion of systems of the linear algebraic equations with matrixes of the triangular type, which contain no 
more than three nonzero elements in every line. At rather small error of approximation of the considered 
task, the demanded relative error of the suggested iterative process is reached in over the number of it-
erations independent of the discretization parameters. The iterative process turns out to be the method 
giving an optimal asymptotics as per the number of operations in arithmetic actions. The developed it-
erative process is based on the characteristic specifics of the stated model task. This task can be obtained 
in the methods of fictitious components, spaces, when boundary problems for the elliptic equations in 
areas of a complex shape are being solved. The algorithm is given for the fulfillment of the iterative 
method with choosing of the iterative parameters in the automatic mode, by applying the minimal resid-
ual, corrections method. This gives a criterion to stop the iterative process when the specified prelimi-
narily relative error is obtained. An elementary test example is given on the computing experiments con-
firming the asymptotic optimality for the iterative method in the number of computing expenses. The 
fulfillment of the method is substantially based on the use of complex analysis. 
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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ УПРУГОГО 
СТЕРЖНЯ С ДЕМПФЕРОМ 
 
В.М. Яганов 
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет),  
г. Москва, Российская Федерация 
E-mail: avtofur@yandex.ru 
 

Рассматриваются собственные колебания упругого стержня, 
находящегося в поле центробежных сил инерции и опирающегося на 
вязкоупругий демпфер. Эта математическая модель с достаточной для ин-
женеров достоверностью описывает динамические процессы вращающихся 
лопаток турбин, рабочей части иглофрезы и прочих подобных механизмов. 
Постановка задачи о собственных значениях базируется на вариационном 
принципе и ставится в комплексной форме. Такой подход позволяет оцени-
вать демпфирующую способность стержня через мнимую часть собственной 
частоты (коэффициент демпфирования), а также легко усложнять и варьи-
ровать параметры конструкции. Например, рассматривать стержень с пе-
ременным поперечным сечением или переменной плотностью по длине. 
Достоверность результатов методики в статье доказана путем сравнения их 
с имеющимися в литературе данными. Основным результатом следует счи-
тать, что для структурно-неоднородных конструкций (т.е. конструкций, со-
стоящих из упругих и вязкоупругих элементов) можно при неизменной рео-
логии демпфера увеличить интенсивность гашения колебаний за счет ра-
ционального выбора их геометрических или упругих параметров. Причем 
максимум поглощаемой энергии как в первом, так и во втором случае, оп-
ределяют совместно коэффициенты демпфирования двух низших форм ко-
лебаний. Из принципа minmax следует, что в качестве глобального коэффи-
циента демпфирования выступают поочередно коэффициенты демпфиро-
вания 1-й и 2-й форм колебаний. В точке экстремума наблюдается макси-
мальное взаимодействие 2-х низших форм колебаний, в результате чего и 
наблюдается этот синергетический эффект. Очевидно, что в случае вынуж-
денных колебаний подобранные параметры механической системы обеспе-
чат минимальные резонансные амплитуды. 

Ключевые слова: стержень; колебания; коэффициент демпфирования; вяз-
коупругость; собственные частоты; демпфер. 

 
Введение 

Надежность работы рабочей части иглофрезы, лопастей турбин и других подобных механиз-
мов в значительной степени определяется уровнем резонансных амплитуд. 

Перечисленные элементы (лопасти, иглы и т.д.) с хорошей для инженерных расчетов точно-
стью могут быть представлены упругими стержневыми моделями, находящимися в поле центро-
бежных сил [1]. 

Для рассеивания энергии упругих поперечных колебаний (как наиболее опасных) и, в конеч-
ном счете, уменьшения резонансных амплитуд рассматривается вариант установки кольцевого 
бандажа-демпфера из вязкоупругого материала, связывающего упругие элементы. 

Схематически часть конструкции представлена на рис. 1. 
 
1. Постановка задачи 

Задача о собственных поперечных колебаниях стержня ставится как для определения спектра 
резонансных частот, так и для количественной оценки диссипируемой энергии в зависимости от 
геометрических и физических параметров модели. 
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Предполагается, что один конец упругого стержня 
жестко заделан в диск-оправку, другой – свободен. 
Взаимодействие стержня с вязкоупругим бандажом в 
модели заменяется точечным его опиранием на одно-
мерную вязкоупругую пружину (демпфер). При враще-
нии стержня в нем возникают растягивающие центро-
бежные силы инерции. На рис. 2 эта сила обозначена 

как ( )N x  для каждого сечения стержня с координатой 

x . Кроме того, l – длина стержня, 0l – координата креп-

ления демпфера к стержню, С  – жесткость демпфера, 
Ω  – угловая скорость вращения стержня, a– радиус 
диска. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Математическая постановка задачи 

Рассмотрим поперечные колебания жестко заделанного одним концом упругого стержня, 
опирающегося в произвольной точке на вязкоупругий демпфер. Физические и геометрические 
соотношения принимаются в линейной постановке. Закон колебания стержня примем в виде: 

( ) ( )0 ,   i tW x t W x e ω−= ,         (1) 

где ( )0 W x – собственная форма поперечных колебаний,    R Iiω ω ω= +  – комплексная частота ко-

лебаний, Rω  – собственная частота, Iω  – коэффициент демпфирования. 

Продольные силы инерции ( )N x , действующие в каждом сечении стержня, находятся как 

( ) 2 2 21 
  2  – 2
 2

N x F l al x axρ  = Ω + −  ,        (2) 

где ρ – плотность материала стержня, F  – площадь поперечного сечения стержня, Ω  – угловая 
скорость вращения стержня, a  – радиус жесткой оправки-диска. 

Формула (2) получена в предположении  constΩ = ,  constρ =  и [ ]0, x l∈ .  

Для стержня с переменными сечением и плотностью по длине, сила ( )N x  определяется как 

( ) ( ) ( )( )2   
l

x

N x x F x x a dxρ= Ω +∫ .    (3) 

Учет продольной силы ( )N x , а также влияния вязкоупругого элемента на поперечные коле-

бания стержня проще всего осуществить при вариационной постановке задачи. Потенциальная 
энергия стержня Пс  определяется следующим соотношением: 

2

0

1
П ( )

2

l

с
M dxEJ= ∫ ,        (4) 

Рис. 1. Схема конструкции. 
1 – диск, 2 – ось вращения,  

3 – стержни, 4 – кольцевой бандаж 

Рис. 2. Физическая модель стержневой системы 
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где ( ),M x t  – изгибающий момент в каждом сечении стержня, E  – модуль Юнга, J – момент 

инерции поперечного сечения. 
Изгибающий момент М  с учетом продольной силы вычисляется так: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

,
,   ,

W x t
M x t EJ N x W x t

x
= − −

∂
∂

.         (5) 

Предполагается, что вязкоупругие свойства демпфера описываются в рамках линейной тео-
рии Больцмана–Вольтерры. С помощью метода замораживания [2] интегральный оператор Воль-
терры заменяется на комплексную жесткость   R IC C iC= + , где: 

( ) ( ) ( )
0 0

1 cos ;  sin( )R R I RС C R d С C R dτ ω τ τ τ ω τ τ
∞ ∞ 

= − = − 
 
 

∫ ∫ ,             (6) 

здесь C – мгновенная жесткость [н/м], ( )R τ  – ядро релаксации. Тогда потенциальная энергия 

демпфера определяется по формуле: 

( )2
Д 0

1
П   (  ) ,

2 R IC iC W l t= + ,             (7) 

где 0l  – координата точки контакта стержня с демпфером, действительная часть ДП  – энергия 

упругой деформации, мнимая часть – энергия диссипации (рассеивания). 
Потенциальная энергия системы в целом равна: 

с дП = П +П .                (8) 

Кинетическая энергия системы (без учета массы демпфера) имеет вид: 

2

0

1
T ( )  

2

l W
F dx

t
ρ ∂=

∂∫ .        (9) 

Из принципа Гамильтона–Остроградского вариация от действия по Гамильтону равна нулю: 

( )( T П ) 0
B

A

t

t
dtδ − =∫ ,     (10) 

тут , A Bt t  – интервал, за который система переходит из положения А в положение В. 
Последовательно подставляя в соотношение (10) формулы (9), (8), (7), (4), (5), (2), (1), полу-

чим вариационное уравнение относительно ( )0W x : 

( ) ( )
2 2

2 2 2 20 0
0 0 0 02 2

0 0 0

1 1
( ( )       

2 2 2

l l ld W d WEJ
dx N x W dx N W dx CW l

EJdx dx
δ + + + −∫ ∫ ∫

2
2

0
0

 ) 0
2

lF
W dx

ρω =∫ .   (11) 

Граничные условия для стержня следующие: 

0
00 :            0                  0  

dW
x W

dx
= = = ;       (12) 

2 3
0 0

2 3
:          0             0

d W d W
x l

dx dx
= = = .       (13) 

Итак, задача состоит в определении собственных форм ( )0  W x , удовлетворяющих вариаци-

онному уравнению (11) и граничным условиям (12), (13). 
 
2. Метод решения 

Поставленная задача решается методом Ритца. Искомое решение ( )0  W x  приближенно заме-

няется конечным рядом (длиной К) по базисным функциям ( ) к xϕ : 

 ( ) ( )0 
1

  
K

к к

к

W x xα ϕ
=

=∑ , (14) 

где кα  – неизвестные коэффициенты. 
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Для граничных условий (12), (13) в качестве базисных функций принимаются [3]: 

( ) sin )(ch cos ) (ch cos )(sh sin(sh )k k k k
к k k k k

x x x x

l l l l

r r r r
x r r r rϕ + − − + −= ,      (15) 

где  kr  – известные корни характеристического частотного уравнения. 

Подставляя (15), (14) в уравнение (11) и варьируя по неизвестным кα , получим систему од-

нородных алгебраических уравнений относительно кα . 
В матричном виде эти уравнения имеют следующий вид: 

2A  D  B  0ω + − Λ =  ,      (16) 

где A  – матрица жесткости стержня (элементы действительные), D  – матрица жесткости демп-
фера (элементы комплексные), B  – матрица масс системы, Λ  – вектор-столбец неизвестных кα . 

Элементы матриц A , D , B  вычисляются соответственно по следующим формулам: 

( ) ( )22 2 2 2

2 2 2 2
0

(            )
l

k l l k
kl к l к l

N xd d d d
a N x dx

EJdx dx dx dx

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
 

= + + +  
 

∫ ,  (17) 

( ) ( )0 0  kl к ld   C l lϕ ϕ= ,       (18)  

 
0

    ,   
 

    0 ,                   

l

к l
kl

F dx k l
b

k l

ρ ϕ ϕ


=
= 
 ≠

∫           (19) 

Система (16) имеет нетривиальное решение в случае равенства нулю ее определителя. В ито-
ге получаем частотное уравнение относительно ω . Задача по определению комплексных корней 
решается с помощью итерационного метода Мюллера [4], где в качестве начальных приближе-
ний принимались собственные частоты упругой задачи. 
 
3. Результаты расчетов 

К результатам следует отнести две группы проведенных расчетов: 
Первая относится к исследованию вопроса практической сходимости метода и достоверно-

сти получаемых результатов; 
Вторая – к выбору рациональных геометрических и физических параметров системы, при 

которых ее диссипативные характеристики достигают наибольших значений. 
Рассмотрим эти группы последовательно. 
I.  Для исследования практической сходимости метода были решены 3 задачи: А, В, С. 
А. Задача колебаний упругого стержня (без учета демпфера и сил инерции). Результаты по-

казали, что при увеличении числа членов ряда (14) собственные частоты приближаются к истин-
ным значениям сверху. В табл. 1 представлены некоторые результаты для первых 3-х собствен-
ных частот упругого стержня: 

Таблица 1 
Расчет низших частот в зависимости от длины ряда (14) 

K  4 5 6 9 ∞  

1ω , рад/сек 3,66 3,59 3,56 3,53 3,51 

2ω , рад/сек 23,9 23,1 22,7 22,4 22,0 

3ω , рад/сек 64,2 63,9 63,5 62,5 61,7 
 

Расчет проводился для стержня со следующими характеристиками: 
 1,          0,        0.E l J Cρ= = = = = Ω =  

Значения частот nω  при К = ∞  соответствуют теоретическим величинам [3]. Из табл. 1 сле-
дует, что уже при 9К =  результаты можно считать вполне удовлетворительными. 

Решенных задач на собственные колебания упругого стержня, находящегося в поле центро-
бежных сил инерции и одновременно опирающегося на демпфер, в литературе найти не удалось. 
Поэтому сходимость метода апробировалась на задачах В, С. 
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В. Задача колебаний неподвижного консольного стержня, опертого на упругую пружину 
Расчетные исходные данные были следующими: 

2 311 12 4 30, 2 10 , 0,785 10 м , 0,1 м, 7,8 10н м кг м ,Е J l ρ−Ω = = × = × = = ×
6 2 33,14 10 м , 10F С н м−= × = . 

Координата крепления пружины к стержню принята 0l  = 0,05 м. В работе [3] для такой сис-

темы первая круговая собственная частота равна 1
Тω  = 1758,2 рад/с. Расчет по методике при 

9К =  дал результат 1
Рω  = 1760,6 рад/с. Для 0l  = 0,09 м имеем, соответственно, 1

Тω  = 2092 рад/с 

и 1
Рω  = 2099,1 рад/с. 
Следовательно, метод учета упругой опоры дает тоже вполне достоверные результаты. 
С. Задача о собственных колебаниях упругого стержня, вращающегося со скоростью Ω  
Физические и геометрические характеристики стержня те же, что и в предыдущем примере. 

Радиус вращающегося диска равен 0,1a =  м. Жесткость демпфера 0С = . 

В табл. 2 для разных угловых скоростей вращения приведены две расчетные частоты 1
Рω , 

2
Рω  и две теоретические 1

Тω , 2
Тω , взятые из работы [5]. 

 
Таблица 2 

Зависимость двух низших частот от скорости вращения 

Ω , рад/с 1
pω , рад/с 1

Тω , рад/с 2
Рω , рад/с 2

Тω , рад/с 

3 816,2 814,8 5121,3 5115,6 
10 825,7 824,0 5128,2 5123,8 

 

Частоты Р
nω  получены при 9К =  ряда (14). Это сравнение также является доказательством 

достоверности получаемых результатов. 
II. Вторая часть расчетов касалась оптимизации вязкоупругой конструкции. Для того чтобы 

кольцевой бандаж эффективно выполнял свою роль, необходимо подобрать параметры системы, 
обеспечивающие максимальное рассеивание энергии. В задаче на собственные колебания коли-
чественной мерой поглощения энергии каждой формой являются соответствующие коэффициен-
ты демпфирования Iω . Исследовались коэффициенты демпфирования низших форм колебаний 
как наиболее слабо затухающих. Кроме того, влияние сил инерции особо весомо как раз на эти 
формы (до 35 % в сторону увеличения собственных частот [6]). 

В качестве варьируемых параметров системы были выбраны два: координата крепления 
демпфера 0( )l и ее мгновенная жесткость ( )С . В зависимости от этих параметров рассчитыва-

лись собственные частоты и коэффициенты демпфирования Iω . Для обеих задач физические и 
геометрические характеристики стержня были такими же, как в задаче I.B . Угловая скорость 
вращения стержня 10 Ω =  рад/с. 

А. При первом расчете изменялась координата 0l  при фиксированной мгновенной жесткости 

демпфера 2С 5 10= ×  н/м. Вязкоупругие свойства демпфера описывались слабосингулярным 

ядром релаксации [2]: ( ) 1R tt Ae tβ α− −=  с параметрами 0,01A = ,  0,1,α = 0,05. β =  На рис. 3 при-

ведена зависимость коэффициентов демпфирования 1 2,I Iω ω  от координаты 0 /l l . 
Первые две собственные формы затухают наиболее медленно, поэтому эти показатели дис-

сипативных свойств системы будут определяющими. Графики указанных коэффициентов пере-
секаются, и тогда, исходя из принципа minmax, глобальным коэффициентом демпфирования, 

характеризующим диссипативные свойства системы в целом, будет кривая Iω⋇ . 

График Iω⋇  представляет собой суперпозицию кривой 1
Iω  до точки пересечения и кривой 

2
Iω  после точки пересечения. Глобальный коэффициент демпфирования Iω⋇  имеет явно выра-
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женный максимум при 0 0,62l l = , где и будет наиболее эффективное гашение низших форм ко-
лебаний. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
В. Во втором численном эксперименте варьировалась мгновенная жесткость демпфера C . 

Координата крепления демпфера к стержню при этом фиксировалась в точке 0 0,62l l = . На 

рис. 4 показаны зависимости коэффициентов 1 2,I Iω ω  от мгновенной жесткости демпфера C . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

И в этом случае  график глобального коэффициента демпфирования Iω  имеет  максимум, 

который достигается при 2C 2 10= ⋅  н/м. Рациональный выбор рассматриваемых параметров по-
зволяет существенно увеличить коэффициент демпфирования. 

 
Заключение 

Предложен алгоритм решения задачи о собственных колебаниях вращающегося упругого 
стержня с вязкоупругим демпфером. Для таких структурно-неоднородных систем выявлен эф-
фект взаимодействия низших собственных форм колебания, позволяющий повысить демпфи-
рующие свойства за счет рационального выбора их геометрических, упругих параметров (при 
неизменной реологии вязкоупругого элемента). Наличие центробежных сил инерции в качест-
венном плане картину не меняет, сдвигая лишь оптимальные значения параметров конструкции. 
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SELF-OSCILLATIONS OF A ROTATING ELASTIC ROD WITH DA MPER 
 
V.M. Yaganov 
Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation 
E-mail: avtofur@yandex.ru 
 

We consider the self-oscillations of an elastic rod located in the field of centrifugal forces of inertia 
and based on a viscoelastic damper. This mathematical model, with the accuracy sufficient for engi-
neers, describes the dynamic processes in the rotating turbine blades, in the working part of the wire 
brush, and in other similar mechanisms. The formulation of the eigenvalue problem is based on the 
variational principle and is put in a complex form. This approach makes it possible to estimate the 
damping ability of the rod through the imaginary part of the eigen frequency (damping coefficient), as 
well as to easily complicate and vary the design parameters. For example, a rod can be considered with 
variable cross-section or variable density along its length. In the article the validity of the method results 
is proved by comparing them with the data available in the literature. The following should be consid-
ered as the main result: for structurally inhomogeneous structures (i.e. structures consisting of elastic 
and viscoelastic elements), in case of a constant damper rheology, it is possible to increase the intensity 
of vibration damping due to rational selection of their geometric or elastic parameters. Meanwhile the 
maximum of the absorbed energy, both in the first and in the second case, is determined jointly by the 
damping coefficients of the two lower forms of oscillations. According to the minmax principle, the 
damping coefficients of the 1st and 2nd forms of oscillations act alternately as the global damping coef-
ficient. At the extreme point there is a maximum interaction of 2 lower forms of oscillations, as a result 
of which this synergetic effect is observed. It is obvious that in the case of forced oscillations, the se-
lected parameters of the mechanical system will provide minimal resonant amplitudes. 

Keywords: rod; oscillations; damping coefficient; viscoelasticity; eigen frequencies; damper. 
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Atomic-like orbital basis sets allow efficient calculation of nanomaterial’s 
surface properties within the density functional theory. However, unlike plane 
wave basis sets, they require thorough optimization on a reference system before 
modelling systems of interest. We considered the basis set optimization procedure 
for several structures: bulk tantalum carbide, oxygen molecule, bulk lithium, and 
α-carbyne. We showed that during the optimization procedure not only the total 
energy of a reference system should be monitored but other physical characteris-
tics (bond length and atomic charges) too. Moreover, optimal basis parameters 
could not correspond to the minimum total energy of a reference system to get 
the correct physical properties. We obtained optimal orbital parameters, which 
can be used for modelling of the following systems: oxygen adsorption on tanta-
lum carbide surface, and Li-functionalized carbyne. Considering oxygen adsorp-
tion on TaC surface and Li-functionalization of carbyne, we also demonstrated 
that the basis set optimization influences binding energies and atomic charges of 
an adsorbent and a surface. 

Keywords: Density functional theory; atomic-like basis set; projector-augmented 
wave method; adsorption. 

 

Introduction 
Density functional theory (DFT) allows researchers to study structure, properties, and behaviour of 

nanomaterials without any empirical data and with high precision and reproducibility [1], which opens 
great opportunities for new materials predictions and analysis of entangled experimental data. With the 
help of this modelling method, we can search for structures with desired properties [2] or in extreme 
conditions [3]. However, though DFT implementations do not require from researchers any empirical 
data about a structure but type and positions of atoms, to reduce the many-electron problem to one-
electron, some theoretical approximations are needed. 

One of the approximate approaches is a system wave function decomposition over some finite basis 
set. Two types of basis sets are popular among the solid state physicists: plane waves and atomic-like 
functions. The former basis is easy to implement in programming packages, it is asymptotically com-
plete and allows systematic convergence. However, the computational cost of plane waves is quite high, 
and vacuum regions in this approach will cost the same as a matter [4]. More efficient for linear-scaling 
calculations are atomic-like orbital sets, which allow accurate calculation, easy result interpretation and 
low computational cost of a vacuum [5], therefore, they are suite for surface modelling. But such basis 
sets require optimization on reference systems before facing a real project. 

In this work, we will discuss the atomic-like basis optimization procedure and its influence on the 
physical properties of two nanomaterials: tantalum carbide and Li-functionalized carbyne (carbyne@Li). 
The first material, TaC, could be a promising alloy additive to heatproof steels [6] if it is stable to oxida-
tion. To check this stability we should clarify the interaction mechanism of oxygen molecules with TaC 
surface. The second material, carbyne@Li, is a promising candidate for hydrogen storage systems. 
 

Models and simulation details 
We performed DFT calculations using freeware SIESTA suite [7, 8], where atomic-like basis sets 

and periodic boundary conditions are implemented. Also, to verify the obtained results we made simula-
tions in the Vienna ab initio simulation package (VASP) [9], where the projector-augmented wave 
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(PAW) method is implemented [10]. In all calculations, we used generalized gradient approximation for 
exchange-correlation potential (GGA), Perdew–Burke–Ernzerhof functional [11]. In all SIESTA simula-
tions, MeshCutoff parameter [12] was 350 Ry and geometry relaxation was performed by the conjugate-
gradient method with the force convergence criterion of 5·10–5 Ry/Bohr (which is ≈1,3·10–3 eV/Å). 

Tantalum carbide and oxygen adsorption. For basis set optimization of Ta and C, we chose bulk 
tantalum carbide as a reference system and modelled cubic unit cell of eight atoms (four C and four Ta 
atoms) with the translational parameter of 4,48 Å. Pseudopotentials were taken from [13]. For Brillouin 
zone integration, we used 10 k-points in each periodic direction (10×10×10 sampling). The energy con-
vergence criterion in the electronic step was 10–6 eV. With the same unit cell we also made PAW calcu-
lations with the following parameters: 11×11×11 Monkhorst-Pack set of k-points, plane wave cut-off 
energy of 600 eV, and the force convergence criterion of 10–3 eV/Å. For basis set optimization of oxy-
gen, we considered a single molecule in the cell of 30×30×30 Å3 (single k-point) as a reference system. 
Pseudopotential for O was taken from the FHI pseudo database [14]. 

To reveal the influence of basis set parameters on the adsorption of single oxygen molecule on TaC 
surface we modelled four unit cells of tantalum carbide (16 C atoms and 16 Ta atoms, see Fig. 3). We 
found optimal translational parameters, which correspond to the minimum total energy of the systems, 
for both cases: optimized basis set (8,845 Å) and default basis parameters (8,850 Å). In non-periodic z-
direction we put 30 Å of vacuum. For Brillouin zone integration, we used 20×20×1 k-points sampling. 

Carbyne@Li. Pseudopotentials for this system were taken from the FHI pseudo database [14]. For 
basis set optimization of C, we considered pure α-carbyne [15] and simulated unit cell of single acety-
lene molecule (two carbon atoms) with a translational parameter of 2,57 Å (in non-periodic directions 
we put ~26 Å of vacuum). In the periodic direction we used 64 k-points. For basis set optimization of Li, 
we considered bulk lithium and modelled its primitive unit cell ( 7,64a b c= = = Å; 

23,22α β γ= = = ° ). For Brillouin zone integration, we used 32 k-points in each periodic direction 
(32×32×32 sampling). The energy convergence criterion in the electronic step was 10–6 eV. 

To simulate Li sorption on the carbon chain we considered seven acetylene molecules and single Li 
atom in the unit cell with a translational parameter of 18 Å (in non-periodic directions we put 27 Å of 
vacuum). We used 32×1×1 k-points sampling. For the same system, we performed PAW calculations 
with the following parameters: 15×1×1 Monkhorst–Pack set of k-points, plane wave cut-off energy of 
800 eV, and the force convergence criterion of 10–3 eV/Å. 
 

Basis set optimization 
For our calculation we used double-zeta polarized (DZP) basis sets generated by Sankey scheme [5] 

and split-valence method [16]. With DZ orbitals users could vary two parameters: orbital cut-off radius 
and cut-off radius of a modified orbital, which is controlled by the parameter SplitNorm. The general 
rule in optimizing the shape of the orbitals is to minimize the reference system total energy [16]. How-
ever, usually, not the total energy, but the energy difference between states of the considered system 
plays the main role in numerical investigations (e.g. binding, cohesive, formation energy, etc.). There-
fore, to obtain reasonable basis during the optimization, it is necessary to monitor also other physical 
properties of a reference system, like interatomic distance (in case of bulk calculations with a fixed unit 
cell “pressure” parameter [16] could be an indicator) or/and charge. On Fig. 1 we illustrate the optimiza-
tion procedure, using O(2p) and C(2p) orbitals (TaC+O2 system) as an example. 

   
a) b) c) 

Fig. 1. Dependence of reference system total energy  on basis set parameters: a) cut-off radius of O(2p) orbital;  
b) SplitNorm of O(2p) orbital; c) SplitNorm of C(2p) orbital. On a) and b) also the dependencies  
of oxygen molecule length are presented, on c) – the Bader charge transfer from Ta atom to C.  

Solid grey lines note the chosen value of orbital p arameters 
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Usually, the increase of the main orbital radius leads to the decrease of the system’s total energy 
and its consequent “stabilization”, along with the interatomic distance (Fig. 1, a). And by varying the 
radius of a modified orbital (match radius, controlled by SplitNorm) we can reach the minimum of sys-
tem’s total energy and correct the length parameter (Fig. 1, b), as GGA in most cases results in overes-
timated bond lengths [17]. However, sometimes the choice of the parameter corresponding to the 
minimum total energy could be unphysical, and, therefore, we need to check other system’s properties. 
For example, in Fig. 1c default SplitNorm = 0,15 corresponds to the minimum total energy, but we ob-
serve deceptive behaviour of atomic charges: according to Mulliken in this point there is almost no 
charge transfer from Ta to C (0,02 e) and Bader charge analysis [18] gives too high value (2,6 e). From 
PAW calculations we found that Bader charge transfer is 1,85 e. So, by increasing SplitNorm, we could 
decrease the Bader charge (BaderQ ) and at the same time increase the Mulliken charge (at Split-
Norm = 0,35 it equals to 0,91 e). Even though the total energy of TaC is not minimized, the modelled 
system has correct physical properties. All optimized parameters, along with the default SIESTA values, 
are presented in Table 1. 
 

Table 1 
Optimized basis set parameters for considered syste ms (oxygen adsorption on tantalum carbide and Li-fu nctionalized 

carbyne). Default values for radii are noted in the  parenthesis. Default SplitNorm parameter is 0,15 f or all cases.  
1 Bohr ≈ 0,529 Å 

System O2 on tantalum carbide Carbyne@Li 
Element C Ta O C Li 
Orbital 2s 2p 5d 6s 2s 2p 2s 2p 2s 
Cut-off radius, 
Bohr 

6,6 
(4,1) 

7,6 
(4,9) 

8,5 
(5,5) 

9,1 
(6,7) 

6,0 
(3,3) 

6,5 
(3,9) 

8,0 
(4,1) 

7,6 
(4,9) 

13,5 
(7,8) 

Match radius, 
Bohr 

2,7 
(3,3) 

2,8 
(3,5) 

3,6 
(3,8) 

6,0 
(6,5) 

2,3 
(2,5) 

2,8 
(2,5) 

2,8 
(3,3) 

3,3 
(3,5) 

7,0 
(7,7) 

SplitNorm 0,40 0,35 0,25 0,30 0,25 0,15 0,35 0,25 0,35 
 

   
a) b) c) 

Fig. 2. Total and projected densities of states of TaC: a) SIESTA calculation with not optimized basis  set; b) SIESTA 
calculation with the optimized basis set; c) PAW ca lculation. Dashed lines note the Fermi level  

 
Tantalum carbide and oxygen adsorption on its surface 

First, we performed spin-polarized calculations of bulk 
TaC and plotted projected densities of states (PDOS), see 
Fig. 2. This system is not magnetic, so its total spin polariza-
tion should be equal to zero and PDOS plot should be sym-
metric with respect to 0y =  (Fig. 2, c). And, indeed, we got 
such results for the optimized basis set (Fig. 2, b). However, 
default basis parameters resulted in a slightly unsymmetrical 
plot, which is explained by a small total spin polarization of 
the system (0,26 e). Therefore, basis set optimization allows 
us to obtain the correct properties of TaC. 

Also, basis set optimization significantly influences the binding energy of an oxygen molecule ad-
sorbed on the surface of tantalum carbide. We calculated binding energy as follows: 

2 2TaC@O TaC ObindE E E E= − − , 

  
a) b) 

Fig. 3. a) Top and b) side views of an oxygen 
molecule adsorbed on TaC surface. Ta atoms 
are orange, C atoms – grey, O atoms – blue 
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where 
2TaC@OE  is the total energy of TaC surface with adsorbed O2 molecule, TaCE  is the total energy 

of relaxed TaC surface, and 
2OE  is the total energy of a single O2 molecule. For the configuration de-

picted in Fig. 3 we got 1,70bindE = − eV in case of the optimized basis set, and 2,41bindE = −  eV in case 
of the default basis set. The difference of 0,7 eV could play a crucial role in the analysis of the results 
(e.g. in desorption temperature estimations from binding energy), therefore, one should be cautious, us-
ing default basis sets during the modelling of surface processes. 
 

Li-functionalized carbyne 
For the relaxed structure of carbyne@Li (see Fig. 4) we 

calculated Li binding energy and performed charge analysis for 
different basis set configuration (default, fully optimized, only 
Li/C optimized). To compare results we also performed PAW 
calculations for the same system. The Li binding energy was 
calculated as follows: 

@ Li Libind carbyne carbyneE E E E= − − , 

where @ LicarbyneE  is the total energy of Li-functionalized carbyne, carbyneE  is the total energy of pristine 

carbyne, and LiE  is the total energy of an isolated Li atom. Results of these calculations are presented in 
Table 2. 

 
Table 2 

Binding energies and atomic charges (calculated fro m different methodologies) of carbyne@Li 

QLi, e QC, e (Bader) 
Basis set Ebind, eV 

Mulliken Hirshfield Voronoi Bader C1 C2 C2 
optimized –1,86 0,96 0,60 0,62 0,99 –0,20 –0,17 –0,22 
only C optimized –2,08 0,96 0,61 0,66 0,99 –0,19 –0,17 –0,22 
only Li optimized –1,91 0,55 0,52 0,50 0,99 –0,19 –0,21 –0,25 
default –2,14 0,51 0,51 0,51 0,99 –0,25 –0,16 –0,25 
PAW –2,09 – – – 0,92 –0,19 –0,19 –0,18 

Table 2 shows that atomic charges (either Li or C, depending on the charge analysis procedure) 
change noticeably with the optimization of the basis set. Quite surprisingly, the most significant 
contribution is from C orbitals optimization, not Li. And again, as in the case of TaC, the closest to 
PAW results are atomic charges obtained with the optimized basis set. The energy difference between 
Ebind calculated with the default and optimized basis sets is not negligible (0,28 eV), which indicates the 
importance of basis set optimization procedure. 
 
Conclusions 

Using SIESTA package, we optimized 9 valence orbitals, necessary to investigate tantalum carbide 
and Li-functionalized carbyne. We showed that during the optimization procedure not only total energy 
of a reference system should be monitored, but other physical parameters (interatomic distance, charge) 
too. In some cases, the obvious rule of total energy minimization should be ignored in order to get the 
correct physical properties of the investigated systems. Optimized orbital parameters could be utilized 
for further research of the considered systems (of course, with the corresponding pseudopotentials, noted 
in simulation details). We also demonstrated that basis set optimization changes noticeably the sorptive 
properties of the considered materials. Therefore, default basis set parameters should be used cautiously 
for surface investigations. 

The reported study utilized the supercomputer resources of South Ural State University and Insti-
tute of Mathematics and Mechanics, UB RAS. This work was partly carried out in accordance with the 
state assignment for the Institute of Solid State Chemistry of the Ural Branch of Russian Academy of 
Sciences (no. AAAA-A19-119031890029-7). 
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Атомноподобные базисные функции позволяют эффективно моделировать свойства поверх-
ностей в рамках теории функционала электронной плотности. Однако в отличие от базисного 
набора из плоских волн атомноподобные орбитали требуют оптимизации на модельных системах 
перед расчетом интересующих свойств. В данной работе была рассмотрена процедура оптимиза-
ции атомноподобного базисного набора для расчетов в пакете SIESTA. Было показано, что при 
оптимизации следует не только минимизировать полную энергию модельной системы, но и от-
слеживать изменения других физических параметров (длин связей, зарядов атомов). Более того, в 
некоторых случаях оптимальные параметры базисного набора, необходимые для корректного 
описания модельной системы, не соответствуют минимуму полной энергии. Для демонстрации 
такого подхода были оптимизированы параметры валентных орбиталей для следующих систем: 
кристаллический карбид тантала ТаС, молекула кислорода, кристаллический литий и α-карбин. 
На примере расчета адсорбции молекулы кислорода на поверхности карбида тантала и атома ли-
тия на карбине показано, что предложенный вариант оптимизации базиса играет существенную 
роль при оценке сорбционных свойств поверхностей. 

Ключевые слова: теория функционала плотности; атомноподобный базисный набор; метод 
проекционных соединительных волн; адсорбция. 
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Проведено исследование ближнего порядка в сплавах Fe–Cr методом 
Монте-Карло. Моделирование проводилось в рамках алгоритма Метропо-
лиса в программном пакете LAMMPS. Анализ данных моделирования осу-
ществлялся с помощью программного обеспечения для визуализации и 
анализа данных Ovito. Модель сплава предполагает, что структура решетки 
фиксирована и что взаимодействия существуют между первыми соседями и 
вторыми соседями. Установлено взаимодействие Fe–Cr с применением по-
тенциала межатомного взаимодействия Abell–Brenner–Tersoff (ABOP). Бы-
ли изучены различные концентрации примесей внедрения хрома в железе, а 
именно 5–50 ат. %. Рассчитана энергия смешения системы Fe–Cr при раз-
личных концентрациях примесей внедрения. Расчеты показали, что вы-
бранный потенциал взаимодействия верно воспроизводит изменения знака 
энергии смешения как функции концентрации Cr. При применении в кине-
тическом моделировании по методу Монте-Карло потенциал правильно 
предсказывает разложение первоначально случайных сплавов Fe–Cr в за-
висимости от концентрации Cr. Определен параметр ближнего порядка 
Каули, который используется для количественной оценки степени упоря-
дочения. В соответствии с экспериментами наблюдается сильная тенденция 
упорядочения в распределении Cr при низких концентрациях, что проявля-
ется в отрицательных значениях параметров ближнего порядка.  

Ключевые слова: твердые растворы; моделирование Монте-Карло; энергия 
смешения; хром; ближний порядок. 

 
Введение 

Железо-хромистые стали вызывают значительный интерес в связи с широким использовани-
ем в промышленности и имеют большое технологическое значение благодаря своим превосход-
ным свойствам. В частности, они используются в реакторных средах из-за их хорошей устойчи-
вости к радиационному распуханию и коррозионной стойкости [1]. Структурное состояние мате-
риалов является важным фактором, определяющим их физические и химические свойства. Со-
гласно существующим представлениям, важную роль в формировании физических и химических 
свойств в сплавах на основе железа играет наличие определенного типа ближнего порядка. 
Ближний порядок в сплавах зависит как от состава, так и режимов термообработки, а его опреде-
ление возможно лишь в рамках микроскопического подхода, учитывающего особенности взаи-
модействий между атомами разных компонентов. К настоящему времени наиболее полно изучен 
ближний порядок в бинарной системе Fe–Cr. Первоначально фазовая диаграмма для этого сплава 
была оценена с использованием методологии CALPHAD. Было показано, что диаграмма имеет 
вид купола расслоения, верхняя точка которого лежит ниже 800 °С. Другими словами, теплота 
образования считалась положительной во всем диапазоне концентраций [2]. Прорыв в понима-
нии микроструктуры этих сплавов был сделан с помощью нейтронографических измерений в 
1984 году [3], которые показали отрицательность параметров ближнего порядка Каули примесей 
Cr, что указывает на их ближнее упорядочение при малых концентрациях, и инверсию знака этих 
параметров с увеличением концентрации Cr. Данные результаты затем были многократно прове-
рены и уточнены [4]. Для прояснения атомистических деталей такого поведения этого сплава 
был предпринят ряд первопринципных исследований [5–7], посвященных расчету энергий взаи-
модействия между атомами компонентов. Было показано, что инверсия ближнего порядка в 
твердом растворе Fe–Cr связана с тем, что атомы Cr в матрице Fe отталкиваются при низкой кон-
центрации, тогда как при высокой концентрации они притягиваются. Изменение знака взаимо-
действия имеет магнитную природу [6]. Обнаруженная особенность может лежать в  основе ряда 
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механических и прочностных свойств ОЦК твердых растворов Fe–Cr. Например, большинство 
механических свойств данных растворов сильно немонотонны при изменении  концентрации Cr, 
с заметным изменением поведения вблизи концентрации хрома x = 0,1. В то же время достиже-
ния в первопринципном моделировании энергий взаимодействий между атомами компонентов в 
системе Fe–Cr послужили основой для разработки точных моделей межатомного потенциала, 
которые позволяют широкомасштабное моделирование микроструктуры данных сплавов при 
различных значениях концентрации и температуры методом Монте-Карло и молекулярной дина-
мики. Наиболее полное изучение температурной зависимости параметров ближнего порядка про-
ведено в работе [7] с использованием ЕАМ потенциалов.  Однако следует отметить, что нержа-
веющие железо-хромистые стали, используемые в реальных условиях, соответствуют дополни-
тельному введению некоторого количества углерода в базовый сплав Fe–Cr, в результате чего 
возникают более сложные типы микроструктуры стали. Вполне возможно, что добавки углерода 
могут существенно изменить картину ближнего порядка базовой системы. Это ставит задачу 
изучить ближний порядок в тройной системе Fe–Cr–C, а не просто полагаться на результаты, по-
лученные для чисто металлической системы Fe–Cr. Для изучения тройной системы железо–
хром–углерод в недавней работе [8] была предложена система новых межчастичных потенциа-
лов, описывающих ковалентную природу углеродных связей BOP-типа (bond-order potential) [9]. 
Прежде чем приступить к моделированию тройной системы, необходимо убедиться, что предла-
гаемые потенциалы способны правильно воспроизвести ближний порядок в базовой системе Fe–
Cr. В связи с этим в данной работе проведено моделирование параметров ближнего порядка сис-
темы Fe–Cr на основе потенциалов работы [8]. Проводимое исследование ставит двоякую цель: с 
одной стороны, убедиться, что предлагаемые потенциалы позволяют правильно воспроизвести 
экспериментальные данные работы [3, 4], а во-вторых, изучить, насколько чувствительны ре-
зультаты такого моделирования относительно выбора типа межчастичного потенциала.  
 
Методы 

Экспериментально установлено, что степень дальнего порядка не полностью определяет ха-
рактер взаимного расположения атомов разного сорта по узлам кристаллической решетки.  Энер-
гия взаимодействия между атомами разного сорта разная, и поэтому каждый атом стремится ок-
ружить себя или атомами другого сорта, или одноименными атомами. Разница в энергии взаимо-
действия между атомами различного рода и одного вида может быть достаточной для того, что-
бы соседи одного или другого рода находились вблизи каждого атома, даже если в твердом рас-
творе нет дальнего порядка. Именно это распределение атомов называется ближним порядком. 

Мера ближнего порядка – это отношение AB
iN  – числа атомов A и B, расположенных на рас-

стоянии ir  к i A BNc c c , к числу пар атомов A и B, которые были бы на этом расстоянии с их пол-

ностью хаотичным расположением вдоль узлов решетки (здесь N  – общее число атомов, ic  – 

количество узлов в i координационной сфере, Ac  и Bc  – концентрации атомов сорта A и B) [10]. 
Следовательно, параметром ближнего порядка в неупорядоченном твердом растворе для i-й 

координационной сферы называют величину, которую также называют параметрами порядка 
Каули: 

1 1
AB AB
i i

i
A B i B

N P

Nc c c c
α = − = − ,           (1) 

где AB
iP  – вероятность нахождения атома В на i координационной сфере около атома А, находя-

щегося в начале координат. 
В предыдущих экспериментальных исследованиях ближнего порядка в Fe–Cr использовали 

параметр ближнего порядка, специфичный для ОЦК-решетки [3]. Этот параметр определяется 
как среднее по среднему значению параметров ближнего порядка, определенных для первой и 
второй соседних оболочек из (1): 

1 2
1,2

8 6

14

a aα += ,     (2) 
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где 1α  и 2α  – параметры ближнего порядка 1 и 2 координационных сфер соответственно. Для 
обеспечения согласованности с литературой и упрощения сравнения мы сосредоточимся на этом 
средневзвешенном параметре SRO. 

Существуют определенные методы определения параметров ближнего порядка, к примеру, 
метод учета диффузного рассеяния рентгеновских лучей, связанного со статическими смещения-
ми атомов-компонент твердых растворов, метод остаточного электросопротивления при изо-
хронном отжиге [11].  В химически неупорядоченных бинарных сплавах для моделирования фа-
зовых переходов упорядочения-разупорядочения для различных типов кристаллической решетки 
успешно применяется метод Монте-Карло, благодаря высокой скорости и большой емкости па-
мяти в современных вычислительных машинах [12–14].  

Идея метода Монте-Карло заключается в конструировании алгоритма, применяемого к вы-
бранной системе атомов и позволяющего построить статистический ансамбль ее конфигураций, с 
больцмановским распределением по энергиям. Вместо прямой генерации случайных конфигура-
ций, что является достаточно сложным делом, используется процедура перестановок атомов мес-
тами (алгоритм Метрополиса).  

В предлагаемом нами подходе при моделировании системы Fe–Cr используется потенциал 
межатомного взаимодействия Abell–Brenner–Tersoff (ABOP). Применение этого потенциала 
обосновано тем, что еще в 2013 году группа финских ученых (K.O.E. Henriksson, C. Bjorkas и 
K. Nordlund) в своей работе представили аналитическую параметризацию в форме Abell–
Brenner–Tersoff для системы Fe–Cr–C. Потенциал воспроизвел параметр решетки, энергии фор-
мирования и упругие свойства основных карбидов Fe и Cr, была построена кривая энергии фор-
мирования Fe–Cr, при этом было достигнуто отличное согласование с предыдущими исследова-
ниями и экспериментальными данными [8]. 

Моделирование проводилось методом Монте-Карло в рамках алгоритма Метрополиса в про-
граммном пакете LAMMPS. Анализ данных моделирования осуществлялся с помощью про-
граммного обеспечения для визуализации и анализа данных Ovito. Были использованы ячейки 
моделирования с 20×20×20, 22×22×22 ОЦК единичными ячейками, содержащими 16 000 и 21 296 
атомов соответственно при температуре 700 К. Содержание хрома варьировалось от 5 до 50 
атомных процентов. Начальная конфигурация задавалась случайным распределением атомов 
двух типов. 

Энергия формирования системы Fe–Cr определялась выражением: 

1 Fe Cr(Fe Cr ) ( (Fe) (Cr))f t x x c cE E N E N E−= − +               (3) 

где tE  – общая потенциальная энергия, FeN  и CrN  число атомов Fe и Cr соответственно,  

(Fe)cE  – энергия 1 атома Fe в ОЦК структуре, (Cr)cE  –  энергия 1 атома Cr. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Результаты и обсуждение 
Для проверки адекватности составленного потенциала и работоспособности программы было 

проведено моделирование структуры сплава Fe–Cr. Была рассчитана энергия формирования 
структуры и построена зависимость энергии формирования от концентрации Cr. На рис. 1 и 2 

Рис. 1. Энергия формирования бинарного сплава 
Fe–Cr (ОЦК решетка, содержащая 21 296 атомов).  
1 – результаты данной работы, 2 – результаты  

работы [8], 3 – результаты работы [5] 

Рис. 2. Энергия формирования бинарного сплава 
Fe–Cr (ОЦК решетка, содержащая 16 000 атомов).  
1 – результаты данной работы, 2 – результаты  

работы [8], 3 – результаты работы [5] 
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приведены графики зависимости энергии формирования для структуры, содержащей 21 296 и 
16 000 атомов. Полученные результаты были сравнены с результатами работ [8] и [5], из графи-
ков видно, что результаты воспроизводятся неплохо. Небольшое расхождение связано с тем, что 
моделирование в этих работах было проведено методами молекулярной динамики, в данной ра-
боте – методом Монте-Карло.  

Таблица 1 
Постоянная решетки и энергия когезии для чистого хрома 

величины Вычисления [8] Вычисления [5] Данная работа 
а, А 2,872 2,878 2,873 

(Cr)cE , eV/atom –4,0994 –4,1 –4,095 
В табл. 1 приведены данные для чистого Cr (параметр решетки и энергия когезии), которые 

также были сравнены с данными предыдущих работ. 
 

Определение параметров ближнего порядка Каули 
С помощью программного обеспечения Ovito были определены координационные числа для 

Fe и Cr по 1 и 2 координационным сферам и по формуле (1) рассчитаны параметры ближнего по-
рядка для структуры, содержащей 21 296 и 16 000 атомов (табл. 2, 3). Также приведены рассчи-
танные из (2) средние значения параметров. На рис. 3 показана зависимость параметров ближне-
го порядка от концентрации, результаты расчетов данной работы сравниваются с результатами 
[3]. 

Из графика видно, что значение усредненного параметра ближнего порядка при концентра-
ции Cr 5 ат. % близко к своему максимальному отрицательному значению и меняет знак пример-
но при  концентрации Cr 11 ат. %. 

Таблица 2 
Значения параметров ближнего порядка для сплава Fe–Cr (21 296 атомов) 

 Fe–Cr, Cr 5 ат, % Fe–Cr, Cr 10 ат, % Fe–Cr, Cr 15 ат, % 

1α  –0,01349288 –0,007461376 0,002408333 

2α  –0,029393676 –0,028678848 0,179015983 

1,2α  –0,020307507 –0,016554578 0,078097326 
 

Таблица 3 
Значения параметров ближнего порядка для сплава Fe–Cr (16 000 атомов) 

 Fe–Cr, Cr 5 ат,% Fe–Cr, Cr 10 ат,% Fe–Cr, Cr 15 ат,% 

1α  –0,011842879 –0,002258001 0,015275 

2α  –0,033326444 –0,034959427 0,146297094 

1,2α  –0,021050122 –0,016272898 0,071427326 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а)                                                                                                                   б) 
Рис. 3. Изменение среднего значения параметра ближнего порядка в зависимости от концентрации.  

1 – данная работа, 2 – работа [3]; а) 21 296 атомов; б) 16 000 атомов 
 
Позже благодаря оптимизации экспериментального оборудования были проведены улуч-

шенные измерения, которые дали более точное определение параметров ближнего порядка. Было 
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определено, что усредненный параметр ближнего порядка меняет знак при концентрации Cr 
11 ат. % [4]. Для сравнения с этими результатами было проведено моделирование Fe–Cr при 
873 К (рис. 4).  

 

 
а)                                                                                                      б) 

Рис. 4. Изменение среднего значения параметра ближнего порядка в зависимости от концентрации.  
1 – данная работа, 2 – работа [4]; а) 16 000 атомов; б) 21 296 атомов 

Как видим из рис. 4, концентрация инверсии при моделировании составила примерно 
11,3 ат. %, что хорошо согласуется с экспериментальными данными [4]. 
 
Заключение 

С использованием нового типа потенциалов межатомного взаимодействия (ABOP-
потенциалов) проведено моделирование параметров ближнего порядка в  бинарных сплавах Fe–
Cr методом Монте-Карло. Проведено тестирование выбранного потенциала взаимодействия и 
используемой программы путем сравнения результатов с данными эксперимента [3, 4], а также c 
результатами моделирования с использованием потенциалов ЕАМ-типа [6]. Изучена зависимость 
средних значений параметров ближнего порядка для 1 и 2 координационных сфер от концентра-
ции и температуры. Показано, что рассчитанные параметры ближнего порядка с небольшим рас-
хождением совпадают с результатами работы [6], а также хорошо согласуются с данными экспе-
римента [3, 4].  

Авторы благодарят Министерство науки и высшей школы за поддержку работы в рамках 
грантов №3.8385.2017/ВУ и 3.9660.2017/ВЧ. 
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SHORT-RANGE ORDER IN Fe–Cr ALLOYS: SIMULATION  
BY THE LATTICE MONTE CARLO METHOD 
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Short-range order in Fe–Cr alloys was studied by the Monte Carlo method. The simulation was car-
ried out in the framework of the Metropolis algorithm in LAMMPS software package. Simulation data 
analysis was carried out using Ovito data visualization and analysis software. The alloy model assumes 
that the lattice structure is fixed and that interactions exist between the first neighbors and the second 
neighbors. The FeCr interaction was determined using the Abell–Brenner–Tersoff interatomic interac-
tion potential (ABOP). Various admixture concentrations of chromium interstitial in iron have been 
studied, namely, 5–50 at. %. The mixing energy of the Fe–Cr system was calculated for various concen-
trations of interstitial impurities. Calculations showed that the chosen interaction potential correctly 
simulates changes in the sign of the mixing energy as a function of Cr concentration. When used in 
Monte Carlo kinetic modeling, the potential correctly predicts decomposition of initially random Fe–Cr 
alloys, depending on Cr concentration. The Cowley short-range order parameter, which is used for quan-
titative assessment of the degree of order, has been determined. According to experiments, there is a 
strong tendency of ordering in distribution of Cr at low concentrations, which becomes evident in nega-
tive values of the short-range order parameters. 

Keywords: solid solutions; Monte Carlo simulation; mixing energy; chromium; short-range order. 
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In this article, we presented the ab initio calculation of vacancy formation 
energy according to Schottky in the alloy Mn3GaC. Calculations were carried out 
in the frameworks of the density functional theory (DFT), implemented in VASP 
software package. For approximation of the exchange-correlation functional, the 
generalized gradient approximation in the Perdew–Burke–Ernzerhof formula-
tion was used. It was shown that for the alloy under research, the most energeti-
cally favorable formation of a vacancy is in the place of C atom; formation of va-
cancies in places of Mn atoms is also beneficial, whereas the Ga vacancies are en-
ergetically unfavorable. Also, the concentration of vacancies at a finite tempera-
ture was calculated. It was shown that Mn and C vacancies have almost identical 
equilibrium concentration at a nonzero temperature; at that, the concentration of 
Ga vacancies is negligibly small. In addition, elastic moduli for various magnetic 
orderings (ferromagnetic, noncollinear, and antiferromagnetic) in the alloy under 
research were calculated. Using the quasi-harmonic Debye model, the Helmholtz 
free energy curves were constructed. Using these curves, it was also shown that 
Schottky monovacancies do not destabilize the ferromagnetic phase. Stability of 
the ferromagnetic phase is due to the large contribution of magnetic entropy to 
the Helmholtz free energy for the alloy under research. 

Keywords: vacancy; vacancy formation energy; Helmholtz free energy; ab initio. 
 

1. Introduction 
The ternary X3YC carbide phases formed with the participation of d-metals VIIa-, VIIIa- subgroups 

(X) and non-transition elements IIb–VIb-subgroups (Y) have a simple cubic structure of 
antiperovskitetype [1]. Being in the high-temperature region of paramagnets of the type, a series of 
perovskite-like carbides undergoes tetragonal lattice distortions at low temperature s and exhibits mag-
netic properties that correspond to the formation of several possible types of magnetic structures. 

Antiperovskite compounds of the Mn3GaC type are interesting due to their relatively simple and 
stable cubic structure, numerous possible technological applications (sensors, microelectromechanical 
systems, storage devices, etc.) [2–6] and a wide range of properties such as: the giant magnetoresistance, 
magnetovolume effect, giant negative thermal expansion, magnetostriction. Moreover, this type of com-
pounds can be used as a refrigerant for magnetic cooling devices [7], thanks to the presence of its 
magnetocaloric effect, which is observed around the magnetic phase transitions [8–12]. 

 
2. Computational details 

The total energy of the studied alloy was calculated using the density functional theory implement-
ed in the VASP [12, 13]. For approximation of exchange correlation potential was used the generalized 
gradient approximation (GGA) in the Perdew–Burke–Ernzerhof (PBE) formulation [13]. For VASP 
pseudopotentials we used the follow electronic configurations: Mn(3p63d64s1), C(1s12s22p2), 
Ga(4d104s24p1). The kinetic energy cut-off was taken to be 500 eV. A Monkhorst-Pack grid was em-
ployed to sample the Brillouin zone [14]. Grid k-points 8×8×8 was used. 

In this paper, a defect of the vacancy type was considered. Calculations of the energy of the crystal 
containing the vacancy were performed on 90 atomic supercells. The super cell was obtained from the 
unit cell by means of translations (3 3 2). In this supercell, an atom (Mn, Ga or C) was removed near the 
center. 

The defect formation energy is calculated with the following equations: 
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0 0 0
0 Mn Mn Ga Ga C C.V defE E E n n nµ µ µ= − + + +           (1) 

EV is the energy of the crystal containing the defect, E0 is the energy of an ideal crystal, ni is defect 
concentration for Mn, Ga, C, respectively, µ is chemical potential of an isolated atom. In order to study 
thermodynamical properties of materials studied under finite temperature and pressure, we applied the 
quasi-harmonic Debye model. Free energy was calculated using the equation: 

,vib mix magF E F TS TS= + − −              (2) 

where E is the total energy of the crystal, obtained by first-principle calculations, Smix is mixing entropy, 
Smag is magnetic entropy, Fvib is free energy of a crystal lattice. In this work we neglect the electronic 
contribution to free energy, due to its smallness. Magnetic and defect formation entropy was calculated 
by following equation: 

( ) ( ) ( )ln 1 ln 1 ;mix B v v B v vS k C C k C C= + − −             (3) 

( )ln 1 ,mag BS k m= +         (4) 

where m is the magnetic moment obtained in self-consistent calculations, kB is Boltzmann constant, Cv is 
concentration of vacancy. Free energy of a crystal lattice includes zero-point energy and temperature 
dependent part according to: 

( )9
3ln 1 ,

8

D
D T

vib BF k T e D T
T

Θ−  Θ  = + − +
  
  

            (5) 

where ΘD is Debye temperature, D(T) is Debye function: 
3 3

0
3 .

1

D

T
x

D D

T T x
D dx

e

Θ   
=   Θ Θ −   

∫     (6)  

In order to calculate the Debye temperature, we used the quasi-harmonic Debye model [15], where 
the Debye temperature can be expressed as 

( )23
06 ,

2D
B

h B
V n f

k M
π σ

π
Θ =     (7) 

where kB is the Boltzmann constant, V0 is the equilibrium volume, n is the number of atoms per unit cell, 
B is the bulk modulus, M is the molar mass of compound. The function  f(σ) is given by 

( ) ( )
( )

13/ 23/ 2
2 1 1

3 2 ,
3 2 3 1

f
σ σσ
σ σ

−
   +  + = +      − −    

             (8) 

where σ is the Poisson’s ratio. 
 
3. Results and discussions 
3.1. Properties of Mn3GaC without defect 

First, using ionic relaxation, we found the equilibrium lattice parameter, energy, and magnetic mo-
ment for various magnetic configurations shown in Fig. 1. 

Table 1 shows the optimized lattice parameters, magnetic moments, and total energy for various 
magnetic states. For Mn3GaC, the optimized lattice constant is found to be ≈ 3,824 Å for favorable state 
and ≈ 3,862 Å for noncolinear state that is slightly less than the  experimental one by 1,5 % and 0,5 % 
respectively ( ≈ 3,88 Å [3, 7, 8]). 

Table1 
Equilibrium energy per atom, magnetic moment per un it cell, and lattice parameter for Mn 3GaC 

Magnetic 
configuration 

Total energy, 
eV 

Magnetic 
moment, µB 

Equilibrium lattice 
parameter, Å 

FM –7,971 4,711 3,824 

NC –7,959 0,020 3,862 

AFM –7,947 0,000 3,803 

 



Физика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2019, vol. 11, no. 2, pp. 58–64 

60 

 

 
Fig. 1. Various spin configurations of Mn atoms wer e considered in the calculations: (a)FM, (b)AFM, (c )NC 

 
Also, Poisson's coefficients, bulk elastic moduli and Debye temperatures, indicated in Table 2, was 

calculated for various magnetic orderings. 
Table 2 

Poisson’s ratio, Young’s modulus, and Debye tempera ture for various magnetic states 

Magnetic configuration ν E, GPa ΘD, K 

FM 0,242 266,0 570,2 

NC 0,284 179,5 465,3 

AFM 0,277 286,6 584,4 

 
3.2. Defect formation energy 

The purpose of calculating the defect formation energy is to estimate the stability of the different 
kinds of vacancy in the parent phase in Mn3GaC alloys. 

The formation energy of a vacancy was estimated according to equation 1and it is given in Table 3.  
It can be seen from this table the most likely formation of a vacancy in the position of the atom C. It is 
also likely the formation of a vacancy Mn atoms. 

 
Table 3 

The energy of the formation of a vacancy at the sit e of the atom Mn, Ga and C, respectively 

 Mn Ga C 

Ev, eV 0,625 0,692 0,604 

Fig. 2 shows the temperature dependence of the concentration of vacancies per cell, this 
concentration was estimated using the equation: 

,
v

B

E

k T
vC Ne

−
=                 (9) 

where N is number of atoms in a cell. 
As can be seen from this figure, vacancies make a visible contribution to free energy starting at a 

temperature of 400 K. It can also be seen that Ga vacancies are formed significantly less than vacancies 
at C and Mn sites. Vacancies Mn and C make about the same contribution to the entropy of mixing. 
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Fig. 2. Concentration of various types of vacancies  in Mn 3GaC 

 
3.3. Helmholtz free energy 

To assess the stability of the various phases, the free energy of the compound under study was cal-
culated. Figure 3 shows the dependence of the Helmholtz energy per atom versus temperature for vari-
ous magnetic configurations. This graph demonstrates that monovacancies do not destabilize the FM 
phase in the temperature range under study. It is shown that the ferromagnetic configuration is advanta-
geous in comparison with the antiferromagnetic and non-collinear configuration. 

 
Fig. 3. Free energy for various magnetic configurat ions Mn 3GaC 

 
4. Summary 

Thermodynamic structural and magnetic properties were calculated for Mn3GaC alloy within the 
density functional theory. Equilibrium lattice parameters, the magnetic moments, the Debye tempera-
ture, and the elastic constants are calculated for various magnetic orderings investigated alloy. 

It is also shown that Schottky monovacancies do not destabilize the ferromagnetic phase. The stabil-
ity of the ferromagnetic phase is due to the large contribution of magnetic entropy to free energy. 
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ПЕРВОПРИНЦИПНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ ФОРМИРОВАНИЯ ВАКАНСИЙ 
В АНТИПЕРОВСКИТЕ Mn3GaC 
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В данной работе представлено первопринципное вычисление энергии образования вакансий 
по Шотки в сплаве Mn3GaC. Вычисления проводились в рамках теории функционала плотности 
(DFT), реализованной в программном пакете VASP. Для аппроксимации обменно-
корреляционного функционала использовалась обобщенная градиентная аппроксимация в фор-
мулировке Пердью–Бурке–Эйзенхофа. Показано, что в исследуемом сплаве наиболее энергети-
чески выгодно образование вакансии на месте атома C, так же выгодно образование вакансий на 
местах атомов Mn, в то время как вакансии Ga являются энергетически невыгодными. Также вы-
числена концентрация вакансий при конечной температуре. Продемонстрировано, что вакансии 
Mn и C имеют практически одинаковую равновесную концентрацию при ненулевой температуре, 
при этом концентрация вакансий Ga пренебрежимо мала. Кроме того, рассчитаны модули упру-
гости для различных магнитных упорядочений (ферромагнитное, неколлинеарное и антиферро-
магнитное) в исследуемом сплаве. Используя квазигармоническую модель Дебая, построены 
кривые свободной энергии Гельмгольца. Используя эти кривые, показано также, что моновакан-
сии Шотки не дестабилизируют ферромагнитную фазу. Стабильность ферромагнитной фазы обу-
словлена наличием большого вклада магнитной энтропии в свободную энергию Гельмгольца для 
исследуемого сплава. 

Ключевые слова: вакансия; энергия образования вакансий; энергия Гельмгольца; ab initio. 
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ФАЗООБРАЗОВАНИЕ, СТРУКТУРА И ИОННАЯ ПРОВОДИМОСТЬ 
АНТИМОНАТ-МОЛИБДАТОВ СЕРЕБРА 
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Методом твердофазной реакции синтезированы соединения на основе 
антимоната серебра, образующиеся при частичном замещении ионов пяти-
валентной сурьмы ионами шестивалентного молибдена. В широком темпе-
ратурном интервале от 300 до 1023 K изучены особенности процессов фазо-
образования смесей с различным мольным соотношением исходных компо-
нентов системы, содержащей нитрат серебра, оксиды трехвалентной сурь-
мы и шестивалентного молибдена. С помощью данных термогравиметри-
ческого анализа установлены оптимальные температуры синтеза порош-
ков. Методом качественного рентгенофазового анализа определены соста-
вы продуктов реакции твердофазного взаимодействия при различных изо-
термических выдержках. Для температуры 1023 K выявлена гомогенная 
область образования твердого раствора антимонат-молибдатов серебра со 
структурой типа дефектного пирохлора в концентрационном интервале 
0,0 ≤ x ≤ 2,0. В рамках пространственной группы Fd-3m полнопрофильным 
анализом (методом Ритвельда) проведено уточнение кристаллической 
структуры (координаты заселенности ионов по кристаллографическим по-
зициям, параметры элементарной ячейки) и установлена взаимосвязь со-
става полученных пирохлорных фаз со структурной разупорядоченностью. 
Методом диэлектрической спектроскопии в частотном диапазоне от 10 Гц 
до 2 МГц исследованы электропроводящие свойства антимонат-молибдатов 
серебра. Для керамических образцов, спеченных при 1373 K, определены 
относительная плотность и средний размер частиц. 

Ключевые слова: фазообразование; антимонат серебра; твердые раство-
ры; структура типа дефектного пирохлора; ионная проводимость; керамиче-
ские материалы. 

 

Введение 
В настоящее время значительное внимание уделяется поиску новых катион- и анионпрово-

дящих материалов [1–7], которые могли бы конкурировать с существующими на сегодняшний 
день традиционными твердыми электролитами. С этой точки зрения интерес представляют ок-
сидные соединения, имеющие каркасное строение [4–7]. Такие материалы находят широкое 
практическое применение в качестве электролитов в различных электрохимических устройствах: 
топливных элементах, электролизерах водяного пара, сенсорах [3, 7]. 

Среди известных ионных проводников со структурой типа пирохлора следует выделить 
класс оксидов семейства A2B2O7, характеризующихся примесной разупорядоченностью кристал-
лической решетки и высокими значениями электропроводности. Типичными представителями 
таких оксидных систем являются антимонаты одновалентных металлов MSb3O7 (M

+ = Na, K, Ag), 
получить которые можно путем твердофазного синтеза [3, 5]. Однако при нагревании соединения 
оказываются термически неустойчивыми – в системе протекают сложные окислительно-
восстановительные процессы, сопровождающиеся изменением валентного состояния оксидов 
сурьмы, при этом образуются фазы различного состава и симметрии. 

В [5–7], известно, что стабилизировать ажурный каркас (16c- и 48f- позиции) антимонатов, 
изоморфных пирохлору, и при этом получить фазы с максимальным содержанием дефектов в 
катионной подрешетке (16d- и 8b- позиции) можно путем гетеровалентного замещения ионов 
Sb(V) на Mo(VI) или Sb(V) на W(VI) в 16c-позициях структуры соответственно. Ввиду близких 
значений ионных радиусов катионов [3, 7] следует ожидать, что в широком концентрационном 
интервале образуются твердые растворы Ag2–xSb2–xMxO6 (M – Mo, W), обладающие высокими 
значениями ионной проводимости. 
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В связи с этим целью работы явилось изучение особенностей процессов фазообразования в 
системе Ag2O–Sb2O3–MoO3 при нагревании, определение гомогенной области устойчивости ан-
тимонат-молибдатов серебра, изоморфных пирохлору, уточнение их кристаллической структуры 
по порошковым данным методом Ритвельда и исследование электропроводности синтезирован-
ных соединений в широком частотном и температурном интервалах. 
 
Объекты и методы 

Для синтеза антимонат-молибдатов серебра Ag2–xSb2–xMoxO6 (0,0 ≤ x ≤ 2,0) использовали 
предварительно просушенные оксиды Sb2O3, MoO3 квалификации «х.ч.» и азотнокислое серебро 
AgNO3 квалификации «ч.д.а.». Приготовленные смеси в соответствии с заданными навесками 
исходных реагентов смешивали и тщательно перетирали в агатовой ступке с добавлением не-
большого количества этилового спирта в течение длительного времени [6, 7]. 

Полученную спиртосодержащую шихту прессовали под давлением 50 МПа в виде цилинд-
рических образцов диаметром 8 мм и толщиной 1–3 мм [7] и прокаливали в муфельной печи при 
различных температурах в соответствии с данными термогравиметрического анализа [6, 7].  

Контроль фазового состава образцов после каждой изотермической выдержки осуществляли 
с помощью рентгеновского аппарата ДРОН–3 (монохроматическое излучение) при комнатной 
температуре. Анализ рентгеновских дифрактограмм и уточнение кристаллической структуры со-
единений, характеризующихся пространственной группой Fd-3m, проводили методом Ритвель-
да [7].  

Керамические образцы, изготовленные в виде таблеток, для исследований электропроводно-
сти получали путем прессования порошков с последующим спеканием при 1373 K в течение 6 ч. 
Определение электрических параметров полученных соединений проводили с помощью импе-
дансметра Z-1500J (Elins, Russia) в интервале частот от 10 Гц до 2 МГц. 

Анализ микроструктуры образцов и микрозондовый элементный анализ осуществляли с на-
пылением на образцы тонкого проводящего слоя платины с помощью растрового электронного 
микроскопа JEOL JSM-6510A. 
 
Результаты и обсуждение 

Согласно [7], из данных термогравиметрического анализа следует, что процесс образования 
антимонат-молибдатов серебра характеризуется многоступенчатым изменением массы в иссле-
дуемом интервале температур 300–1023 K, что соответствует протеканию окислительно-
восстановительных процессов в системе AgNO3–Sb2O3–MoO3 при твердофазном синтезе. 
 

 
 

Рис. 1. Рентгенограммы соединений Ag 2-хSb2-хMoxO6 (0,0 ≤ x ≤ 2,0),  
полученных в результате термообработки при 633 (а), 843 (б), 1023 K (в) 

 
Анализ рентгеновских дифрактограмм позволил выявить сложный характер взаимодействия 

компонентов в исследуемых реакционных смесях. Так, рентгенограммы образцов (рис. 1), термо-
обработанных при 633 K, содержат максимумы (рис. 1, а), принадлежащие оксидам Sb2O3 (се-
нармонтит), MoO3 и фазам кубической сингонии (Ag2MoO4 и Sb2Mo2O10), которые устойчивы 
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вплоть до 843 K, и только при дальнейшем повышении температуры полностью реагируют с об-
разованием сложных оксидов пространственной группы Fd-3m (Sb6O13 и AgSbO3) (рис. 1, б). 
Увеличение температуры в интервале от 969 до 1023 K приводит к образованию однофазных 
продуктов состава Ag2–хSb2–хMoxO6 с кубическим типом симметрии кристаллической решетки, на 
что указывает строго определенная последовательность ярко выраженных дифракционных мак-
симумов (рис. 1, в), удовлетворительно описывающихся квадратичной формой кристаллов для 
пр. гр. Fd-3m [5]. 

 

 
Рис. 2. Экспериментальная (+), теоретическая (а) и разностная (б) дифрактограммы  

образца состава Ag 1,10Sb1,10Mo0,90O6 
 

Таким образом, данные термогравиметрического и качественного рентгенофазового анализа 
позволили заключить, что гетеровалентное замещение ионов Sb(V) на Mo(VI) в антимонате 
AgSbO3 путем твердофазного синтеза приводит к образованию широкой концентрационной об-
ласти, в которой образуется твердый раствор состава Ag2–хSb2–хMoxO6 (0,0 ≤ x ≤ 2,0) со структу-
рой типа дефектного пирохлора. 

По результатам рентгендифракционного анализа для фаз, кристаллизующихся в рамках пр. 
гр. Fd-3m, выявлен характер распределения ионов по кристаллографическим позициям структу-
ры типа пирохлора [7]. На рис. 2 наблюдается хорошее совпадение экспериментальной и расчет-
ной рентгенограмм для соединения Ag1,10Sb1,10Mo0,90O6. В табл. приведены основные параметры 
уточнения кристаллической структуры антимонат-молибдатов серебра [7].  

 
Результаты уточнения кристаллической структуры антимонат-молибдатов серебра [7] 

Состав фазы a, Å Va, Å
3 Rp, % Rwp, % χ

2 

Ag2Sb2O6 10,249 1076,575 8,7 9,1 1,56 
Ag1,85Sb1,85Mo0,15O6 10,247 1075,945 10,3 10,5 1,58 
Ag1,70Sb1,70Mo0,30O6 10,243 1074,686 10,1 11,0 1,63 
Ag1,55Sb1,55Mo0,45O6 10,243 1074,686 9,8 10,4 1,65 
Ag1,40Sb1,40Mo0,60O6 10,241 1074,056 9,7 10,4 1,77 
Ag1,25Sb1,25Mo0,75O6 10,239 1073,427 8,9 9,0 1,59 
Ag1,10Sb1,10Mo0,90O6 10,237 1072,798 8,7 9,0 1,57 

В [3, 5, 7] отмечалось, что повысить устойчивость трехмерного каркаса, образованного из 
сочлененных вершинами [BO3]

n–6 – октаэдров (B(n) – элементы V, VI групп), в соединениях ан-
тимонат-вольфраматов одновалентных металлов при обязательном условии отсутствия регуляр-
ных дефектов в 16c- и 48f-позициях каркаса [5] можно путем введения ионов калия в катионную 
подрешетку (8b-позиции) структуры типа пирохлора. При этом 16d-позиции остаются полностью 
или частично разупорядоченными [3], что позволяет ионам с небольшим ионным радиусом (Li+, 
Na+) мигрировать по системе каналов (16d- и 8b-позиции) в направлении <111>.  

Следует полагать, что и в соединениях Ag2–хSb2–хMoxO6 механизм ионного транспорта сохра-
няется [7], однако ионы серебра не только участвуют в переносе электрического заряда, но и ста-
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билизируют каркас структуры, статистически располагаясь в 16d-позициях, при этом 8b-позиции 
остаются вакантными. 

Максимальные значения проводимости наблюдались у образцов состава Ag1,55Sb1,55Mo0,45O6 и 
во всем исследуемом частотном диапазоне превышали в два раза аналогичные значения для не-
допированного состава AgSbO3 (рис. 3, а, б). Как видно из рис. 3, зависимость электропроводно-
сти керамических образцов с ростом частоты существенно не изменятся вплоть до некоторого 
значения, начиная с которого экспоненциально возрастает, что, по-видимому, соответствует 
межзеренному вкладу в общую проводимость. Полная проводимость образцов с ростом темпера-
туры увеличивается, а граничная частота смещается в область высоких частот. Возрастание про-
водимости во всем исследуемом температурном интервале при низких частотах обусловлено 
увеличением концентрации основных носителей заряда.  

 

 
Рис. 3. Зависимость электропроводности образцов состава Ag 1,55Sb1,55Mo0,45O6 от частоты и температуры 

 

 
Рис. 4. Микрофотографии скола (а) и поверхности (б) образца Ag 1,10Sb1,10Mo0,90O6, спеченного при 1373 K 

 

На микрофотографиях скола (рис. 4, а) и поверхности (рис. 4, б) образцов, спеченных при 
1373 K, наблюдаются агломерации частиц с размером 0,2–0,5 мкм. Микроструктура образца 
представлена частично расплавленными сросшимися многогранниками (рис. 4). Плотность ис-
следуемых керамических образцов составила 88 %. 
 

Заключение 
Таким образом, в системе AgNO3–Sb2O3–MoO3 изучены особенности образования антимо-

нат-молибдатов серебра при твердофазном синтезе. Для температуры 1023 K выявлена гомоген-
ная область образования твердого раствора антимонат-молибдатов серебра Ag2–xSb2–xMoxO6 
(0,0 ≤ x ≤2,0) со структурой типа дефектного пирохлора. На основании данных рентгендифракци-
онного анализа предложена модель распределения ионов по кристаллографическим позициям в 
рамках пр. гр. Fd-3m и установлена взаимосвязь состава полученных пирохлорных фаз со струк-
турной разупорядоченностью и их ионпроводящими свойствами. Для керамических образцов, 
спеченных при 1373 K, определены относительная плотность и средний размер частиц. 
Работа выполнена при поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 18-33-00269. 
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Silver antimonate-based compounds, formed at partial substitution of ions of quinquevalent anti-

mony with ions of hexavalent molybdenum, have been synthesized using the method of solid-phase re-
action. Specificities of phase formation processes of mixtures with various mole ratios of the initial 
components of a system containing silver nitrate and oxides of trivalent antimony and hexavalent mo-
lybdenum have been studied in a wide temperature range from 300 to 1023 K. Using the thermogravim-
etric analysis data, optimal temperatures for synthesis of powders have been determined. Using the 
method of qualitative X-ray phase analysis together with the method of high-temperature X-ray diffrac-
tion, compositions of reaction products of solid-phase interaction at open air heating have been deter-
mined. For the temperature of 1023 K, a homogenous area of formation of a solid solution of silver an-
timonat-molibdates with the structure of a defective pyrochlore-type within 0,0 ≤ x ≤ 2,0 concentration 
interval has been determined. In the frameworks of Fd-3m spatial group, a full-profile analysis (the 
Rietveld method) has been carried out to specify the crystal structure (coordinates of population of ions 
by crystallographic positions, elementary cell parameters), and interrelation in compositions of the ob-
tained pyrochlore phases with their structural disorder and ion-conducting properties has been deter-
mined. Ceramic properties (relative density and average size of particles) of the samples sintered at the 
temperature of 1373 K have been studied. 

Keywords: phase formation; silver antimonate; solid solutions; defective pyrochlore-type structure; 
ion-conducting properties; ceramic properties. 
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язык). После текста работы следует название, расширенная аннотация (реферат статьи) объемом до 1800 
знаков с пробелами, список ключевых слов и сведения об авторах на английском языке. 

4. Параметры набора. Поля: зеркальные, верхнее – 23, нижнее – 23, внутри – 22, снаружи – 25 мм. 
Шрифт – Times New Roman 11 pt, масштаб 100 %, интервал – обычный, без смещения и анимации. От-
ступ красной строки 0,7 см, интервал между абзацами 0 пт, межстрочный интервал – одинарный. 

5. Формулы. Стиль математический (цифры, функции и текст – прямой шрифт, переменные – кур-
сив), основной шрифт – Times New Roman 11 pt, показатели степени 71 % и 58 %. Выключенные фор-
мулы должны быть выровнены по центру. 

6. Рисунки все черно-белые. Желательно предоставить рисунки и в виде отдельных файлов. 
7. Адрес редакционной коллегии журнала «Вестник ЮУрГУ» серии «Математика. Механика. Фи-

зика»: 
Россия 454080, г. Челябинск, пр. им. В.И. Ленина, 76, Южно-Уральский государственный универ-

ситет, факультет математики, механики и компьютерных технологий, кафедра математического и ком-
пьютерного моделирования, главному редактору профессору Загребиной Софье Александровне. [Prof. 
Zagrebina Sophiya Aleksandrovna, Mathematical and Computer Modeling Department, SUSU, 76, Lenin 
prospekt, Chelyabinsk, Russia, 454080]. 

8. Адрес электронной почты: mmph@susu.ru 
9. Полную версию правил подготовки рукописей и пример оформления можно загрузить с сайта 

журнала: см. http://vestnik.susu.ru/mmph. 
10. Журнал распространяется по подписке. Электронная версия: см. www.elibrary.ru, 

http://vestnik.susu.ru/mmph, http://вестник.юургу.рф/mmph. 
11. Плата с аспирантов за публикацию не взимается. 
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