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CLASSIFICATION OF PRIME PROJECTIONS OF KNOTS  
IN THE THICKENED TORUS OF GENUS 2 WITH AT MOST 4 
CROSSINGS 
 

A.A. Akimova 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: akimovaaa@susu.ru 
 

We begin classification of prime knots in the thickened torus of genus 2 hav-
ing diagrams with at most 4 crossings.  To this end, it is enough to construct a ta-
ble of prime knot projections with at most 4 crossings, and use the table to obtain 
table of prime diagrams, i. e. table of prime knots.  In this paper, we present the 
result of the first step, i. e. we construct a table of prime projections of knots in 
the thickened torus of genus 2 having at most 4 crossings.  First, we introduce 
definition of prime projection of a knot in the thickened torus of genus 2. Second, 
we construct a table of prime projections of knots in the thickened torus of genus 
2 having at most 4 crossings. To this end, we enumerate graphs of special type 
and consider all possible embeddings of the graphs into the torus of genus 2 that 
lead to prime projections. In order to simplify enumeration of the embeddings, 
we prove some auxiliary statements. Finally, we prove that all obtained projec-
tions are inequivalent. Several known and new tricks allow us to keep the process 
within reasonable limits and rigorously theoretically prove the completeness of 
the constructed table. 

Keywords: prime projection; knot; thickened torus of genus 2; table. 
 

Introduction 
One of the main problems of the knot theory is to find an algorithm to recognize a knot (or link), 

i. e., to provide the studied object with a unique identifier. For instance, the identifier can be given by a 
catalog number. This approach involves the problem to construct complete tables of knots and links ar-
ranged with respect to some their numerical characteristics. Many researchers worked in this aria during 
last 150 years. Most of the constructed tables consider knots and links in the 3-dimensional sphere, see 
[1–3]. Recently, increasing interest in the theory of global knots (i. e., knots in arbitrary 3-manifolds) 
leads to tabulation of knots in manifolds different from the 3-dimensional sphere. Note tables of links in 
the projective space [4], knots in the solid torus [5], knots in the thickened Klein bottle [6], as well as 
prime knots in the lens spaces [7]. Note that, in the knot theory, recent tables includes only the so-called 
prime objects, which can not be obtained by some known operations from already tabulated objects. Vir-
tual knots and knots in the thickened surfaces have been of particular interest in the last 20 years. There-
fore, some tables of such knots were also constructed. In particular, the works [8] and [9] present perfect 
tables of virtual knots arranged with respect to number of classical crossing and construct a list of some 
properties of each knot. However, these tables are constructed without taking into account primeness 
and such important property of a knot as the genus determined by the minimal genus of the thickened 
surface which can contain the given knot. The natural idea is to classify virtual knots taking into account 
both parameters, i. e. not only number of classical crossings, but also the genus of a knot, see the papers 
[10, 11] for tables of prime knots and links in the thickened torus. In a sense, such tables can be consid-
ered as tables of prime virtual knots and links of genus 1.  

We begin classification of prime knots in the thickened torus of genus 2. To this end, in this paper, 
we present the result of the first step, i. e. we construct a table of prime projections of knots in the thick-
ened torus of genus 2 having at most 4 crossings. Our main result states that there exist exactly 14 pair-
wise inequivalent such projections. Further, we intend to use the obtained table of prime projections in 
order to construct table of prime diagrams, i. e. table of prime knots. 

The paper is organized as follows. Section 1 gives required definitions and the main result of the 
paper. Section 2 describes main ideas of the tabulation of prime projections of knots in the thickened 
torus of genus 2. 
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1. Main Result 
A direct product of two copies of an 1-dimensional sphere S1 is called a 2-dimensional torus  

T = S1×S1. Further, for shortness, we refer to a 2-dimensional torus T as a torus T. Fig. 1, a shows an 
example of a torus T endowed with a pair “meridian-longitude” of T. 

A surface Fº with a hole is obtained from the original surface F by removing the interior of a 2-
dimensional disk D. Further, for shortness, we refer to a 2-dimensional disk D as a disk D. Fig. 1, b 
shows an example: a torus Tº with a hole is obtained from a torus T by removing the interior of a disk D. 
Hereinafter, we write º  to show that a surface has one hole, ºº  to show that a surface has two holes, etc.  

By a 2-dimensional torus T2 of genus 2 we mean a surface formed by a sum of two copies of a 2-
dimensional torus Tº with a hole constructed by identifying (gluing together) their holes, see Fig. 1, c. 
Here each torus Tº is called a handle of a 2-dimensional torus T2 of genus 2. Further, for shortness, we 
refer to a 2-dimensional torus T2 of genus 2 as a torus T2. 

Let us define types of simple closed circles, which can be considered in a torus T2. 
A simple closed circle C⊂ T2 is said to be cut, if the complement T2\C consists of two components.  
In the torus T2, a cut circle C can be either trivial , i. e. bounding a disk D, or nontrivial. In the first 

case, the complement T2\C is formed by a disk D 
and a torus T2º with a hole. In the second case, the 
complement T2\C is formed by two copies of a 
torus Tº with a hole. 

A simple closed circle C⊂ T2 is said to be 
noncut, if the complement T2\C consists of the 
unique component. Namely, the complement 
T2\C is a torus Tºº with two holes. 

Two noncut simple closed circles C1, C2 ⊂  

T2 are said to be parallel to each other, if the complement T2\(C1 ∪ C2) consists of two components, 
which are a torus Tºº with two holes and an annulus A, i. e. a 2-dimensional sphere Sºº with two holes. 

Fig. 2 shows examples: C1,C2 ⊂  T2 are two noncut circles parallel to each other, while C3, C4 ⊂  T2 

are nontrivial and trivial cut circles, respectively. 
Consider a torus T2 and an interval I = [0, 1]. By a thickened torus of genus 2 we mean a 3-

dimensional manifold homeomorphic to the direct product T2×I.  
A smooth embedding of the set of m pairwise disjoint circles in the interior Int(T2×I) of the thick-

ened torus T2×I is called an m-component link in T2×I . In particular, if m=1, we have a smooth embed-
ding of the unique circle in Int(T2×I ), which is called a knot in T2× I  and denoted by K ⊂  T2× I.  

As in the classical case, knots in the thickened torus T2× I  can be given by their diagrams, which 
are defined by analogy with a classical knot diagram except that a knot is projected into the torus T2 in-
stead of a 2-dimensional sphere S2.  

A projection of a knot K in the torus T2 is a diagram of K such that the crossings of the diagram con-
tain no under/over-crossing information. Therefore, a projection can be considered as an embedding of a 
connected regular graph of degree 4, i. e. valence of each vertex of the graph is equal to 4. Vertices of G 
are called crossings of G, while connected components of the complement T2\G are called faces of G. 

Two projections G and G' in the torus T2 are said to be equivalent, if there exists a homeomorphism 
f: T2→T2 such that f(G) = G'.  

We say that an intersection point P of two circles C1 ,C2 ⊂  T2 is nontransversal, if only two of four 
angles near P are formed by both circles C1 and C2 , while the third and the forth angles are formed only 

Fig.  1. (a) A torus T endowed with a pair “meridian -longitude” , (b) a torus Tº with a hole and a disk D,  
(c) a 2-dimensional torus  T2 of genus 2  formed by a connected sum of two copies of a torus  Tº with a hole   

Fig. 2. Examples of circles in the torus  T2  



Akimova A.A. Classification of Prime Projections of Knots 
 in the Thickened Torus of Genus 2 with at most 4 Cr ossings 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 1, С. 5–13 

7 

by the circle C1 and C2 , respectively. Otherwise, i. e. if all four angles near P are formed by both circles 
C1 and C2, the intersection point P is called transversal. 

We define the following three types of projections in the torus T2.  
1. The projection G is called essential, if each face of G is homeomorphic to a disk D.  
2. The projection G is called composite, if at least one of the following conditions holds.  
(a) There exists a disk D ⊂ T2 such that the boundary ∂D intersects G transversally exactly in two 

points, which are internal for two distinct edges of G, and at least one vertex of G is inside D.  
(b) There exist two parallel noncut simple closed circles C1, C2 ⊂  T2, and two distinct edges e1, e2 

of G such that for i = 1, 2 the circle Ci intersects the edge ei transversally at exactly one internal point, 
and both surfaces (a torus Tºº with two holes and an annulus A) to which the circles divide the torus T2 
contain vertices of G.  

(c) There exists nontrivial cut simple closed circle C and two distinct edges e1 ,e2 of G such that for 
i = 1, 2 the circle C intersects the edge ei transversally at exactly one internal point, and both surfaces 
(two copies of a torus Tº with a hole) to which the circle C divide the torus T2 contain vertices of G.  

3. The projection G is called prime, if G is essential and noncomposite.  
Our table contains only prime projections. Indeed, nonessential projections correspond to knots that 

can be found in already existing tables of knots in the 3-dimensional sphere S3 [1–3], thickened annulus 
A×I (solid torus) [5], or thickened torus T×I [10]. In its turn, composite projections correspond to knots, 
which can be constructed using already known knots mentioned above. Namely, composite projections 
of types (a)–(c) correspond to knots, which can be constructed as sums of a classical knot and a knot in 
the thickened torus T2×I, a knot in the thickened torus T2×I and a knot in the thickened torus T×I, or two 
knots in the thickened torus T×I, respectively. 

Theorem 1. In the torus T2, there exist exactly 14 pairwise inequivalent prime projections with at 
most 4 crossings. The projections are given in Fig. 5.  

Theorem 1 is proved by three steps described in Section 2.  
 

2. Proof of the main result 
Let us describe main ideas of the tabulation of prime projections given in this section. We do this in 

three steps. First, Subsection 2.1 enumerates graphs of special type. Then, Subsection 2.2 considers all 
possible embeddings of the graphs into the torus T2 giving prime projections. Finally, Subsection 2.3 
proves that all constructed projections are pairwise inequivalent.  

 

2.1. Enumeration of graphs with at most 4 vertices whose embeddings into the torus T2 can be 
prime projections 

Lemma 1. If a projection G⊂ T2 is prime, then G is connected and contains no loop nor any cut pair 
of edges (i. e., removing the pair of edges gives a disconnected graph).  

Proof of Lemma 1 is similar to arguments used to prove Lemma 2 in [11].  
Lemma 2. Let G⊂ T2 be a prime projection with n crossings, then G contains exactly (n–2) faces. 
Proof. Take into account the Euler characteristic of the torus T2 and the fact that G is essential.  
Lemma 3. There exist exactly 3 graphs with at most 4 vertices whose embeddings into the torus T2 

can be prime projections, see graphs a – c given in Fig. 3.  
Proof. By virtue of Lemma 2, it is easy to see that any 

graph which embedding into the torus T2 gives a prime projection 
contains at least 3 vertices. Lemma 1 gives conditions on an abstract 
quadrivalent graph, which embedding into the torus T2 gives a prime 
projection. All graphs with at most 4 vertices satisfying the first and second conditions are enumerated 
in [10]. In this list, there are exactly 3 graphs satisfying the third condition, see graphs a−c given 
in Fig. 3.  

 

2.2. Construction of prime projections 
Lemma 4. All projections shown in Fig. 5 can be obtained as embeddings of the graphs a – c given 

in Fig. 3. Namely, the graph a gives the projection 31, the graph b gives the projections 41 and 46, and 
the graph c gives the projections 42 -45 and 47 -413.  

Proof. We construct all the projections by the following method [11]. 
Let G⊂ T2 be a prime projection represented as a union U of the circles Ci, i = 1, 2,…, m, having k 

nontransversal points.  

Fig. 3. The graphs of special type 
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Let l1, l2 be small arcs containing a nontransversal point of the projection G. We can remove the 
point by the move M shown in Fig. 4. The dashed arc β shows how to perform the inverse move M–1. 

Remove each nontransversal point of the projection G by the move M. The obtained union Uk of the 
same circles Ci, i = 1, 2,…, m contains only transversal points and is endowed with k dashed arcs β to 
show where the move M was performed. Of course, the initial projection G can be obtained from Uk by 
the inverse move M–1 performed along each dashed arc β, see Fig. 4. 

According to Lemma 3, all prime projec-
tions in the torus T2 with at most 4 crossings can 
be obtained as embeddings of the graphs a–c. In 
order to construct all the projections, we repre-
sent an embedding of each graph as a union of a 
number of circles and enumerate all possible 
combinations of types of circles and intersection 
points.  

Let us give three obvious statements, which 
allow to reduce such enumeration. 

Lemma 5. Let G⊂ T2 be a prime projection represented as a union of circles with n intersection 
points. Then  

(i) this union contains no more than (n–3) cut circles, 
(ii)  for n ≤4, all cut circles are trivial. 
Proof. Statement (i) is true according to Lemma 2 and the fact that each cut circle involves an addi-

tional face. If Statement (ii) is not satisfied, then G is either a link projection, or a nonessential projec-
tion. This completes the proof of Lemma 5. 

Lemma 6. Let G⊂ T2 be a prime projection represented as a union U of circles, and C⊂ U be a cir-
cle having exactly two intersection points with other circles embedded in the torus T2. Then both points 
are nontransversal, if C is cut, and at least one of two points is nontransversal, if C is noncut. 

Proof. If both intersection points are transversal, then C forms a projection of a component of a 
link, while we consider only projections of knots. If C is cut, then both intersection points are either 
transversal, or nontransversal. This completes the proof of Lemma 6. 

Lemma 7. Let G⊂ T2 be a prime knot projection obtained from the union Uk, which is endowed 
with k dashed arcs β. Then the following conditions hold. 

(i) The union of Uk and all k dashed arcs β divide the torus T2 into disks. 
(ii) For any two circles C1, C2 ⊂ Uk, there exists a sequence of dashed arcs β and other circles that 

connect C1 and C2.  
Proof. If Condition (i) is not satisfied, then the projection G is nonessential, and we arrive at con-

tradiction with the fact that the projection G is prime. If Condition (ii) is not satisfied, then G is a projec-
tion of a link, while G is a knot projection. This completes the proof of Lemma 7. 

Let us enumerate all possible embeddings of the graphs a–c giving prime projections. 
Graph a. Let the projection G be an embedding of the graph a in the torus T2. The pairs of double 

edges form three circles in the torus T2 such that each circle has exactly one intersection point with each 
of two other circles. According to Lemma 5, all circles are noncut. Note that there exists at most 1 trans-
versal intersection point, otherwise there exists a circle with two transversal intersection points and we 
arrive at contradiction with Lemma 6.  

Case 1. If all intersection points are nontransversal, then we remove all the points by the move M 
and see that the three circles without common points divide the torus T2 into more than one part, i. e. we 
arrive at contradiction with Lemma 2.  

Case 2. If exactly one of three intersection points is transversal, then, without loss of generality, we 
consider the circles C1 and C2 to be a pair “meridian-longitude” of one of the handles of the torus T2, and 
the circle C3 to be a meridian of another handle. We remove both nontransversal points by the move M 
and cut the torus T2 along all the three circles to obtain a sphere Sººº with three holes. By virtue of Lem-
ma 7, there exists the unique way to draw two dashed arcs β such that to connect each of two holes cor-
responded to the circle C3 with the hole formed by the circles C1 and C2 under the condition that there 
exists exactly one endpoint of a dashed arc β on each circle Ci, i = 1, 2. Apply the inverse move M–1 
along each dashed arc β and obtain the projection 31.  

Fig.  4. Move M removes a nontransversal point, while M–1 

is performed along the dashed arc β and creates the point  
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Graph b. Let the projection G be an embedding of the graph b in the torus T2. The pairs of double 
edges form four circles in the torus T2 such that each circle has exactly one intersection point with each 
of the two other circles and does not intersect the fourth circle. Note that there exist at most 2 transversal 
intersection points (moreover, each circle contains no more than one transversal intersection point), oth-
erwise there exists a circle with two transversal intersection points and we arrive at contradiction with 
Lemma 6.  

Case 1. Suppose that all four intersection points are nontransversal. 
Remove all the points by the move M and see that the four circles without common points divide 

the torus T2 into more than two parts, i. e. we arrive at contradiction with Lemma 2.  
Case 2. Suppose that exactly one of four intersection points is transversal. 
According to Lemma 5, there exists at most one cut circle, moreover, this circle is trivial. Therefore, 

without loss of generality, we consider the circles C1 and C2 to be a pair “meridian-longitude” of one of 
the handles of the torus T2, and the circle C3 to be a meridian of another handle, while the circle C4 can 
be either cut or noncut. We remove all three nontransversal points by the move M and cut the torus T2 
along all the four circles.  

Case 2.1. If the circle C4 is cut, then we obtain a sphere Sºººº with four holes. By virtue of Lemma 7, 
there exists the unique way to draw three dashed arcs β such that to connect one of two holes corre-
sponded to the circle C3 and the hole corresponded to the circle C4 with the hole formed by the circles C1 
and C2 and to connect another hole corresponded to the circle C3 with the hole corresponded to the circle 
C4 under the condition that there exists exactly one endpoint of a dashed arc β on each circle Ci, i = 1, 2. 
Apply the inverse move M–1 along each dashed arc β and obtain the projection 41.  

Case 2.2. If the circle C4 is noncut, then we obtain a sphere Sººº with three holes and an annulus A. 
In Sººº, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw two dashed arcs β such that to con-
nect the hole corresponded to the circle C3 and the hole corresponded to the circle C4 with the hole 
formed by the circles C1 and C2 under the condition that there exists exactly one endpoint of a dashed 
arc β on each circle Ci, i = 1, 2. In A, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw a 
dashed arc β such that to connect the hole corresponded to the circle C3 and the hole corresponded to the 
circle C4. Apply the inverse move M–1 along each dashed arc β and obtain the projection 46.  

Case 3. Suppose that exactly two of four intersection points are transversal. 
According to Lemma 6, these transversal points belong to different pairs of circles. Therefore, with-

out loss of generality, we consider the circles C1 and C2 to be a pair “meridian-longitude” of one of the 
handles of the torus T2, while the circles C3 and C4 form a pair “meridian-longitude” of another handle. 
We remove both nontransversal points by the move M and cut the torus T2 along all the four circles to 
obtain an annulus A. By virtue of Lemma 7, there exists no ways to draw two dashed arcs β such that to 
connect two holes under the condition that there exist exactly one endpoint of a dashed arc β on each 
circle Ci, i = 1, 2, 3, 4.  

Graph c. Let the projection G be an embedding of the graph c in the torus T2, then G can be repre-
sented as a union of three circles such that the circles C1 and C2 have no common points, while the circle 
C3 intersects each of them alternately. Further, without loss of generality, we consider the circle C1 to be 
a representative of the circles C1 and C2. Note that there exist at most 2 transversal intersection points 
(moreover, each of the circles C1 and C2 contains no more than one transversal intersection point), oth-
erwise there exists a circle with two transversal intersection points and we arrive at contradiction with 
Lemma 6. Also, according to Lemma 5, there exists at most one cut circle, moreover, this circle is triv-
ial.  

Case 1. Suppose that all intersection points are nontransversal. 
Case 1.1. Suppose that there exists no cut circles and consider all possible cases of parallel circles.  
If there are no parallel circles, then we remove all the nontransversal points by the move M and cut 

the torus T2 along all the three circles to obtain two copies of a sphere Sººº with three holes. In each Sººº, 
by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw two dashed arcs β such that to connect the 
hole corresponded to the circle C3 with each of the other holes. Apply the inverse move M -1 along each 
dashed arc β and obtain the projection 412.  

If the circles C1 and C2 are parallel to each other, then they bound an annulus A without crossings, 
therefore, the projection G is nonessential, and, therefore, G is nonprime.  
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If the circles C1 and C3 are parallel to each other, then we remove all the nontransversal points by 
the move M and cut the torus T2 along all the three circles to obtain a sphere Sººº with three holes and an 
annulus A. In Sººº, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw three dashed arcs β such 
that to connect the hole corresponded to the circle C3 with each of the other holes. In A, by virtue of 
Lemma 7, there exists the unique way to draw a dashed arc β such that to connect two holes. Apply the 
inverse move M–1 along each dashed arc β and obtain the projection 410.  

Case 1.2. Suppose that there exists a cut circle and remove all the points by the move M to obtain a 
sphere Sººººº with five holes. 

If the cut circle is C1, then, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw four dashed 
arcs β such that to connect each of two holes corresponded to the circle C2 with the corresponded hole 
formed by the circle C3 and to connect the hole formed by the circle C1 with both holes formed by the 
circle C3. Apply the inverse move M–1 along each dashed arc β and obtain the projection 43.  

If the cut circle is C3, then, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to draw four dashed 
arcs β such that to connect each of holes corresponded to the circles C1 and C2 with the hole formed by 
the circle C3 alternately. Apply the inverse move M–1 along each dashed arc β and obtain a projection of 
a link.  

Case 2. Suppose that exactly one of four intersection points is transversal. Without loss of general-
ity, we consider the circles C1 and C3 to be a pair “meridian-longitude” of one of the handles of the torus 
T2, while the circle C2 can be either cut or noncut. We remove all three nontransversal points by the 
move M and cut the torus T2 along all the three circles.  

If the circle C2 is cut, then we obtain a torus Tºº with two holes. By virtue of Lemma 7, there exists 
the unique way to draw three dashed arcs β such that to connect twice the hole corresponded to the circle 
C2 with the hole formed by the circles C1 and C3, and the last hole with itself. Apply the inverse move 
M –1 along each dashed arc β and obtain the projection 42. 

If the circle C2 is noncut, then, without loss of generality, we consider the circle C4 to be a meridian 
of another handle of the torus T2, and obtain a sphere Sººº with three holes. By virtue of Lemma 7, there 
exist two ways to draw three dashed arcs β such that to connect each of the holes corresponded to the 
circle C2 and with the hole formed by the circles C1 and C3, and the last hole with itself alternately. In-
deed, the third possible way leads to a link projection. Apply the inverse move M–1 along each dashed 
arc β and obtain the projections 45 and 48. 

Case 3. Suppose that exactly two of four intersection points are transversal. 
According to Lemma 6, each of the circles C1 and C2 contains exactly one transversal point, there-

fore, both the circles C1 and C2 are noncut. The circle C3 is also noncut, since the circles C1 and C2 do not 
intersect each other and the circle C3 has exactly one transversal point with the circle Ci , where i = 1, 2.  

Case 3.1. Suppose that the circles C1 and C2 are parallel to each other. Without loss of generality, 
we consider the circles C1 and C2 to be two meridians of one of the handles of the torus T2, while the 
circle C3 is a longitude of the same handle. We remove both nontransversal points by the move M and 
cut the torus T2 along all three circles to obtain a torus Tº with a hole and a disk D. In D, there exists no 
dashed arcs β, otherwise we obtain either a link projection, or a nonessential (therefore, nonprime) knot 
projection. In Tº, by virtue of Lemma 7, there exists the unique way to connect the hole with itself by 
two dashed arcs β such that there exist exactly one endpoint of a dashed arc β on each circle Ci, i = 1, 2, 
and two endpoints of different dashed arcs β on the circle C3. Apply the inverse move M–1 along each 
dashed arc β and obtain the projection 49.  

Case 3.2. Suppose that the circles C1 and C2 are not parallel to each other. Without loss of general-
ity, we consider the circle Ci to be a meridian of the i-th handle of the torus T2, where i =1, 2, while the 
circle C3 is a connected sum of two longitudes of both handles. We remove both nontransversal points 
by the move M and cut the torus T2 along all three circles to obtain a sphere Sºº with two holes. By virtue 
of Lemma 7, there exist exactly four possible ways to connect the two holes by two dashed arcs β such 
that there exist exactly one endpoint of a dashed arc β on each circle Ci, i = 1, 2, and two endpoints of 
different dashed arcs β on the circle C3. These four ways are different in the sense of the following two 
facts. First, either there exists a dashed arc β connecting a hole with itself, or both dashed arcs β connect 
different holes. Second, either there exists a fragment of the circle C3 having both endpoints of different 
dashed arcs β, or there exist two fragments of the circle C3 that belong to the same hole, and each frag-
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ment contains an endpoint of a dashed arc β. Apply the inverse move M–1 along each dashed arc β and 
obtain the projections 44, 47, 411, and 413. This completes the proof of Lemma 4. 

 

 
3.3. Proof of the fact that all constructed projections are pairwise inequivalent 

Lemma 8. All 14 projections given in Fig. 5 are pairwise inequivalent.  
Proof. We associate each face of a projection with a natural number, which is equal to the number 

of edges which form the boundary of the face. Each face of a prime projection is homeomorphic to a 
disk. According to Lemma 2, the number of faces of each projection given in Fig. 5 is equal to 2 with 
the exclusion of the projection 31. 

Associate each projection (except for the projection 31) given in Fig. 5 with an ordered set {i1 i2 x}, 
where i1 and i2 are natural numbers, which are associated with faces of the projection and taking in non-

Fig. 5. Prime knot projections in the torus T2 with at most 4 crossings 
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decreasing order, and x is the graph such that the projection is an embedding of x in the torus T2, 
x⊂ { b, c} . By analogy, the projection 31 is associated with the ordered set {12 a} . 

Such ordered sets are enough to prove that all projections given in Fig. 5 are pairwise inequivalent, 
with the exception of the following 4 pairs: (42, 43), (44, 45), (49, 410), and (412, 413). 

Let us prove that projections in each of the pairs are also inequivalent. We say that an edge e of the 
projection G has type (i, j) if e is a common edge of the i-gonal and j-gonal faces of the projection G. 

1. Projections (42, 43) are inequivalent. Indeed, recall that the “straight ahead” rule determines a 
cycle composed of all edges of the projection. Only in 43, the cycle is such that there are the same num-
ber of edges of type (14, 14) between two edges of type (2, 14).  

2. Projections (44, 45) are inequivalent, because there exists no bijective mapping between their 
Gauss codes: 12324143 and 12324134, respectively.  

3. Projections (49, 410) are inequivalent, because only 49 contains the edge of type (6, 6), while the 
type of each edge of 410 is either (10, 10), or (6, 10).  

4. Projections (412, 413) are inequivalent, because only 413 contains the edges that are common for 
the same 8-gonal face, while all edges of 412 are common for both 8-gonal faces.  

Note that all tabulated projections are prime by construction.  
This completes the proof of both Lemma 8 and Theorem 1.  
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КЛАССИФИКАЦИЯ ПРИМАРНЫХ ПРОЕКЦИЙ УЗЛОВ В УТОЛЩЕННОМ ТОРЕ 
РОДА 2 С НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ 4 ПЕРЕКРЕСТКАМИ1 
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Мы начинаем классификацию примарных узлов в утолщенном торе рода 2, имеющих диа-

граммы с не более чем 4 перекрестками. Классификация проводится в два шага. На первом шаге 
строится таблица примарных проекций с не более чем 4 перекрестками. На втором шаге полу-
ченная таблица используется для построения таблицы примарных диаграмм, т.е. таблицы при-
марных узлов. В этой статье мы представляем результат первого шага, т.е. строим таблицу всех 
примарных проекций узлов в утолщенном торе рода 2, имеющих не более 4 перекрестков. Таб-
лица строится в три этапа. На первом этапе мы вводим определение примарной проекции узла в 
утолщенном торе рода 2. На втором этапе мы строим таблицу примарных проекций узлов в 
утолщенном торе рода 2, имеющих не более 4 перекрестков. Для этого мы перечисляем графы 
специального вида и рассматриваем все возможные вложения этих графов в тор рода 2, которые 
приводят к примарым проекциям. Здесь мы доказываем несколько вспомогательных утвержде-
ний,  сокращающих перечисление таких вложений. Наконец, на третьем этапе, мы доказываем, 
что все полученные проекции неэквивалентны. Ряд известных и новых приемов позволил удер-
жать процесс в разумных пределах и строго теоретически доказать полноту построенной табли-
цы. 

Ключевые слова: примарная проекция; узел; утолщенный тор рода 2; таблица. 
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OPTIMAL CONTROL OVER SOLUTIONS OF A MULTICOMPONENT 
MODEL OF REACTION-DIFFUSION IN A TUBULAR REACTOR 
 
O.V. Gavrilova 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: gavrilovaov@susu.ru 
 

This article studies a mathematical model of reaction-diffusion in a tubular 
reactor based on degenerate equations of reaction-diffusion type defined on a 
geometric graph. It is precisely the degenerate case that is studied, since when 
building the mathematical model it is taken into account that the speed of one 
sought function is significantly higher than the speed of the other. This model be-
longs to a wide class of semilinear Sobolev-type equations. We give sufficient con-
ditions for the simplicity of the phase manifold of the abstract Sobolev-type equa-
tion in the case of s-monotone and p-coercive operator; we prove the existence 
and uniqueness of a solution to the Showalter–Sidorov problem in the weak gen-
eralized sense, and the existence of optimal control over weak generalized solu-
tions to this problem. On the basis of the abstract theory, we find sufficient condi-
tions for the existence of optimal control for a mathematical model of neural sig-
nal transmission. 

Keywords: Sobolev-type equations; phase manifold; Showalter–Sidorov problem; 
reaction-diffusion equations; optimal control problem. 

 

Introduction 
Take a finite connected oriented graph G = G(V; E) with vertex set V = {Vi} 1

M
i =  and edge set 

E={Ej} 1
K
j = , where each edge is of length l j > 0 and transverse cross-section area dj > 0. Consider on G 

the multicomponent system of reaction-diffusion equations 
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      (1) 

with positive parameters αi, i = 1,m and some functions fij ∈C∞(ℝm,ℝ) for i = 1,m and j = 1,K . Here the 

functions vi = vi(s, t), i = 1,k  and vi = vi(s, t), i = 1k ,m+  characterize the concentrations of reagents 

(activator and inhibitor); αi, i = 1,m are the diffusion coefficients; the functions fi correspond to the 
interaction between the reagents; the prescribed functions ui = ui(s, t) characterize exterior actions. For 

(1) at each vertex Vi for i = 1,m impose flow balance and continuity conditions  

: :

(0, ) ( , ) = 0,
( ) ( )

j js r rs r

j E r Ej i r i

d v t d v l t
E V E Vα ω

−
∈ ∈
∑ ∑     (2) 

(0, ) = (0, ) = ( , ) = ( , )r j h h n nv t v t v l t v l t        (3) 

for all Er, Ej∈Eα(Vi) and Eh, En∈Eω(Vi). Here Eα(ω)(Vi) stands for the set of edges starting (ending) at Vi. 
Conditions (2), (3) and the system (1) constitute our mathematical model of reaction-diffusion in a 
tubular reactor. Complement (2), (3) with the Showalter–Sidorov initial conditions 

0( ,0) = ( ) for all (0, ), =1, , =1, .ij ij jv s v s   s l i k j K∈                 (4) 
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Initially, a nondegenerate system of equations of the reaction-diffusion type 

1 1

2 2

= ( , ) ,

= ( , ) .
t

t

v v f v w u

w w f v w u

ε α
β

∆ + +
 ∆ + +

            (5) 

was obtained in [1–3], depending on the two desired functions v = v(s, t) and w = w(s, t). These systems 
model a large class of processes. In the case  

2 2
1 2( , ) = ( 1) , ( , ) =f v w v v w f v w v v wγ δ δ− + + −    (6) 

the system (5) describes the Lefever–Prigogine Brusselator [1], proposed as a model of an autocatalytic 
reaction with diffusion. The FitzHugh–Nagumo model [2, 3] is of this type with 

3
1 1 1 2 2 2( , ) = , ( , ) = .f v w w v f v w w v wβ κ β κ− − −                (7) 

The first qualitative analysis of the system (5) appeared in [4] under the assumption that the rate of 
change of one concentration is much greater than that of the other. This assumption leads to the 
degenerate system 

1 1

2 2

0 = ( , ) ,

= ( , ) .t

v f v w u

w w f v w u

α
β

∆ + +
 ∆ + +

               (8) 

The analysis of the morphology [4] of the phase spaces of the degenerate FitzHugh–Nagumo  
model (7), (8) and the Lefever–Prigogine Brusselator (6), (8) on open bounded regions showed that 
these phase spaces contain fold and cusp singularities [4]. Multicomponent reaction-diffusion models 
are studied in [5, 6]. They usually involve many inhibitors. Models with three and four components, one 
activator and two or three inhibitors, and their stability were studied in [5]. Goal of this article is reseach 
of multicomponent reaction-diffusuin with different numbers of inhibitors and activators not only 
inhibitors. 

Consider two Banach spaces X and U. The preimage of the degenerate system (1) with conditions 
(2), (3) is the abstract semilinear Sobolev-type equation 

( ) = , ker {0}.
d

Lx M x u L
dt

+ ≠                (9) 

Here L is a continuous linear operator and M is a smooth nonlinear operator to be specified. The 
analytic and qualitative aspects of initial (multipoint initial-final) value problems for linear and 
semilinear Sobolev-type models are studied in [7–12]. Complement (9) with the Showalter–Sidorov 
initial condition 

0( (0) ) = 0.L x x−                 (10) 
Considering this initial condition instead of the classical Cauchy condition  

0(0) =x x            (11) 
in the case of degenerate equation (9), we can avoid the lack of existence of a solution for arbitrary 
initial data [8]. Condition (10) directly generalizes condition (11) since Cauchy and Showalter–Sidorov 
problems are equivalent in the case that L–1 exists and is continuous. However, condition (10) fails to 
guarantee the uniqueness of solution to problem (9), (10), for instance in the cases that the phase 
manifold of (9) lies in a Banach manifold with singularities [4, 8]. Thus, to find conditions under which 
the solution is unique, we must study the structure of the phase manifold. 

Our goal is to study the optimal control problem  
( , ) minJ x u →                (12) 

by the solutions to (9), (10) in the weak generalized sense [13, 14]. Here J(x,u) is a certain purpose-built 
quality functional with control u∈Uad, where Uad is a closed convex set in the control space U. The 
optimal control problem for linear Sobolev-type equations with the Cauchy initial condition was 
originally posed and studied in [9]. That article initiated a series of studies of optimal control problems 
for linear Sobolev-type equations with various initial conditions [10–12]. Sufficient conditions for the 
existence of a solution to problem (9), (10), (12) when L is a Fredholm operator were obtained in [11]. 
We give sufficient conditions for the simplicity of the phase manifold of problem (1)–(3) in case L is not 
Fredholm operator. Optimal control problems in various reaction-diffusion models are studied in [12]. 
The Showalter–Sidorov problem and the optimal control problem for degenerate two-component 
FitzHugh–Nagumo model (7), (8) is considered in [12] in the case that β2 ≤ 0 and β1 = κ2. 
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This article is organized as follows. In the first section we talk about abstract semilinear Sobolev-
type equations and discuss sufficient conditions for the simplicity of the phase manifold of the abstract 
equations (9) in the case of s-monotone and p-coercive operator M and prove the existence and 
uniqueness of a solution to (9), (10) in the weak generalized sense using the Galerkin method. In the 
second section we construct a mathematical model of reaction-diffusion in a tubular reactor basing on 
the initial-boundary value problem for degenerate reaction-diffusion equations defined on a geometric 
graph. In the third section we study the optimal control problem for a mathematical model of neural 
signal transmission and give sufficient conditions for the existence of a solution to it. 
 
1. Abstract semilinear Sobolev-type equation in the case of s-monotone and p-coercive operator 

Consider abstract semilinear Sobolev-type equation (9) with the Showalter–Sidorov initial condition 
(10). All our arguments in this section will be based on the general theory of abstract Sobolev-type equa-
tions, which is described in sufficient detail in [8, 11]. Take a separable real Hilbert space H = (H;[·,·]) 
identified with its adjoint, as well as an adjoint pair (A; A*) with respect to [·,·] of reflexive separable 
Banach spaces such that the embeddings 

A⊂ H *A⊂               (13) 
are dense and continuous. Take a selfadjoint nonnegative definite operator L∈L(A;A*) with  

H ker cokerL L⊃ ≡ ⊂  H*, A= ker coim ,L L⊕  A* = coker im .L L⊕            (14) 
Remark 1. Condition (14) is satisfied, for instance, in the case that L∈L(A; A*) is a selfadjoint non-

negative definite Fredholm operator [11]. 
Take an s-monotone and p-coercive operator M∈Cr(A; A*) with r ≥ 1 (that is, [M'yx,x]>0 

∀ x,y∈A\{0} and ∃  CM, CM +∈ℝ  such that [M(x), x] ≥ CM
p

x  and 
*

( )M x ≤CM
1p

x
−

, where p ≥ 2) 

possessing symmetric Fréchet derivative. Note that every strongly monotone operator is s-monotone, 
while every s-monotone operator is strictly monotone. In turn, every p-coercive operator is strongly co-
ercive. 

By condition (14), there exists a projection Q along coker L onto im L. Make the assumption that 
( )I Q u−  is independent of (0, ).t T∈       (15) 

Consider the set  

M
{ : ( ) = ( ) }, ker {0};

=
, ker = {0}.

x A I Q Mx I Q u if L

A if L

∈ − − ≠



     (16) 

Introduce  

[ ]coim = { : , = 0 ker \ {0}}.L x A x Lϕ ϕ∈ ∀ ∈  

Denote by P the projection along ker L onto coim L. Given a point x0∈M, put x1
0  = Px0∈coim L. 

Definition 1. [8] Call a set M a Banach Cr-manifold at x0∈M whenever there exist neighborhoods 

O⊂ M and O1 ⊂ coim L of the points x0 and x10  = Px0 respectively and a Cr-diffeomorphism D: O1→O 
such that D–1 is the restriction of the projection P to O. Refer to the pair (D, O1) as a chart. The set M is 
called a Banach Cr-manifold modeled on the space coim L whenever each of its points admits a chart. 

Theorem 1. [8] Suppose that condition (15) is met and M is s-monotone and p-coercive operator. 
Then the set M is a Banach Cr-manifold projecting diffeomorphically along ker L onto coim L every-
where with the possible exception of the origin. 

The proof of the Theorem 1 is analogous to the proof of Theorem 1 in [8]. 
Remark 2. Observe that if x = x(t) for t∈[0,T] is a solution to (9) then it must lie in M. Refer to M as 

the phase manifold of equation (9). 
Since the space A is separable, there is an orthonormal system (in the sense of H) of functions {φi} 

which is complete in A. Construct Galerkin approximations to the solution to (9), (10) as 

=1

( , ) = ( ) ( ),
n

n
i i

i

x s t a t sϕ∑         (17) 

where the coefficients ai = ai(t) for i = 1,…,n are determined from the following problem: 
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[ ], ( ), = , ,n n
t i i iLx M x uϕ ϕ ϕ   +        (18) 

0( (0) ), = 0, =1, , ,n
iL x x i nϕ −  …     (19) 

0(0)nLx Lx→  for n → +∞  strongly in the subspace im L.  (20) 
In the case dimker L < +∞ it is necessary to have n > dimker L. Equation (18) constitute a degenerate 

system of ordinary differential equations. Suppose that Tn∈ℝ+, Tn = Tn(x0), and An = span{φ1,φ2,…,φn}. 
Lemma 1. [17] Let M be s-monotone and p-coercive operator. For every x0∈A there exists a unique 

local solution xn∈Cr(0, Tn; A
n) to problem (18), (19). 

The proof rests on the existence Theorem for solutions to a system of algebraic-differential equa-
tions with the Showalter–Sidorov condition [17]. 

Construct the space 

X 1
2= { | (0, ;coim ) (0, ; ), (0, ;coim )}.px x L T L L T A x L T  L∞∈ ∩ ∈ɺ  

Definition 2. [11] Call a weak generalized solution to (9) the vector function x∈X satisfying the 
condition 

[ ] 2
0 0

( ) ( ), = ( ) , , , (0, ).
T Td

t Lx M x w dt t u w dt w A L T
dt

ϕ ϕ ϕ + ∀ ∈ ∀ ∈  ∫ ∫             (21) 

Call a solution to (9) a solution to the Showalter–Sidorov problem  whenever it satisfies (10). 

Theorem 2. [11] Let M be s-monotone and p-coercive operator. For every x0∈A, T∈ℝ+, u∈L2(0, T; 
A*) there exists a unique solution x∈X to problem (9), (10). 

This goes in several stages and relies on the monotonicity method of [13, 14]. 
Assume that all requirements of the previous section are satisfied and the embedding A⊂ H is com-

pact. Construct the space U = Lq(0, T; A*), 
1 1

=1
p q

+  and define in it a nonempty closed convex set Uad. 

Consider the optimal control problem 
 

( , ) inf ,J x u →  u∈Uad       (22) 
defining the objective functional as 

*
0 0

( , ) = ( ) ( ) (1 ) ( ) , (0,1),
T T

p q
d A A

J x u x t z t dt u t dtβ β β− + − ∈∫ ∫           (23) 

Here zd = zd(t) is the required state. 
Definition 3. [11] Refer to a pair ( , )x u ∈ɶ ɶ X×Uad as a solution to the optimal control problem (9), 

(10), (22) if 

( , )
( , ) = ( , ),inf

x u
J x u J x uɶ ɶ  

where the pairs (x, u) ∈X×X×Uad satisfy (9), (10) in the sense of Definition 2; call the vector function uɶ  
the optimal control. 

Remark 3. Refer as an admissible element of problem (9), (10), (23) to a pair (x,u)∈X×Uad, satisfy-
ing problem (9), (10) with 

( , ) < .J x u +∞  
If Uad ≠ ∅  then for every u∈Uad⊂ U by Theorem 2 there exists a unique solution x = x(u) to prob-

lem (9), (10). Hence, the set of admissible elements of the problem is nonempty. Using the results ob-
tained in the paper [11] we can show that 

Theorem 3. [11] Let M be s-monotone and p-coercive operator. Given x0∈A and T∈ +ℝ , there ex-
ists a solution to problem (9), (10), (22). 
 
2. A mathematical model of reaction-diffusion in a tubular reactor  

In this section we construct a mathematical model of reaction-diffusion in a tubular reactor basing 
on the initial-boundary value problem for degenerate reaction-diffusion equations defined on a 
geometric graph and reduce it to the abstract Showalter–Sidorov problem (9), (10), we construct 
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functional spaces and establish the main properties of operators. Take on finite connected oriented graph 
G the multicomponent system of reaction-diffusion equations (1) with flow balance and continuity 
conditions (2), (3) and the Showalter–Sidorov initial conditions (4).  

Consider the Hilbert space  

2(L G 1 2 2) = { = ( , , , , , ) : (0, )}j K j jg g g g g g L l∈… …  

equipped with the inner product  

0

, = ( ) ( ) .

l j

j j j
E j

g h d g s h s ds
E

〈 〉
∈
∑ ∫  

Construct the Banach space  
1

1 2 2= { = ( , , , , , ) : (0, )j K j jH g g g g g g W l∈… …  and conditions (3) holds}  

with the norm 

2 2 2

0

= ( ( ) ( )) .

l j

j js jH
Ej

g d g s g s ds
E

+
∈
∑ ∫  

Put  
(pL G 1 2) = { = ( , , , , , ) : (0, )}.j K j p jg g g g g g L l∈… …  

The set Lp(G) is a Banach space with the norm  

p

Lp
g (G)

0

= | ( ) | .

l j
p

j j
E j

d g s ds
E∈

∑ ∫  

By the Sobolev embedding theorem, the space W1
2  (0,l j) consists of absolutely continuous func-

tions, and so H is well-defined, dense, and compactly embedded into L2 (G). Fix a>0 and construct the 
operator  

〈 A
0

, = ( ( ) ( ) ( ) ( )) ,

l j

j js js j j
Ej

g h d g s h s ag s h s ds
E

〉 +
∈
∑ ∫  , .g h H∈  

The operator A∈L(H;H*) is bijective, its spectrum is real, discrete, of finite multiplicity, and accumu-
lates only at +∞, while its eigenfunctions constitute a basis for the space H [15]. Denote by {φi} a se-
quence of eigenfunctions of the homogeneous Dirichlet problem for the operator A on the graph G, and 
by {µi} the associated sequence of eigenvalues in decreasing order with multiplicities taken into account. 

Consider the Hilbert space  

H 2= (mL G 1 2 2) = { = ( , , , ) : (m iv v v v v L∈… G)}  
equipped with the inner product  

[ ]
=1

, = ,
m

i i
i

v vζ ζ〈 〉∑  

and identified with its adjoint. By analogy, construct the space A = Hm and denote by A* the adjoint to A 
with respect to the inner product in H. Writing x = (v1, v2,…,vm), ζ = (ζ1, ζ2,…, ζm), and u = (u1, u2,…,um), 
define the operators  

1 1[ , ] = , , , ,k kLx v v x Aζ η η ζ〈 〉 + + 〈 〉 ∈…  

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2[ ( ), ] = , ( ), , ( ),

, ( ), , , .
s s s s

m ms ms m m

M x v f x v f x

v f x x A

ζ α ζ ζ α ζ ζ
α ζ ζ ζ
〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 +
+ 〈 〉 + 〈 〉 ∈

…
 

Lemma 2. (i) The operator L∈L(A; A*) is selfadjoint and nonnegative definite. 

(ii) Suppose that fij ∈C∞(ℝm, ℝ) for i = 1,m and j = 1,K . Then M∈C∞(A; A*).  
Proof. Claim (i) follows from the construction of L. The containment M∈C∞(A; A*) is a classical re-

sult [16]. 
Thus, problem (1)–(4) reduces to the Showalter–Sidorov problem (9), (10). 
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3. Optimal control problem for a mathematical model of neural signal transmission 
In the this section we apply the abstract results of the second section to study the optimal control 

problem for a mathematical model of neural signal transmission, which can be obtained from a 
multicomponent reaction-diffusion model (1) if fi take as (6). Proceed to a mathematical model of neural 
signal transmission based on the FitzHugh–Nagumo system 

3
1 1 1 11 1 12 2 1 1 1 1

3
2 2 2 21 1 22 2 2 2 2 2

3
1 1 2 2

1 ( 1) ( 1)1 1 ( 1)2 2 ( 1)

... = ,

... = ,

...

... = ,

...

jt jss j j m mj j j

jt jss j j m mj j j

kjt k kjss k j k j km mj k kj kj

k k jss k j k j k m m

v v v v v v u

v v v v v v u

v v v v v v u

v v v v

α β β β κ

α β β β κ

α β β β κ
α β β β+ + + + +

− + + + + +

− + + + + +

− + + + + +

− + + + + ( 1)

1 1 2 2

= ,

...

... =

for all (0, ), , =1, ,

j k j

m mjss m j m j mm mj mj

j

u

v v v v u

 s l t R j K

α β β β

+












 − + + + +

 ∈ ∈

            (24) 

defined on a finite connected oriented graph G and complemented with conditions (2), (3), where the 

matrix B = {βij} , 1
m
i j =  has the property 

[ ] [ ] [ ], > 0 : , , , .B
B B BC C C x x Bx x C x x∃ ≤ ≤          (25) 

By analogy with Section 2, consider the Hilbert space H=(L 2
m (G), [·,·]) and the Banach space A = Hm. 

By the Sobolev embedding theorem, there are dense continuous embeddings (13); furthermore, the 
embedding A⊂ H is compact. Write x = (v1, v2,…,vm), ζ = (ζ1, ζ2,…, ζm), and u = (u1, u2,…, um). Then the 
operator M = M1 + M2 becomes 

1 1 1 1 11 1 12 2 1 1 2 2 2

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

[ ( ), ] = , , ,

, ,

, , , ,

s s m m s s

m m m ms ms

m m mm m m

M x v v v v v

v v v v

v v v x A

ζ α ζ β β β ζ α ζ
β β β ζ α ζ

β β β ζ ζ

〈 〉 + 〈 + + + 〉 + 〈 〉 +
+〈 + + + 〉 + + 〈 〉 +

+〈 + + + 〉 ∈

…

… …

…

 

3 3 3
2 1 1 1 2 2 2 1[ ( ), ] = , , , , , ,k kM x v v v x Aζ κ ζ κ ζ κ ζ ζ〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 ∈…  

where 3 3 3 3
1 2= ( , , , )m m m mkv v v v… . 

Lemma 3. (i) Suppose that αi +∈ℝ  for i = 1,m and condition (25) is satisfied. Then the operator 
M1∈C∞(A; A*) is s-monotone and 2-coercive. 

(ii) Suppose that κi +∈ℝ  for i = 1,k . Then the operator M2∈C∞(L 4
k (G), L 4

3

k (G)) is s-monotone and 4-

coercive. 
Proof. The Fréchet derivatives of M1 and M2 at x∈A are defined as 

1 1 1 1 11 1 12 2 1 1

2 2 2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

[ , ] = , ,

, ,

, , , , ,

'
x s s m m

s s m m

m ms ms m m mm m m

M

x A

ξ ζ α ξ ζ β ξ β ξ β ξ ζ
α ξ ζ β ξ β ξ β ξ ζ

α ξ ζ β ξ β ξ β ξ ζ ζ

〈 〉 + 〈 + + + 〉 +
+ 〈 〉 + 〈 + + + 〉 + +

+ 〈 〉 + 〈 + + + 〉 ∈

…

… …

…

 

2 2 2
2 1 1 1 1 2 2 2 2[ , ] = 3 , 3 , 3 , , , .'

x k k k kM v v v x Aξ ζ κ ξ ζ κ ξ ζ κ ξ ζ ζ〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 ∈…  

Then the continuous embedding W1
2 (G) ⊂  L2(G) yields 

1| , | ,'
x A A

M Cξ ζ ξ ζ  ≤   

2
2| , | 3 ,'

x A A A
M C xξ ζ ξ ζ  ≤   

2 1 2 1 2| ( , ), | 6 ,''
x A A A A

M C xξ ξ ζ ξ ξ ζ  ≤   

2 1 2 3 1 2 3| ( , , ), | 6 , = ,max
'''

x iA A AA
i

M C Cξ ξ ξ ζ ξ ξ ξ ζ κ  ≤   
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where M'1x and M'2x stand for the Fréchet derivatives of M1 and M2 at x. Since M (2)
1x ≡O and M (4)

2x ≡O, the 

operators M1 and M2 are C∞-smooth. Since 

1 1 1 1 11 1 12 2 1 1

2 2 2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

[ , ] = , ,

, ,

, , > 0, , ,

'
x s s m m

s s m m

m ms ms m m mm m m

M

x A

ξ ξ α ξ ξ β ξ β ξ β ξ ξ
α ξ ξ β ξ β ξ β ξ ξ

α ξ ξ β ξ β ξ β ξ ξ ξ

〈 〉 + 〈 + + + 〉 +
+ 〈 〉 + 〈 + + + 〉 + +

+ 〈 〉 + 〈 + + + 〉 ∈

…

… …

…

 

2 2 2
2 1 1 1 1 2 2 2 2[ , ] = 3 , 3 , 3 , > 0, , ,'

x k k k kM v v v x Aξ ξ κ ξ ξ κ ξ ξ κ ξ ξ ξ〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 ∈…  
it follows that the operators M1 and M2 are s -monotone. Since 

[ ]2 2
1 1 2( ), ,

A A
C x M x x C x≤ ≤  

[ ]2 1 1
4

4( ), =
L

M x x vκ (G) 2 2
4

4
L

vκ+ (G) 
4

4
k k L

vκ+ +… (G), 

it follows that M1 is 2-coercive and M2 is 4-coercive. 
Remark 4. By the construction of L, the sets ker L, coim L, coker L, and im L are defined as 

ker = {0} {0} {0} ,
m kk

L H H H
−

× × × × × × ×����������������������
… …  

coim {0} {0} {0} ,
k m k

L H H H
−

= × ×…× × × ×…×��������� �����������
 

* * *coker {0} {0} {0} ,
m kk

L H H H
−

= × ×…× × × ×…×������������������������
 

* * *im {0} {0} {0} .
k m k

L H H H
−

= × ×…× × × ×…×����������� �����������
 

Hence, condition (14) is satisfied. 
Construct the set  

M { 1 ( 1) ( 1) ( 1)1 1 ( 1)2 2= : ,k k s k s k kx A v v vα ξ β β+ + + + +∈ 〈 〉 + 〈 + + +…  

( 1) 1 1 1 2 2, ,k m m k m ms ms m mv v v vβ ξ α ξ β β+ ++ 〉 + + 〈 〉 + 〈 + + +… …  

}( 1) 1, = , , .mm m m k k m mv u uβ ξ ξ ξ+ ++ 〉 〈 〉 + + 〈 〉…  

Condition (15) becomes  

1(0, ,0, , , )k mu u+… … is independent of t∈(0,T)             (26) 
Then Theorem 1 and Lemmas 2 and 3 imply the following theorem. 

Theorem 4. Suppose that αi +∈ℝ  for i = 1,m, κi +∈ℝ  for i = 1,k  and conditions (25) and (26) are 
satisfied. Then the set M is a simple Banach C∞-manifold modeled on the subspace coim L. 

Construct the spaces 
X 1 2 1 4= { = ( , ,..., , ,..., ) : (0, ; ) (0, ; )),k k m ix v v v v v v L T H L T H+ ∞∈ ∩  

2 2(0, ; ), =1,..., ; (0, ; ) (0, ; )),i
i

dv
L T H i k v L T H L T H

dt ∞∈ ∈ ∩  

U 1 2 4 4
3

= { = ( , ,..., ) : (0, ; ( )), =1, , ;m iu u u u u L T L G i k∈ …  

*
2(0, ; ), = 1,..., }.iu L T H i k m∈ +  

By analogy with Section 2, construct an orthonormal system {φ1, φ2,…, φi}, where {φi} are 
eigenvectors of A, which in view of the embedding (13) constitutes a basis for the space H. Construct 
Galerkin approximations to the solution to problem (2), (3), (24) as 

=1

( , ) = ( ) ( ), =1, , ,
n

n l
i i l

l

v s t a t s i mϕ∑ …  

where the coefficients a l
i  for i = 1,m and l = 1,n are determined by the system 
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3
1 1 1 11 1 12 2 1 1 1 1

3
2 2 2 21 1 22 2 2 2 2 2

3
1 1 2 2

1 ( 1)

... ( ) , = , ,

... ( ) , = , ,

...

... ( ) , = , ,

n n n n n n
t ss m m i i

n n n n n n
t ss m m i i

n n n n n n
kt k kss k k km m k k i k i

n
k k ss

v v v v v v u

v v v v v v u

v v v v v v u

v

α β β β κ ϕ ϕ

α β β β κ ϕ ϕ

α β β β κ ϕ ϕ

α β+ +

〈 − + + + + + 〉 〈 〉

〈 − + + + + + 〉 〈 〉

〈 − + + + + + 〉 〈 〉

〈− + ( 1)1 1 ( 1)2 2 ( 1) ( 1)

1 1 2 2

... , = , ,

...

... , = , ,

=1, ,

n n n
k k k m m i k i

n n n n
m mss m m mm m i m i

v v v u

v v v v u

i n

β β ϕ ϕ

α β β β ϕ ϕ

+ + + +










+ + + 〉 〈 〉


 〈− + + + + 〉 〈 〉



 

and the Showalter–Sidorov conditions 

1 01 0(0) , = 0,..., (0) , = 0, =1, .i k k iv v v v i nϕ ϕ〈 − 〉 〈 − 〉  
Then Theorem 2 and Lemmas 2 and 3 imply the following theorem. 

Theorem 5. Suppose that αi +∈ℝ  for i = 1,m, κi +∈ℝ  for i = 1,k  and conditions (25) are satisfied. 
Given x0∈A and u∈U, there exists a unique solution x∈X to problem (2)–(4), (24). 

Choose a nonempty closed convex set Uad⊂ U. Consider the optimal control problem 
( , ) infJ x u →              (27) 

by solutions to problem (2)–(4), (25), where the objective functional is defined as 
2 4

(G) (G)2 4=1 = 10 0

( , ) =
T Tk m

d d
i i i iL L

i i k

J x u v z dt v z dtβ β
+

− + − +∑ ∑∫ ∫  

4
2 3

(G) (G)2 4=1 = 10 0
3

(1 ) (1 ) , (0,1),
T Tk m

i mL L
i i k

u dt u dtβ β β
+

+ − + − ∈∑ ∑∫ ∫  

Then Theorem 3 and Lemmas 2 and 3 imply the following Theorem. 

Theorem 6. Suppose that αi, κi +∈ℝ  for i = 1,m and conditions (26) are satisfied. Then for every 
x0∈A problem (2)–(4), (24), (27) admits optimal control. 

The author is grateful to Professors N.A. Manakova and G.A. Sviridyuk for setting the problem and 
productive discussions. 
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯМИ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ 
МОДЕЛИ РЕАКЦИИ-ДИФФУЗИИ В ТРУБЧАТОМ РЕАКТОРЕ 
 
О.В. Гаврилова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: gavrilovaov@susu.ru 
 

Статья посвящена изучению математической модели реакции-диффузии в трубчатом реакто-
ре на основе вырожденных уравнений типа реакции-диффузии, заданных на геометрическом 
графе. Исследуется именно вырожденный случай, так как при построении математической моде-
ли учитывается, что скорость одной искомой функции значительно превышает скорость другой. 
Изучаемая модель относится к широкому классу полулинейных моделей соболевского типа. 
Приводятся достаточные условия простоты фазового многообразия абстрактного уравнения со-
болевского типа в случае s-монотонного и p-коэрцитивного оператора; доказываются существо-
вание и единственность решения задачи Шоуолтера–Сидорова в слабом обобщенном смысле и 
существование оптимального управления слабыми обобщенными решениями рассматриваемой 
задачи. На основе абстрактной теории найдены достаточные условия существования оптималь-
ного управления для математической модели передачи импульса по нейронам. 

Ключевые слова: уравнения соболевского типа; фазовое многообразие; задача Шоуолтера–
Сидорова; система уравнений реакция-диффузия; задача оптимального управления. 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В ТРУБЕ 
С ПРОНИЦАЕМОЙ СТЕНКОЙ 
 

Х.М. Гамзаев 
Азербайджанский государственный университет нефти и промышленности, г. Баку,  
Азербайджан 
E-mail: xan.h@rambler.ru 
 

Рассматривается процесс нестационарного течения вязкой несжимае-
мой жидкости в трубе с проницаемой стенкой, описываемый нелинейной 
системой дифференциальных уравнений в частных производных в пере-
менных скорость–давление. Эта система уравнений сводится к одному не-
линейному уравнению параболического типа относительно скорости. В 
рамках полученной модели поставлена обратная задача по определению ко-
эффициента проницаемости стенки трубы, зависящего лишь от временной 
переменной. При этом на выходе трубы задается дополнительное условие 
относительно давления жидкости. Построен разностный аналог поставлен-
ной коэффициентной обратной задачи с использованием конечно-
разностных аппроксимаций. Для решения полученной разностной задачи 
предложено специальное представление, позволяющее на каждом дискрет-
ном значении временной переменной расщепить  задачу на две взаимно не-
зависимые линейные разностные задачи  второго порядка. 

В результате получена явная формула для  определения приближенно-
го значения коэффициента проницаемости стенки при каждом дискретном 
значении временной переменной. На основе предложенного вычислитель-
ного алгоритма были проведены численные эксперименты для модельных 
задач. 

Ключевые слова: нестационарное течение жидкости; труба с прони-
цаемой стенкой; коэффициент проницаемости стенки трубы; коэффи-
циентная обратная задача; разностная задача. 

 

Введение 
Гидродинамические исследования движения однофазных жидкостей  в перфорированных 

трубах помимо теоретического значения, имеют и многочисленные практические применения в 
пневмо- и гидротранспорте, химической технологии, разработке нефтяных и газовых месторож-
дений горизонтальными скважинами, ракетной технике, мелиорации, гидрологии, биомеханике и 
т. д. [1–4]. При исследовании таких задач дискретное распределение точек перфорации (точек 
отбора или подкачки  жидкости) заменяется непрерывным и исследования задач сводятся к изу-
чению нестационарного движения жидкости в трубах с проницаемыми стенками. Численному и 
аналитическому исследованию математических моделей нестационарного течения жидкостей с 
различными реологическими свойствами в трубах с проницаемыми стенками посвящены работы 
[1–7]. 

Необходимо отметить, что для практики транспорта однофазных жидкостей в трубах с про-
ницаемыми стенками важное значение имеет определение коэффициента проницаемости стенки 
трубы. Однако определить коэффициент проницаемости стенки экспериментальным путем прак-
тически не представляется возможным. В связи с этим в данной работе задача  определения ко-
эффициента  проницаемости стенки трубы представляется как коэффициентная обратная задача и 
предлагается численный метод ее решения. 
 

Постановка задачи и метод решения 
Пусть рассматривается процесс нестационарного течения несжимаемой  вязкой жидкости в 

горизонтально расположенной трубе с проницаемой стенкой, длиной l , диаметром d . Матема-
тическую модель данного процесса представим в виде системы дифференциальных уравнений в  
частных производных, включающую в себя уравнение движения: 
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( , )( , ) ( , ) 1 ( , )
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2

u x tu x t u x t p x t u
u x t v u x t

t x x dx

λ
ρ

∂ ∂ ∂ ∂+ = − + −
∂ ∂ ∂ ∂

,                          (1) 

и дифференциальное уравнение неразрывности потока с учетом расхода жидкости через стенки 
трубы: 

( , ) 4
( , )

u x t
q x t

x d

∂− =
∂

,                                                             (2) 

где ( , )p x t  – давление жидкости в трубе, ( , )u x t  – средняя скорость по сечению трубы, ( , )q x t  – 
скорость оттока жидкости через стенку трубы, v  – кинематическая  вязкость жидкости, ρ –
плотность жидкости, λ  – коэффициент гидравлического сопротивления. 

Предположим, что отток жидкости через проницаемую стенку трубы происходит в соответ-
ствии с законом Старлинга [5, 6], согласно которому скорость оттока жидкости прямо пропор-
циональна разнице между давлением жидкости внутри трубы и давлением в окружающей среде: 

( , ) ( )( ( , ) ( , ))eq x t k t p x t p x t= − ,                                                     (3) 

где ( , )ep x t  – давление внешней среды, ( )k t  – коэффициент  проницаемости стенки трубы. Учи-
тывая соотношение (3), уравнение (2) запишем в виде: 

( , ) 4
( )( ( , ) ( , ))e

u x t
k t p x t p x t

x d

∂− = −
∂

.                                                (4) 

Преобразуем систему уравнений (1), (4). Найдем ( , )p x t  из  уравнения (4) 

( , )
( , ) ( , )

4 ( )e
d u x t

p x t p x t
k t x

∂= −
∂

,                                                     (5) 

и полученное выражение подставим в уравнение (1). В результате получим: 
2 2

2 2

( , )( , )( , ) ( , ) 1 ( , ) ( , )
( , ) ( , )

4 ( ) 2
e u x tp x tu x t u x t d u x t u x t

u x t v u x t
t x x k t dx x

λ
ρ ρ

∂∂ ∂ ∂ ∂+ = − + + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,      (6) 

0 , 0x l t T< < < ≤ . 
Предположим, что для уравнения (6) известно следующее начальное 

( ,0) ( )u x xφ=                                                                     (7) 
и граничные условия 

(0, ) ( )u t tθ= ,                                                                    (8) 

( , ) ( )u l t w t= .                                                                    (9) 
Очевидно, что, задавая функции ( )xφ , ( )tθ , ( )w t , ( )k t , решив  прямую задачу (6)–(9), можно 

найти распределение скорости течения в трубе ( , )u x t . А по формуле (5) – распределение давле-
ния по длине трубы. Теперь предположим, что коэффициент проницаемости стенки трубы ( )k t   

неизвестен  и подлежит определению наряду с функцией ( , )u x t . Однако для корректной поста-
новки задачи необходимо задавать дополнительное условие. Пусть в конце трубы x l=  наряду со 
скоростью течения одновременно задается и давление жидкости 

( , ) ( )p l t tγ= . 
Тогда, записав уравнение (4), при x l=  с учетом краевого условия для давления, в качестве 

дополнительного условия для уравнения (6) будем иметь 
( , ) 4

( )( ( ) ( , ))e
u l t

k t t p l t
x d

γ∂− = −
∂

.                                                 (10) 

Таким образом, задача заключается в определении пары функций{ ( , ), ( )u x t k t }, удовлетво-
ряющих уравнению (6) и условиям (7)–(10). Поставленная задача (6)–(10) относится к классу ко-
эффициентных обратных задач математической физики [8, 9]. 

Для численного решения коэффициентной обратной задачи (6)–(10), сначала построим ее 
дискретный аналог. С этой целью введем равномерную разностную сетку 

{ }( , ) : , , 0,1,2,... , 0,1,2,...j i i jt x x i x t j t i n j mω = = ∆ = ∆ = = , 
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в прямоугольной области { }0 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤  с шагами  /x l n∆ =  по переменной x  и /t T m∆ =  

по времени t . Используя полунеявную аппроксимацию по времени для нелинейных членов 
уравнения  (6), дискретный аналог задачи (6)–(10) на сетке ω  представим в виде  

11 111
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 21 1

4 2 2

jj j j j j j jj j jj j
ij ji i i e ei i i i i i i i i

i ij

uu u u u u u u u p pu u d
u v u

t x d xx k x

λ

ρ ρ

−− −−−
− − + − + − + −− − + − + −−

+ = + − −
∆ ∆ ∆∆ ∆

1, 2, . . . , 1i n= − , 
0
i iu φ= , 0, 2, . . . ,i n= , 

0
j ju θ= , j j

nu w= , 

1 4
( )

jj
j j jn n

en
u u

k p
x d

γ−−
− = −

∆
,  

где ( ),j
i i ju u x t≈ , ( ),j

ei e i jp p x t≈ , ( )j
jk k t≈ , ( )j

jtγ γ= , ( )j
jw w t= , ( )j

jtθ θ= , ( )i ixφ φ= . 

Полученная разностная задача представляет собой систему линейных алгебраических урав-
нений, в которой в качестве неизвестных выступают приближенные значения искомых функций 

( , )u x t  и ( )k t  в узлах  разностной сетки ω , т. е. ,j j
iu k , 0, 1, 2, ...,i n= , 1, 2, 3, ....,j m= . Данную 

систему разностных уравнений преобразуем к виду: 

1 1
1 1

1j jj j j
i i i i i ii i j

a u c u b u g f
k

− −
− +− + = + ,    1, 2, . . . , 1i n= − ,                             (11) 

0
j ju θ= ,                                                                    (12) 
j j
nu w= ,                                                                    (13) 

1
4

( )jj j j j
n ennu u k p x

d
γ−= − − ∆ ,                                                 (14) 

1, 2, . . . ,j m= , 
0
i iu φ= , 0, 2, . . . ,i n= ,                                                       (15) 

где   

1j
i ia v t u t x−= ∆ + ∆ ∆ , ib v t= ∆ , 

1
2 2| |

2

j
i

i i i
u

c a b x x t
d

λ −
= + + ∆ + ∆ ∆ , 

1 11
1 1 1( 2 )

4

j jj
j ii i

i
d u u u t

g
ρ

− −−
− + −− + ∆

= − , 1 2 11 1( )

2

j j
j je ei i

i i
p p t x

f x u
ρ

− −+ −− ∆ ∆
= − ∆ . 

С целью разделения разностной задачи (11)–(15) на взаимно независимые подзадачи, каждая 
из которых может решаться самостоятельно, решение этой системы при каждом фиксированном 
значении j , 1, 2, . . . ,j m=  представим в виде [10, 11]: 

1j j j
i i ij

u
k

ξ η= + , 0, 1,...,i n= ,                                                     (16) 

где  ,j j
i iξ η  – неизвестные переменные. Подставляя выражение для j

iu  в (11)–(13), получим  

1 1
1 1 1 1

1
0j j j jj j j j

i i i i i i i i i ii i i ij
a c b f a c b g

k
ξ ξ ξ ξ ξ ξ− −

− + − +   − + − + − + − =    , 0 0
1j j j

jk
ξ η θ+ = , 

1j j j
n nj

w
k

ξ η+ = . 

Из последних соотношений получим следующие разностные задачи для определения вспо-

могательных переменных ,j j
i iξ η  

1
1 1

j jj j
i i i i ii ia c b fξ ξ ξ −

− +− + = ,                                                     (17) 

0
j jξ θ= ,                                                                    (18) 
j j

n wξ = .                                                                    (19) 
1

1 1
j jj j

i i i i ii ia c b gη η η −
− +− + = ,                                                    (20) 
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0 0jη = ,                                                                     (21) 

0j
nη = .                                                                     (22) 

Разностные задачи (17)–(19) и (20)–(22) при каждом фиксированном значении 1, 2, . . . ,j m=  
представляют собой систему линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей, 
и решения этих систем можно найти методом Томаса [9]. 

Подставив представление (16) в (14), будем иметь: 

1 1
1 1 4

( )j jj j j j j
n n enn nj j

k p x
dk k

ξ η ξ η γ− −+ = + − − ∆ . 

Отсюда можно определить приближенное значение коэффициента  проницаемости стенки 

трубы jk  как положительный корень данного уравнения 
2 2

1 1 1( ) ( ) 16 ( )( )

4( )

j j jj j j j j
n n n enn n nj

j j
en

d d d x p
k

p x/d

ξ ξ ξ ξ η η γ
γ

− − −− − ± − − ∆ − −
=

− ∆
.                     (23) 

Определив jk  по формуле (23), можно последовательно найти 1 2 1, ,...,j j j
nu u u −   по рекуррент-

ной формуле (16). 
После определения распределения скорости жидкости по длине трубопровода можно перей-

ти к определению распределения давления. Построив дискретный аналог уравнения (5) на сетке 
ω , получим следующую расчетную формулу  для вычисления давления 

1

4

j j
j j ii

i ei j

u ud
p p

xk
+ −

= −
∆

, 0, 1, 2,. . . , 1i n= − .                                       (24) 

Таким образом, вычислительный алгоритм решения коэффициентной обратной задачи  
(6)–(10) по определению коэффициента проницаемости стенки трубы ( )k t  при каждом дискрет-

ном значении временной  переменной , 1, 2, . . . ,jt j m=  основан на: 

1) решении  двух линейных разностных задач второго порядка (17)–(19) и (20)–(22) относи-

тельно вспомогательных переменных  ,j j
i iξ η ,  1,i n= ; 

2) определении jk  из (23); 

3) использовании представления (16)  для  вычисления j
iu , 1, 1i n= − . 

 
Результаты численных расчетов 

Предложенный  вычислительный алгоритм был опробован на модельных задачах. Численные 
расчеты проводились по следующей схеме:  

– для заданных функций ( )xφ , ( )tθ , ( )w t , ( )k t  определяется решение прямой задачи  (6)–(9), 
т. е. функция ( , )u x t ,  0 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ ; 

– найденная зависимость  
( , )

( , ) ( , ) ( )
4 ( )e

d u l t
p l t p l t t

k t x
γ∂= − =

∂
 принимается  в качестве точ-

ных данных для решения обратной задачи по восстановлению ( )k t . 
Численные расчеты выполнялись на разностной сетке с шагами x∆  = 0,5 м, t∆  = 0,01 с. 

Результаты численного эксперимента, проведенного для случая d  = 0,4 м,  l  = 100 м, ( )tθ  = 
1,5 м/с, ( )w t  = 0,5 м/с, ( ) 1,5 /x x lφ = −  м/с, ρ  = 1000 кг/м3, v  = 10–6 м2/с, ( )k t  = 0,05 м2·с/кг, 

( ) 0,4 0,3sin10k t t= −  м2·с/кг, ( ) 0,1/k t t=  м2·с/кг, λ  = 0,02 представлены в таблице. 
Результаты численного эксперимента свидетельствуют, что предложенный вычислительный 

алгоритм с высокой точностью восстанавливает зависимость коэффициента проницаемости стен-
ки трубы от времени. 

Анализ результатов численных расчетов показывает, что предложенный метод численного 
моделирования можно применять при исследовании процессов течения однофазных жидкостей в 
трубах с проницаемыми стенками. 
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Численные результаты по определению функции ( )k t  

( ) 0,05k t =  ( ) 0,4 0,3sin10k t t= −  ( ) 0,1/k t t=   

jt , с 
Точное Вычисл. Точное Вычисл. Точное Вычисл. 

0,5 0,05 0,05 0,688 0,688 0,141 0,141 
1,0 0,05 0,05 0,563 0,563 0,100 0,100 
1,5 0,05 0,05 0,205 0,205 0,082 0,082 
2,0 0,05 0,05 0,126 0,126 0,071 0,071 
2,5 0,05 0,05 0,440 0,440 0,063 0,063 
3,0 0,05 0,05 0,696 0,696 0,058 0,058 
3,5 0,05 0,05 0,528 0,528 0,053 0,053 
4,0 0,05 0,05 0,176 0,176 0,050 0,050 
4,5 0,05 0,05 0,145 0,145 0,047 0,047 
5,0 0,05 0,05 0,479 0,479 0,045 0,045 
5,5 0,05 0,05 0,700 0,700 0,043 0,043 
6,0 0,05 0,05 0,491 0,491 0,041 0,041 
6,5 0,05 0,05 0,152 0,152 0,039 0,039 
7,0 0,05 0,05 0,168 0,168 0,038 0,038 
7,5 0,05 0,05 0,516 0,516 0,037 0,037 
8,0 0,05 0,05 0,698 0,698 0,035 0,035 
8,5 0,05 0,05 0,453 0,453 0,034 0,034 
9,0 0,05 0,05 0,132 0,132 0,033 0,033 
9,5 0,05 0,05 0,195 0,195 0,032 0,032 
10,0 0,05 0,05 0,552 0,552 0,032 0,032 

 
Заключение 

В рамках одномерной модели нестационарного течения вязкой несжимаемой жидкости в 
трубе с проницаемой стенкой рассмотрена коэффициентная обратная задача по определению за-
висимости коэффициента проницаемости стенки от времени. Предложенный безитерационный 
вычислительный алгоритм позволяет в каждом временном слое последовательно определять ко-
эффициент проницаемости стенки, распределение скорости жидкости и давление по всей длине 
трубы.  
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The process of unsteady flow of viscous incompressible fluid in a pipe with a permeable wall de-

scribed by a nonlinear system of partial differential equations in the velocity–pressure variables is con-
sidered. This system of equations is reduced to a single nonlinear equation of parabolic type with respect 
to velocity. Within the framework of the obtained model, the inverse problem is posed to determine the 
permeability coefficient of the pipe wall, which depends only on the time variable. In this case, an addi-
tional condition relative to the fluid pressure is set at the outlet of the pipe. A difference analogue of the 
coefficient inverse problem is built using finite-difference approximations. For the solution of the re-
ceived difference problem, the special representation is offered allowing to split problems into two mu-
tually independent linear difference problems of the second order on each discrete value of a time vari-
able. 

As a result, an explicit formula is obtained to determine the approximate value of the wall perme-
ability coefficient for each discrete value of the time variable. On the basis of the proposed computa-
tional algorithm, numerical experiments were carried out for model problems. 

Keywords: unsteady fluid flow; pipe with permeable wall; coefficient of permeability of the pipe 
wall; coefficient inverse problem; difference problem. 
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О ЯВНОМ РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТИПА НЕЙМАНА  
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ЕДИНИЧНОМ 
КРУГЕ 
 
К.М. Расулов 
Смоленский государственный университет, г. Смоленск, Российская Федерация 
E-mail: kahrimanr@yandex.ru 
 

Для качественного исследования краевых задач в тех или иных классах 
функций комплексного переменного существенное значение имеет пробле-
ма разрешимости этих задач в явном виде, т. е. возможности построения 
общих решений рассматриваемых задач, используя лишь формулы реше-
ния классических скалярных краевых задач Римана или Гильберта для 
аналитических функций, а также решая конечное число систем линейных 
алгебраических уравнений и/или линейных дифференциальных уравнений, 
для которых матрица системы может быть выписана в квадратурах. В 
представленной статье рассматривается на комплексной плоскости одно 
семейство дифференциальных уравнений с частными производными второ-
го порядка с коэффициентом при искомой функции, зависящим от нату-
рального параметра n, а решения которого принято называть обобщенны-
ми аналитическими функциями порядка n. Кроме того, в статье сформули-
рована общая постановка краевой задачи типа Неймана для обобщенных 
аналитических функций произвольного порядка n, а также получен явный 
метод решения поставленной краевой задачи в классе обобщенных анали-
тических функций первого порядка в случае, когда носителем краевых ус-
ловий является единичная окружность. Установлено, что в рассматривае-
мом случае решение задачи типа Неймана для обобщенных аналитических 
функций первого порядка редуцируется к последовательному решению 
простейшей скалярной задачи Римана в классе ограниченных на бесконеч-
ности кусочно аналитических функций и одного линейного дифференци-
ального уравнения Эйлера второго порядка, т. е. искомая задача в рассмат-
риваемом случае допускает полное описание картины ее разрешимости. 
Полученные общие результаты иллюстрируются на конкретном примере. 

Ключевые слова: краевая задача; задача типа Неймана; явное решение, 
обобщенная аналитическая функция; дифференциальное уравнение Эйлера; еди-
ничная окружность. 

 

1. Для z T+∈ , где T+  – некоторая область на плоскости переменного z x iy= + , рассмотрим 
семейство дифференциальных уравнений: 

2

2

( 1)
0,

(1 )

W n n
W

z z zz

∂ ++ =
∂ ∂ +

 (1) 

здесь 
1

,
2

i
z x y

 ∂ ∂ ∂= − ∂ ∂ ∂ 

1
,

2
i

z x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
 n∈ N , а ( ) ( , ) ( , )W z U x y iV x y= +  – искомая функция. 

Насколько нам известно, впервые на некоторые качественные свойства решений семейства 
уравнений (1) обратил внимание К.В. Бауэр (K.W. Bauer) в работе [1]. Более подробно функцио-
нальные свойства решений семейства уравнений (1) изложены в монографии [2]. В частности, в 
[2] установлено, что при каждом фиксированном значении параметра n  общее решение диффе-

ренциального уравнения (1) в некоторой односвязной области T+  можно представить в виде 

                         1
1 1

( ) ( )
( ) (1 ) ,

(1 ) (1 )

n n
n

n n n n

φ z f z
W z zz

z zz z zz

+ +
+

+ +

   ∂ ∂ 
 = + +   

∂ + ∂ +       

  z T+∈ ,                      (2) 

где ( ), ( )z f zϕ+ +  – голоморфные в T+  функции. 
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Далее, следуя [3], функции вида (2) будем называть обобщенными аналитическими функ-

циями порядка n  в области T+ , а функции ( )zϕ+  и ( )f z+ , входящие в правую часть равенства 
(2), для удобства назовем соответственно первой и второй голоморфными компонентами обоб-
щенной аналитической функции ( )W z . При этом класс всех обобщенных аналитических функ-

ций порядка n  в области T+  будем обозначать символом ( )nGA T+ . 

Пусть граница L  области T+  – гладкая кривая Жордана. Для удобства символом 
( )( ) ( )m

nGA T H L+ ∩  будем обозначать класс обобщенных аналитических порядка n  ( 1n ≥ ) в об-

ласти T+  функций ( )W z , голоморфные компоненты которых непрерывны в смысле Гельдера в 

T L+ ∪  вместе со своими производными до порядка m  включительно, т. е. 
( )( ), ( ) ( ) ( )mφ z f z A T H L+ + +∈ ∩ . 

Сформулируем теперь общую постановку задачи Неймана для обобщенных аналитических 
функций порядка n  или, короче, задачи nN : найти все функции ( )W z , принадлежащие классу 

( 1)( ) ( )n
nGA T H L+ +∩ , граничные значения которых удовлетворяют следующему соотношению: 

( )
( ), ,

W t
h t t L

n−

∂ = ∈
∂

                                                            (3) 

где n−∂ ∂  – производная по внешней нормали к L , а ( )h t  – заданная функция, удовлетворяющая 

условию Гельдера, т. е. ( ) ( )h t H L∈ . 
Далее, говоря о том, что краевая (граничная) задача решается в явном виде (см. также [4–5]), 

мы будем иметь ввиду, что ее общее решение можно найти, используя лишь формулы для реше-
ния скалярной задачи сопряжения для голоморфных функций, а также решая конечное число ли-
нейных дифференциальных уравнений и (или) систем линейных алгебраических уравнений, мат-
рицы которых определяются с помощью квадратур. 

Ранее автором [7] было установлено, что краевая задача Дирихле для функций класса 
( )( ) ( )n

nGA T H L+ ∩  в круговых областях решается в явном виде. Главной целью данной статьи 

является установление того факта, что задачу nN  в классах ( 1)( ) ( )n
nGA T H L+ +∩  также можно 

решить в явном виде, например, в случае, когда 1n =  и { : 1}T z z+ = < .  

2. Явный метод решения задачи nN  в случае, когда 1n = , { : 1}T z z+ = <  и { : 1}L t t= = . В 

силу представления (2) при 1n =  и { : 1}T z z+ = <  всякую обобщенную аналитическую функцию 

( )W z  из класса (2)
1( ) ( )GA T H L+ ∩  можно задавать так: 

  
( ) 2 ( ) 2

( ) ( ) ( )
1 1

d z z df z z
W z z f z

dz dzzz zz

ϕ ϕ
+ +

+ += − + −
+ +

, z T+∈ ,       (4) 

где (2)( ), ( ) ( ) ( )φ z f z A T H L+ + +∈ ∩ .  

Итак, решения краевой задачи 1N  будем искать в виде (4). Тогда учитывая, что на 

{ : 1}L t t= =  выполняется тождество 
1

t
t

=  и справедливо соотношение (см., например, [4, с. 37] 

или [5, с. 303]) 
1

,
W W W

t
n t t t−

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

               (5) 

граничное условие (3) в рассматриваемом случае примет вид: 
2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ),

d φ t dφ t d f t df t
t t h t t L

dt dtdt dt

+ + + +
− + − = ∈ .            (6) 

В свою очередь, из (6) получаем равенство 

( ) ( ) ( ),t F t h t+ +Φ = − +  t L∈ ,       (7) 
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при получении которого были приняты обозначения: 
2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) ,

d φ z dφ z d f z df z
z z F z z z T

dz dzdz dz

+ + + +
+ + +Φ = − = − ∈ .                 (8) 

Пусть T−  – дополнение замкнутого единичного круга T L+ ∪  до расширенной комплексной 

плоскости (т. е. ( )T T L− += ∪C \ ). Тогда, вводя в рассмотрение вспомогательную голоморфную 

в T−  функцию ( )F z− , связанную с ( )F z+  по формуле 

1
( ) , ,F z F z T

z
− + − = ∈ 

 
      (9) 

равенству (7) можно придать следующий вид: 

( ) ( ) ( ),t F t h t+ −Φ = − +  t L∈ .      (10) 
Полученное равенство (10) служит граничным условием простейшей задачи сопряжения от-

носительно ограниченной на бесконечности кусочно голоморфной функции 

( ) { ( ), ( )}z z F z+ −Φ = Φ (см. [6, с. 106]). 
Решения задачи сопряжения (10) задаются формулами (см., например, [6, с. 112]): 

1 ( )
( ) , ,

2

h
z d C z T

i z

τ τ
π τ

+ +Φ = − ∈
−∫            (11) 

1 ( )
( ) , ,

2

h
F z d C z T

i z

τ τ
π τ

− −= − + ∈
−∫      (12) 

где C iα β= +  – произвольная константа. 
В силу формул (9) и (12) получаем 

1 ( )
( ) ,

2 1

z h
F z F d C z T

z i z

τ τ
π τ

+ − + = = + ∈  − 
∫ .           (13) 

На основании (8), (11) и (12), относительно голоморфных компонент ( )φ z+ , ( )f z+  искомой 
обобщенной аналитической функции ( )W z , получаем следующие уравнения: 

2

2

( ) ( )
( ), ,

d φ z dφ z
z z z T

dzdz

+ +
+ +− = Φ ∈        (14) 

2

2

( ) ( )
( ), ,

d f z df z
z F z z T

dzdz

+ +
+ +− = ∈             (15) 

здесь ( )z+Φ  и ( )F z+  – функции, определяемые по формулам (11) и (13) соответственно. 
Поскольку дифференциальные уравнения (14) и (15) отличаются лишь правыми частями, то 

достаточно построить общее решение одного из них, например, (14). 

Сначала с помощью подстановки 
( )

( )
d z

z
dz

ϕψ
+

+ =  уравнение (14) перепишем в виде 

( )
( ) ( ), ,

d z
z z z T

dz

ψ ψ
+

+ +− = Φ ∈                (16) 

Уравнение (16) в классе голоморфных функций (1)( ) ( ) ( )ψ z A T H L+ +∈ ∩  разрешимо тогда и 
только тогда, когда выполняются условия [5, с. 161]: 

1

2

1
2 1

2
1

(0)
0,

( ) ( )
,

(1 )

1 ( )
,

(1 )

d

dz

Мz z
dz

zz r

Мd z

z dz r

λ

λ

+

+ +

−

+

−

 Φ =



Φ Φ + ≤
−


Φ ⋅ ≤

 −

∫            (17) 
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здесь ;r z= ,k kМ λ (k = 1, 2) – положительные константы, при этом 0 1kλ< ≤ ; 
2

( )z
dz

z

+Φ
∫  – 

вполне конкретная первообразная функции 
2

( )z

z

+Φ
 в T+ .  

Предположим, что условие (17) выполняется и найдено общее решение уравнения (16) по 
формуле [5, с. 161]: 

1 2

( )
( ) ,

z
z A z z dz

z
ψ

+
+ Φ= + ∫ ,z T+∈                (18) 

здесь 1 1 1A iα β= +  – произвольная комплексная константа. Тогда, в силу 
( )

( )
dφ z

ψ z
dz

+
+ = , общее 

решение уравнения (14) задается так: 

2
1 2

1
( ) ( ) ,

2
z A z z dz Aϕ+ += + Ψ +∫ ,z T+∈              (19) 

при этом ,k k kA iα β= + (k = 1, 2) – произвольные константы, а ( )z dz+Ψ∫  – какая-нибудь перво-

образная функции 
2

( )
( ) ,

z
z z dz

z

+
+ ΦΨ = ∫  в T+ . 

Рассуждая аналогично, получаем, что при выполнении следующих условий  

1

2

1
2 1

2
1

(0)
0,

( ) ( )
,

(1 )

1 ( )
,

(1 )

dF

dz

PF z F z
dz

zz r

Pd F z

z dz r

µ

µ

+

+ +

−

+

−


 =


 + ≤

−

 ⋅ ≤
 −

∫         (20) 

где ;r z= ,k kP µ  (k = 1, 2) – положительные константы, причем 0 1kµ< ≤ , все решения уравне-

ния (15) определяются по формуле 

2
1 2

1
( ) ( ) ,

2
f z B z z dz B+ += + Ω +∫ ,z T+∈                (21) 

k k kB iγ δ= +  (k = 1, 2) – произвольные константы, ( )z dz+Ω∫  – некоторая первообразная функции 

2

( )
( )

F z
z z dz

z

+
+Ω = ∫  в T+ . 

Если в правую часть формулы (4) подставим вместо ( )zϕ+  и ( )f z+  их значения, определяе-

мые формулами (19) и (21) соответственно, то получим решение задачи 1N : 

2
1 1 2

2
21 1

2 1
( ) ( ) ( )

21

2 1
( ) ( ) ,

21

z
W z A z z A z z dz A

zz

z
B z z B z z dz B

zz

+ +

+ +

 = + Ψ − + Ψ + + +  

 + + Ω − + Ω + +  

∫

∫
           (22) 

здесь ,k k kA iα β= + k k kB iγ δ= +  (k = 1, 2) – произвольные константы,  

2

( )
( ) ,

z
z z dz

z

+
+ ΦΨ = ∫ 2

( )
( ) .

F z
z z dz

z

+
+Ω = ∫      (23) 

Вышеизложенные рассуждения позволяют сформулировать следующую теорему. 

Теорема А. Краевая задача 1N  в классе функций (2)
1( ) ( )GA T H L+ ∩ , где { : 1}T z z+ = < ,  

решается в явном виде, причем для ее разрешимости необходимо и достаточно, чтобы функция 



Расулов К.М. О явном решении краевой задачи типа Неймана 
 для обобщенных аналитических функций в единичном круге 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 1, С. 31–36 

35 

( )h t  удовлетворяла условиям (17) и (20). В случае выполнения этих условий общее решение зада-

чи 1N  определяется по формулам (22)–(23).  
Здесь важно отметить, что рассуждения, изложенные при доказательстве теоремы А, позво-

ляют применить следующее общее правило для решения задачи 1N  в { : 1}T z z+ = < : 

1. Учитывая формулу (4), приводим граничное условие (3) к виду (6) и переходим к 2. 
2. Рассматривая вспомогательные функции (8) и (9), из граничного условия (6) получаем ра-

венство (10) и переходим к 3. 
3. Решая задачу сопряжения (10), определяем функции (11)–(13) и переходим к 4. 
4. Составляем дифференциальные уравнения (14), (15) и проверяем выполнение условий (17) 

и (20). Если выполняются оба условия (17) и (20), то по формулам (22), (23) находим решение 
искомой задачи 1N , и на этом завершается алгоритм. Если же не выполняется хотя бы одно из 

условий (17) и (20), то заключаем, что задача 1N  не имеет решения, и на этом завершается алго-
ритм. 

Пример. Требуется найти функции (2)
1( ) ( ) ( )W z GA T H L+∈ ∩ , где { : 1}T z z+ = < , 

{ : 1}L t t= = , удовлетворяющие граничному условию 

3
4

( ) 1
,

W t
t t L

n t−

∂ = + ∈
∂

.               (24) 

Решение. Здесь 3 4( ) 1h t t t= + . Следовательно, в данном случае по формулам (11) и (13), по-

лучаем: 3( )z z C+Φ = − , 4( )F z z C+ = + , где C iα β= +  − свободная константа. Нетрудно прове-

рить, что функции 3( )z z C+Φ = −  и 4( )F z z C+ = +  удовлетворяют требованиям (17) и (20) соот-
ветственно. Значит, в силу формул (22)–(23), все решения задачи (24) определяются по формуле: 

3 4
2

1 1 2

4 5
2

21 1

2 1
( )

2 2 61

2 1
,

3 2 151

z z z
W z A z A z Cz A

zz

z z z
B z B z C z B

zz

 
= + − + + + +  +  

 
 + + − + − +
 +  

 

здесь ,C iα β= +  ,k k kA iα β= + k k kB iγ δ= +  (k = 1, 2) – свободные комплексные константы. 
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To research the boundary value problems in some classes of functions of a complex variable and to 

develop the effective numerical solving methods for these problems, the problem of the explicit solution 
is of substantial significance, i.e. the possibility of solving these problems with formulas of the classical 
Riemann problem and Hilbert problem for analytical functions and finite number of linear algebraic 
equations and/or linear differential equations when the matrix of the system can be written in quadra-
tures. In this article, on the complex plane we consider one family of differential equations with second-
order partial derivatives and a coefficient at the sought-for function, depending on a natural parameter n. 
Solutions of these equations are commonly called generalized analytic functions of n order. In addition, 
in this article we give general formulation of the boundary value problem of Neumann type for the gen-
eralized analytic functions of the arbitrary order n. We obtain a new method of solving of the formulated 
problem for the generalized analytic functions of the first order in case when boundary is the unit circle. 
It is established that in the case under consideration the solution of the Neumann type problem for the 
generalized analytic functions is reduced to the consecutive solution of simple scalar Riemann problem 
in the class of limited at infinity piecewise analytic functions and Euler linear differential equation of the 
second order. The obtained general results are given as applied to a specific example. 

Keywords: boundary value problem; Neumann type problem; explicit solution; generalized analytic 
function; Euler differential equation; unit circle. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ СВОЙСТВ ЗАМКНУТОЙ 
НЕРЕГУЛЯРНОЙ ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ С БИЕКТИВНЫМ 
ГАУССОВЫМ ОТОБРАЖЕНИЕМ С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИИ  
УРОВНЯ 
 

В.Г. Шармин, Д.В. Шармин 
Тюменский государственный университет, г. Тюмень, Российская Федерация 
E-mail: d.v.sharmin@utmn.ru 
 

Строение замкнутых и незамкнутых регулярных гиперповерхностей с 
инъективным гауссовым отображением достаточно хорошо изучено. При 
решении ряда задач дифференциальной геометрии может оказаться, что 
искомая гиперповерхность с биективным гауссовым отображением будет 
нерегулярной. В настоящей статье изучаются глобальные свойства нерегу-
лярных замкнутых гиперповерхностей в четырехмерном евклидовом про-
странстве, особое множество которых является объединением замкнутых 
ориентируемых двумерных многообразий. В работе используются: теория 
Морса, свойства полярного преобразования относительно гиперсферы, тео-
рема Гаусса–Бонне, методы классической дифференциальной геометрии 
гиперповерхностей и поверхностей, коразмерность которых больше 1. До-
казано, что при некоторых условиях компонентами особого множества рас-
сматриваемых гиперповерхностей могут быть только торы и сферы, при-
чем вдоль сферы касаются друг друга выпуклая и седловая компоненты 
регулярности. Выяснено, что замкнутая нерегулярная гиперповерхность с 
«отсекаемыми» краями и биективным гауссовым отображением состоит из 
двух локально выпуклых компонент, гомеоморфных трехмерному шару, и 
одной седловой компоненты, гомеоморфной топологическому произведе-
нию двумерной сферы на отрезок. Построены примеры замкнутых невы-
пуклых гиперповерхностей с биективным гауссовым отображением. 

Ключевые слова: евклидово пространство; гауссово отображение; невы-
пуклая замкнутая нерегулярная гиперповерхность; эйлерова характеристика; 
функция уровня. 

 

Введение 
Строение замкнутых и незамкнутых регулярных гиперповерхностей с инъективным гауссо-

вым отображением достаточно хорошо изучено. При решении ряда задач дифференциальной 
геометрии может оказаться, что искомая гиперповерхность с инъективным гауссовым отображе-
нием будет нерегулярной. 

В работе [1] проведена классификация поверхностей без параболических точек, гауссово 
отображение которых обладает некоторыми специальными свойствами, в трехмерном простран-
стве Лоренца–Минковского.  

В статье [2] получена полная классификация квазиминимальных поверхностей Лоренца с по-
точечным 1-типа гауссовым отображением в псевдоевклидово 4-пространство. 

В работе [3] изучены некоторые характеристики поверхностей вращения с поточечным 1-
типа гауссовым отображением в четырехмерном евклидовом пространстве. 

Локальным и глобальным свойствам замкнутых невыпуклых гиперповерхностей, имеющих 
геометрические особенности, с биективным сферическим отображением посвящены работы 
А.Л. Вернера [4], А.А. Дудкина [5] и В.Г. Шармина [6]. 

В настоящей статье изучено топологическое строение замкнутых нерегулярных гиперпо-
верхностей специального вида с биективным гауссовым отображением в четырехмерном евкли-
довом пространстве. 
 
Основные определения и примеры 

Определение 1. Контингенция гиперповерхности 1 1( , ,..., )nr u u u
�

 в данной точке 

0 0 01 2( , ,..., )nr u u u
�

 – это множество предельных положений лучей, имеющих начало в точ-
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ке
0 0 01 2( , ,..., )nr u u u

�
 и проходящих через точку 

0 0 01 1 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nr u u u r u u u≠� �
, при 

0 0 01 1 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nu u u u u u→ . 

Замечание. В регулярной точке контингенция совпадает с касательной гиперплоскостью. 

Определение 2. Типом седлообразности гиперповерхности nV  класса 2С  евклидова про-

странства 1nE +  в точке nM V∈  называется пара чисел (p, q), где р – число положительных глав-
ных кривизн, а q – число отрицательных главных кривизн в рассматриваемой точке. 

Если гиперплоскость в евклидовом пространстве 1nE +  задана уравнением 

1 1 2 2 1 1... 1 0n nA X A X A X+ +⋅ + ⋅ + + ⋅ − = , то ее полюсом относительно некоторой гиперсферы nS  

является точка с координатами 1 2 1( , ,..., )nA A A + . 

Определение 3. Гиперповерхность 1n nV E
∗ +⊂  называется полярной для гиперповерхности 

1n nV E +⊂  относительно некоторой гиперсферы nS , если каждая ее точка X ∗  есть полюс гипер-

плоскости Xα , касательной в точке nX V∈  (либо гиперплоскости, содержащей контингенцию в 

точке nX V∈  для особых точек). 

Определение 4. Пусть регулярная гиперповерхность задана погружением 1: n nf W E +→  и 
nWω ∈ . Окрестность Ω точки ω называется канонической, если среди касательных гиперплоско-

стей в точках множества ( )f Ω , отличных от точки ( )f ω , нет параллельных касательной гипер-

плоскости в точке ( )f ω . Если сужение отображения f на Ω является вложением, то ( )f Ω называ-

ется канонической окрестностью точки ( )f ω , а точка ( )f ω  – регулярной в смысле 
А.В.Погорелова [7, с. 208]. 

Определение объекта исследования. Рассмотрим гиперповерхность 3 4V E⊂ , удовлетво-
ряющую следующим условиям: 

1) 3V  является замкнутой невыпуклой гиперповерхностью, заданной топологическим по-

гружением 3 4:r S E→�
, причем вектор-функция r

�
 является непрерывно-дифференцируемой; 

2) на гиперповерхности 3V  существует непустое множество особых точек 2V , в которых 

( ) 2rank dr =� , причем это множество является образом объединения конечного числа попарно 

непересекающихся замкнутых ориентируемых двумерных подмногообразий гиперсферы 3,S  и 

особенность на гиперповерхности 3V  является геометрической, регулярные компоненты 3V  

принадлежат классу , 2k
С k ≥ ; 

3) гиперповерхность 3V  допускает взаимно однозначное гауссово отображение в следующем 

смысле: в каждой точке 3V  существует единственная гиперплоскость, содержащая континген-
цию гиперповерхности в этой точке, и можно так выбрать поле нормалей n

�
 к этим гиперплоско-

стям, что с помощью этих нормалей будет осуществляться гомеоморфизм 3V  на 3S ; 

4) гиперповерхность 3V  является огибающей построенного поля гиперплоскостей; 

5) сферический образ каждой компоненты 2
iV  особого множества 2V  гиперповерхности 

3V является регулярной поверхностью на гиперсфере 3S ; 

6) для любой компоненты 2
iV  поверхности 2V  в каждой точке величины 1K  и 2K  не равны 

нулю, где 1K  и 2K  кривизны в направлениях векторов n
�

 и m
�

, образующих базис нормальной 

плоскости двумерной поверхности 2
iV , причем вектор n

�
 принадлежит векторному полю, опре-

деленному в пункте 3.  
Замечание. С помощью векторов n

�
 и m
�

 вычисляются вторые квадратичные формы поверх-

ности 2
iV , которые используются для нахождения величин 1K  и 2K . Гауссова кривизна поверх-

ности равна сумме величин 1K  и 2K . 

Построим пример гиперповерхности в 4E , удовлетворяющей условиям 1–6. 
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Рассмотрим на плоскости 2E  замкнутую кривую l  с четырьмя точками возврата, имеющую 
биективное сферическое отображение и состоящую из четырех дуг: две дуги – части двух ветвей 
гиперболы, симметричные относительно мнимой оси, две другие – это дуги окружностей одного 

радиуса, обращенные выпуклостью внутрь ограниченной компоненты множества 2 \E l . В точ-
ках возврата касательные к окружности и гиперболе совпадают. Вращая эту кривую вокруг мни-

мой оси гиперболы в евклидовом пространстве 3E , получим замкнутую невыпуклую поверх-
ность с биективным сферическим отображением, состоящую из одной седловой компоненты и 
двух выпуклых компонент и имеющую два ребра возврата. 

Будем вращать полученную поверхность в пространстве 4E  вокруг плоскостей симметрии. 
При вращении вокруг плоскости, не пересекающей ребра возврата, получим гиперповерхность в , 
имеющую взаимно однозначное сферическое отображение и состоящую из двух седловых ком-
понент с типами седлообразности (2, 1) и (1, 2). Особое множество представляет собой тор 

Клиффорда, т.е. тор в 4E , гауссова кривизна во всех точках которого равна нулю. 
Если же плоскость вращения пересекает ребра возврата, то получим гиперповерхность, со-

стоящую из трех компонент: двух локально выпуклых, гомеоморфных трехмерному шару, и од-

ной седловой компоненты, гомеоморфной цилиндру 2S I× . Особое множество – два непересе-
кающихся многообразия, каждое из которых гомеоморфно двумерной сфере.  
 

Топологическое строение компонент особого множества 
Теорема 1. Полная кривизна 2

iV
Kdσ∫∫  компоненты 2

iV  особого множества 2V  гиперповерх-

ности 3V , удовлетворяющей условиям 1–6, является неотрицательной. 
Доказательство. Предположим противное, т. е. 2 0

iV
Kdσ <∫∫ . 

По определению объекта исследования величины 1K  и 2K  не обращаются в ноль в точках 

многообразия 2
iV . В силу предположения хотя бы одна из них строго отрицательна. Для опреде-

ленности положим 2 0K < . 

Рассмотрим дифференциальное уравнение на 2
iV  

2 2
11 1 12 1 2 22 2 02b du b du du b du+ + = ,    (1) 

где 11 12 22, ,b b b  – коэффициенты второй квадратичной формы поверхности 2
iV  в направлении 

вектора m
�

. 

Так как по теореме Гаусса–Бонне эйлерова характеристика компоненты 2
iV  строго отрица-

тельна, то любое дифференциальное уравнение на этом многообразии должно иметь особые точ-
ки [8, с. 232]. В особых точках дифференциального уравнения (1) имеем 11 12 22 0b b b= = = . Полу-
чили противоречие с условием 6 определения основного объекта исследования. 

Следствие 1. Компонентой 2
iV  особого множества 2V  гиперповерхности 3V , удовлетво-

ряющей условиям 1–6, может быть либо двумерная сфера, либо двумерный тор. 

Следствие 2. Если компонента 2
iV  есть двумерная сфера, то величины 1K  и 2K  положи-

тельны. 
 

Связь рода компоненты особого множества с типом касающихся вдоль нее регулярных 
компонент гиперповерхности 3V  

Теорема 2. Если компонента 2
iV  особого множества 2V  гиперповерхности 3V  гомеоморфна 

сфере, то вдоль нее касаются друг друга эллиптическая и седловая компоненты. 

Доказательство. Компоненту 2
iV  в дальнейшем будем обозначать 2S . Пусть ω  есть окрест-

ность особой точки 2M S∈  такая, что ее полярный образ ω∗  является канонической окрестно-

стью точки M ∗  на полярной гиперповерхности 3V
∗

. Окрестность ω  можно выбрать так, что 

граница канонической окрестности ω∂ ∗  точки M ∗  будет пересекать полярный образ 2S
∗
 компо-
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ненты 2S  особого множества 2V  по замкнутой кривой, делящей ω∂ ∗  на две области 2
1u  и 2

2u , а 

множество 2S
∗
 будет делить ω∗  на области 3

1u  и 3
2u  [6, с. 94, лемма 2]. 

Через точку M  не проходят касательные гиперплоскости к 3V  в точках X M≠  множест-

ва 2S ω∩ , поскольку величины 1K  и 2K  в точке 2M S∈  положительны. Поэтому на касательной 

гиперплоскости к гиперповерхности 3V
∗

 в точке M ∗  нет точек из 2S ω
∗

∩ ∗ , т. е. 
* *

*
3 2 * *( )

M
T V S Mω∩ ∩ = . 

Точка M ∗  – полярный образ точки M , принадлежащей особому множеству рассматривае-

мой гиперповерхности 3V . Согласно результатам работы [6, с. 96, лемма 5], точка M ∗  является 

параболической точкой на гиперповерхности 3V
∗

. Тогда множество 
*

*
3 *

M
T V ω∩ представляет 

собой один конус и лежит либо в области 3
1u , либо в области 3

2u . Отсюда следует, что касатель-

ная плоскость к гиперповерхности 3V
∗

 в точке M ∗  имеет с одной из замкнутых областей 3
1u  ли-

бо 3
2u  только одну общую точку M ∗ , т. е. либо 3

1u , либо 3
2u  является локально выпуклой в окре-

стности края. Тогда соответствующая область на гиперповерхности 3V
∗

 в окрестности точкиM , 
принадлежащая ее краю, является выпуклой. Из этого и локального результата о строении в ок-
рестности особой точки гиперповерхности с инъективным сферическим отображением [6, с. 95, 

теорема 2] следует, что вдоль компоненты 2S  касаются друг друга локально выпуклая и седло-
вая компоненты. 

Следствие 3. Если вдоль компоненты 2
iV  особого множества 2V  гиперповерхности 3V , 

удовлетворяющей условиям 1 – 6, касаются друг друга две седловых компоненты, то поверх-

ность 2
iV  гомеоморфна тору. 

 

Гиперповерхности с «отсекаемыми» краями гладких компонент 
Пусть для гиперповерхности 3V , удовлетворяющей условиям 1–6, существует прямая l , та-

кая, что для любой регулярной компоненты 3
iV  каждая компонента ее края 2 jV  является «отсе-

каемой», т.е. существует гиперплоскость 3
jE , перпендикулярная прямой l , и 3 2

j jE V∩ = ∅ . При 

этом многообразие 3
iVɶ  с плоскими краями, полученное «отсечением» связных компонент края 

регулярной гиперповерхности 3
iV , гомеоморфно 3

iV . Предположим, что каждая  гиперповерх-

ность 3
iV  имеет не более двух компонент связности края, и существует хотя бы одна регулярная 

компонента со связным краем. Пусть точки, в которых касательные гиперплоскости к 3V  пер-

пендикулярны l , принадлежат 3int i
i
V∪ ɶ . 

Для каждого многообразия 3
iVɶ  построим функцию уровня lf  относительно прямой l . По-

строенная функция является допустимой функцией Морса [9, с. 206]. Легко видеть, что множест-

во критических точек этой функции, рассматриваемой на 3int i
i
V∪ ɶ , состоит только из двух точек, 

причем эти точки являются невырожденными критическими точками. 

Замечание. Для изучения топологических свойств и типа седлообразности компоненты 3
iV  

достаточно изучить топологические свойства и тип седлообразности компоненты 3
iVɶ . 

Лемма 1. Если индекс особой точки равен k , то тип седлообразности компоненты 3
iVɶ  равен 

( )3 ,k k− . 

Доказательство. В окрестности критической точки 3
ip V∈ ɶ  индекса k  функцию lf  можно 

задать следующим образом [9, с. 192, лемма Морса]: 
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( ) ( )
3

2 2
1 2 3

0 1

, ,
k

l l i i
i i k

f u u u f p u u
= = +

= − +∑ ∑ ,        (2) 

при этом касательная гиперплоскость в точке p  перпендикулярна прямой l . Тогда уравнение (2) 
можно рассматривать как уравнение соприкасающегося параболоида с типом седлообразности 

( )3 ,k k−  поверхности 3
iVɶ  в точке p  с осью l . 

Лемма 2. Компонента 3
iVɶ  со связным краем содержит критическую точку, индекс которой 

равен нулю, причем эта компонента является локально выпуклой. 

Доказательство. Так как число Бетти группы гомологий 3
0( , )iH V Zɶ  равно единице, то в силу 

неравенств Морса [9, с. 212, теорема 3.7] функция lf  имеет на 3
iVɶ  хотя бы одну критическую 

точку индекса ноль. В силу леммы 1 и постоянства типа седлообразности на регулярной компо-

ненте, 3
iVɶ  является локально выпуклой. 

Лемма 3. На гиперповерхности 3V  с допустимой функцией уровня lf  не существует компо-
ненты со связным краем, гомеоморфной полноторию. 

Доказательство. Поскольку полноторий не является локально выпуклой компонентой, то на 
нем должна существовать точка с типом седлообразности (2, 1) или (1, 2). С другой стороны, по 
лемме 2 на этой компоненте существует точка индекса ноль, в которой тип седлообразности ра-
вен (3, 0).  

Теорема 3. Компонента 3
iVɶ  со связным краем гомеоморфна трехмерному шару, содержит 

ровно одну критическую точку функции lf  и является локально выпуклой. 

Доказательство. В соответствии с леммами 2 и 3, 3
iVɶ  является локально выпуклой компо-

нентой, гомеоморфной трехмерному шару, на которой функция уровня имеет критические точки. 
Эйлерова характеристика этой компоненты равна единице. 

Докажем, что на рассматриваемой компоненте не существует двух критических точек функ-
ции уровня lf . 

Предположим, что на 3
iVɶ  функция lf  имеет две критические точки индексов 0 и 3, тогда 3

iVɶ  
является деформационным ретрактом объединения нульмерной и трехмерной клеток [9, с. 210, 
теорема 3.3]. Так как эйлерова характеристика есть гомотопический инвариант, получаем, что 

для компоненты 3
iVɶ  она равна нулю. Полученное противоречие доказывает теорему.  

Теорема 4. Компонента 3
iVɶ с краем, состоящим из двух компонент связности, гомеоморфна 

2S I× , и функция lf  не имеет на ней критических точек. 
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 3. При доказательстве ис-

пользуется тот факт, что вместо функции уровня lf  можно рассматривать функцию уровня 

( )lf− . Тогда, если критическая точка функции lf  имеет индекс k , то для функции ( )lf−  эта же 

точка будет иметь индекс (3 – k ) [9, с. 211]. 

Следствие 4. На гиперповерхности 3V  существуют ровно две компоненты локальной вы-
пуклости, гомеоморфные трехмерному шару, на каждой из которых функция уровня lf  имеет 
ровно одну критическую точку. 

Теорема 5. Компонента 3
iV , гомеоморфная 2S I× , является седловой. 

Доказательство. Предположим противное. Отсечем края этой компоненты. Получим ци-

линдр 2S I×  с краями, лежащими в 3-плоскостях. Пересечем этот цилиндр трансверсально 2-
плоскостью, параллельной прямой l . Тогда, с одной стороны, в пересечении должна получиться 
локально выпуклая кривая, а, с другой стороны, эта кривая не должна быть локально выпуклой, 

так как компонента 3
iV  обращена выпуклостью внутрь гиперповерхности 3V  [6, с. 96, лемма 6].  



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2020, vol. 12, no. 1, pp. 37–43 

42 

Теорема 6. Гиперповерхность 3V  с отсекаемыми краями регулярных компонент состоит из 
трех компонент: двух локально выпуклых, гомеоморфных трехмерному шару, и одной седловой 

компоненты, гомеоморфной цилиндру 2S I× . 

Доказательство. Гиперповерхность 3V  не может состоять только из двух компонент ло-
кальной выпуклости, гомеоморфных трехмерному шару, так как это противоречит теореме 2. 

Следовательно, она содержит хотя бы одну седловую компоненту, гомеоморфную 2S I× . Если 
бы седловых компонент было не менее двух, то нашлись бы две седловых компоненты, которые 
касались бы друг друга вдоль некоторого множества, гомеоморфного сфере, что опять противо-
речит теореме 2. 

 
Литература 

1. Baba-Hamed, C. On the Gauss Map of Surfaces of Revolution in the Three-Dimensional Min-
kowski Space / C. Baba-Hamed, M. Bekkar // Tsukuba J. Math. – 2013. – Vol. 36, no. 2. – P. 193–215. 

2. Milousheva, V. Quasi-Minimal Lorentz Surfaces with Pointwise 1-Type Gauss Map in Pseudo-
Euclidean 4-space / V. Milousheva, N.C. Turgay // Journal of Geometry and Physics. – 2016. – 
Vol. 106. – pp. 171–183. 

3. Dursun, U. Surfaces in the Euclidean Space E4 with Pointwise 1-Type Gauss Map / U. Dursun, 
G.G. Arsan // Hacet. J. Math. Stat. – 2011. – Vol. 40, no. 5. – P. 617–625. 

4. Вернер, А.Л. Конусы со взаимно однозначным сферическим отображением / А.Л. Вернер // 
Ученые записки Ленинградского государственного педагогического института им. А.И. Герцена. – 
1967. – Т. 328. – С. 44–75.  

5. Дудкин, А.А. Замкнутые невыпуклые поверхности с биективным сферическим отображе-
нием, вложенные в E3 / А.А. Дудкин // Современная геометрия. – 1981. – С. 19–39.  

6. Шармин, В.Г. Замкнутые невыпуклые гиперповерхности с биективным сферическим ото-
бражением в E4 / В.Г. Шармин // Вопросы глобальной и римановой геометрии. – 1983. – С. 92–96. 

7. Бакельман, И.Я. Введение в дифференциальную геометрию «в целом» / И.Я. Бакельман, 
А.Л. Вернер, Б.Е. Кантор. – М.: Наука, 1973. – 440 с. 

8. Арнольд В.И. Обыкновенные дифференциальные уравнения. – М.: Наука, 1975. – 239 с. 
9. Хирш, М. Дифференциальная топология / М. Хирш. – М.: Мир, 1979. – 280 с. 

Поступила в редакцию 7 сентября 2018 г. 
 
 

Bulletin of the South Ural State University 
Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 

2020, vol. 12, no. 1, pp. 37–43  
 
 DOI: 10.14529/mmph200105 
 
STUDYING GLOBAL PROPERTIES OF A CLOSED NON-REGULAR 
HYPERSURFACE WITH A BIJECTIVE GAUSSIAN MAPPING USIN G  
THE LEVEL FUNCTION 
 
V.G. Sharmin, D.V. Sharmin 
Tyumen State University, Tyumen, Russian Federation 
E-mail: dsharmin@mail.ru 
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the hypersurfaces under consideration can be only tors and spheres. In this case, the convex and saddle 

components of the regularity are tangent relative of each other along the sphere. It is found that a closed 

non-regular hypersurface with "cut off" borders and with bijective Gaussian mapping consists of two 

locally convex components homeomorphic to a three-dimensional ball, and one saddle component 

homeomorphic to the topological product of a two-dimensional sphere on the closed interval. The article 

provides examples of closed non-convex hypersurfaces with a bijective Gaussian mapping. 

Keywords: Euclidean space; Gaussian mapping; non-convex closed non-regular hypersurface; Eu-

ler characteristic; level function. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ 
СОСТОЯНИИ ПОЛОГО ЦИЛИНДРА ИЗ НЕЛИНЕЙНО 
НАСЛЕДСТВЕННОГО МАТЕРИАЛА ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
ВНУТРЕННЕГО И ВНЕШНЕГО ДАВЛЕНИЙ 
 
А.В. Хохлов 
Научно исследовательский институт механики, МГУ имени М.В. Ломоносова, г. Москва,  
Российская Федерация 
E-mail: andrey-khokhlov@ya.ru 
 

Построено точное решение квазистатической краевой задачи, анало-
гичной классической задаче Ламе для полого цилиндра в теории упругости, 
но для цилиндра из физически нелинейного реономного материала, подчи-
няющегося определяющему соотношению вязкоупругости Работнова с дву-
мя произвольными материальными функциями, и для произвольных, зави-
сящих от времени давлений, заданных на внутренней и внешней поверхно-
сти цилиндра. Предполагается, что давления меняются медленно – так, 
чтобы влиянием инерционных членов можно было пренебречь, деформиро-
ванное состояние предполагается плоским (т. е. труба бесконечно длинной 
или конечной, но с нулевыми осевыми перемещениями точек торцов), а ма-
териал – однородным, изотропным и несжимаемым. Поля перемещений, 
деформаций и напряжений в любой момент времени выражены через одну 
функцию времени, которая находится в результате решения выведенного 
нелинейного функционального уравнения, содержащего материальные 
функции ОС и заданную нагрузку. Из построенного решения краевой зада-
чи следует, что эта функция времени является непосредственно измеряемой 
в эксперименте функцией. Это позволяет использовать полученное решение 
для определения материальных функций нелинейного определяющего со-
отношения Работнова по данным испытания толстой трубки. 

Ключевые слова: вязкоупроугопластичность; физическая нелинейность; 
определяющее соотношение вязкоупругости Работнова; задача Ламе; поле на-
пряжений; ползучесть; идентификация. 

 
Введение 

Данная статья продолжает цикл работ [1–7] по системному аналитическому исследованию 
физически нелинейного определяющего соотношения (ОС) вязкоупругопластичности вида 

 13 1
0 0 02 3( ) ( ( )) ( ) [ ] ( ( ))ij ij ij ijt L t t L tε σ σ σ δ δ−= Φ − + Φ ,  (1) 

 ( ) :L t σ= Π , 0 0( ) :L t σ= 0Π ,   
0

( τ) (τ)
t

y t dy= Π −∫Π ,  0

0

( τ) (τ)
t

y t dy= Π −∫0Π , (2) 

с произвольными материальными функциями (МФ) ( )tΠ , ( )xΦ , 0( )tΠ , 0( )xΦ  (Π  и 0Π  – 

функции сдвиговой и объемной ползучести, Φ  и 0Φ  – функции нелинейности). Его цель – вы-

явление комплекса моделируемых ОС (1) реологических эффектов и границ области применимо-
сти, сфер влияния его материальных функций и феноменологических ограничений на них; разра-
ботка способов идентификации, верификации и настройки ОС. Такой анализ до сих пор не был 
проведен для ОС (1). ОС (1) – один из простейших вариантов обобщения одноосного соотноше-
ния Работнова [8–13]  

0

φ(ε( )) ( τ) σ(τ)
t

t t d= Π −∫ ,   
0

σ( ) ( τ)φ (ε(τ)) ε(τ)
t

t R t d′= −∫ , 0t > ,                  (3) 
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на сложное напряженное состояние, получающийся в предположении изотропности и тензорной 
линейности материала, отсутствия взаимного влияния шаровых и девиаторных частей тензоров и 
пренебрежения влиянием третьих инвариантов. ОС (1) описывает изотермические процессы де-
формирования нестареющих изотропных вязкоупругих материалов, связывая истории изменения 
тензоров напряжений ( )tσ  и (малых) деформаций ( )tε  в произвольной точке тела (в предполо-

жении независимости объемной деформации 0 ( )iiθ 3 tε ε= =  от касательных напряжений, а сдви-

говых деформаций – от среднего напряжения 0 ( ) /3iiσ σ t= ).  В (1) 0,52
3( )ij ije eε = , 0,53

2( )ij ijs sσ =  – 

интенсивности деформаций и напряжений (вторые инварианты девиаторов 0ε−= Ie ε  и 

0σ−= Is σ ), напряжение и время предполагаются обезразмеренными, входные процессы ( )tσ – 
кусочно-гладкими при 0t ≥ . 

Одноосный вариант ОС (3) был предложен Ю.Н. Работновым [8–13] для описания нелиней-
ной ползучести как обобщение одномерного линейного ОС вязкоупругости  

 
0

( ) ( ) ( )
t

t t dε τ σ τ σ= Π − =∫ Π ,      
0

( ) ( ) ( )
t

t R t dσ τ ε τ ε= − =∫ R ,     0t > , (4) 

посредством введения дополнительной МФ ( )φ u . В (4) и (3) функции ползучести и релаксации 
( )tΠ , ( )R t , связаны интегральным уравнением  

 
0

( ) ( )
t
R t τ τ dτ t− Π =∫ ,  (5) 

выражающим условие взаимной обратности операторов (4) (и (3)). В англоязычных работах ОС 
(3) именуется уравнением квазилинейной вязкоупругости («QLV»), а его автором считается 
Я.Ч. Фанг (Y.C. Fung) [14–23]. В работах [8–13, 24–27] и др. ОС (3) прилагалось к описанию од-
номерного поведения стеклопластиков, графита, металлов и сплавов, композитов, а в [14–23] – 
связок, сухожилий и других биологических тканей. Подробные обзоры литературы и областей 
приложения ОС (3) приведены в статьях [2, 4–6]. 

Конкретная цель данной статьи – построение точного решения квазистатической краевой за-
дачи, аналогичной классической задаче Ламе для полого цилиндра в теории упругости, но для 
цилиндра из физически нелинейного реономного материала, подчиняющегося определяющему 
соотношению вязкоупругости Работнова (1) с произвольными материальными функциями, и для 
произвольных, зависящих от времени давлений, заданных на внутренней и внешней поверхно-
стях цилиндра. 
 
1. Ограничения на материальные функции ОС Работнова  

В одномерном случае (3) обратное ОС имеет вид ( )σ ϕ ε= R  (композиция нелинейного опе-
ратора действия функции ϕ  и линейного интегрального оператора R  из (4)). Обращение трех-

мерного ОС (1) (т. е. (1)), для любых возрастающих МФ Φ  и 0Φ , имеет вид  

0 0 0( )σ ϕ θ= R , ( )σ ϕ ε= R , 12
3( ) ( ) ( ) ( )ij ijs t t t e tσ ε −= ,                               (6) 

где функции релаксации ( )R t  и 0( )R t  связаны с Π  и 0Π  интегральными уравнениями вида (5).  

Из трех материальных функций φ , Π , R  в ОС (3) лишь две независимы, а в ОС (1) – четыре 
независимых МФ. На функции ползучести и релаксации в ОС (3) и (1) наложим те же минималь-
ные ограничения, что и в линейной теории вязкоупругости: ( )tΠ , 0( )tΠ , ( )R t , 0( )R t  предпола-

гаются положительными и дифференцируемыми на (0; )∞ , функции Π  и 0Π  – возрастающими 

и выпуклыми вверх [28–30], а R  и 0R  – убывающими и выпуклыми вниз на (0; )∞ , ( )R t  и 0( )R t  
могут иметь интегрируемую особенность или δ -сингулярность в т. 0t =  (слагаемое ( )ηδ t , η 0> , 

( )δ t  – дельта-функция). Из этих условий следует существование пределов ( ) inf ( ) 0R R t+∞ = ≥ , 
(0) sup ( ) 0R R t= >  ( (0)R = +∞ , если R  не ограничена сверху) и (0) inf ( ) 0tΠ = Π ≥   

( (0) : (0 )y y= +  – обозначение предела функции ( )y t  справа в т. 0t = ). 

На МФ ϕ  и 0ϕ  в ОС (3) и (6) и на МФ ( )xΦ  и 0( )xΦ  в ОС (1) наложим следующие мини-

мальные требования [5, 7]: функция ( )uϕ  непрерывно дифференцируема и строго возрастает на 
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(0; )ω , 0ω > , а 0( )uϕ  – на множестве ( ;0) (0; )ω ω− +∪  (где 0ω ω− + < ), причем (0 ) 0ϕ + =  и 

0 0(0 ) (0 ) 0ϕ ϕ+ = − =  (иначе входному процессу ε( ) 0t ≡  соответствует ненулевой отклик σ( )t ). Из 

возрастания ( )uϕ  и 0( )uϕ  следует существование и возрастание (и непрерывная дифференци-

руемость) обратных функций 1( )x ϕ −Φ = , (0; )x X∈ , : sup ( )X uϕ= , и 1
0 0( )x ϕ −Φ = , ( ; )x x x∈ , где 

0 0inf ( ) ( 0)x uϕ ϕ ω−= = + , 0 0sup ( ) ( 0)x uϕ ϕ ω+= = − , и обратимость ОС (1). Аналогично, обрати-

мость ОС (1) следует из возрастания Φ  и 0Φ . Величины x , x  и X , их конечность или беско-
нечность, – важные характеристики МФ, существенно влияющие на свойства теоретических кри-
вых ОС (1) [1–7]. Для материалов с одинаковым поведением при растяжении и сжатии функции 

0Φ  и 0φ  нечетны и x x= − , ω ω− += − . Примеры семейств функций, которые можно (и удобно) 

использовать для задания МФ Φ , 0Φ  или φ , 0φ , приведены в [3–7]. 

В частности, для задания выпуклой вверх МФ φ  и 0φ  с конечным x  удобно использовать 
функции вида: 

1 1
( ) ( ) (1 )km m λ u

k k kφ u w γ φ u w γ e−= = −∑ ∑ , 1
1

m
k kw γ λ− =∑  

(множитель w  введен для выполнения условия нормировки (0) 1φ′ = ). При 0kλ > , 0kγ >  все ог-

раничения на МФ φ  выполнены, так как они выполнены для каждого слагаемого ( )kφ u  и сохра-
няются для комбинаций с положительными коэффициентами. Для задания выпуклой вниз МФ φ  
можно использовать суммы с положительными показателями экспоненты.  
 
2. Постановка краевой задачи и вывод разрешающего уравнения 

Рассмотрим задачу об определении напряжений и деформаций в толстостенной трубе из на-
следственного несжимаемого материала, подчиняющегося нелинейному ОС Работнова, под дей-
ствием переменных внутреннего и внешнего давлений. Инерционными членами пренебрегаем, 
полагая, что давления меняются медленно (квазистатическая постановка). Будем использовать 
цилиндрическую систему координат. В силу несжимаемости материала девиатор тензора дефор-
мации совпадает с ним, а ОС Работнова (1) редуцируется к одномерному ОС ( )ε σ= Φ Π  с двумя 
произвольными МФ (Φ  и Π  или ϕ  и R), связывающему интенсивности напряжений и дефор-
маций, и условию пропорциональности девиаторов: 

12
3( ) ( ) ( ) ( )ij ijs t t t e tσ ε −= , ( )σ ϕ ε= R .       (7) 

Первое уравнение ОС (6) не используется, и среднее напряжение будет найдено из решения 
краевой задачи, как обычно бывает при использовании условия несжимаемости. 

Пусть 1r  и 2r  – внутренний и внешний радиусы ненагруженного цилиндра (при 0t = ), 1( )p t  

и 2( )p t  – заданные давления на внутренней и внешней поверхностях цилиндра при 0t > , т. е. 
краевые условия имеют вид 

1 1| ( )r r p tσ = − , 
2 2| ( )r r p tσ = − , 

1 1
| | 0r r rz rθσ σ= = , 

2 2
| | 0r r rz rθσ σ= = .    (8) 

Задача осесимметрична, и потому в любой точке ( , , )r zθ  в любой момент времени все ком-
поненты перемещений, деформаций и напряжений не зависят от угла θ  и  

0rθσ ≡ ,   0zθσ ≡ ,   ( ) 0u tθ ≡ ,                   (9) 
1

,( , ) ( ) /rr t r u u u rθ θ θε −= + = , ,( , ) /r r rr t u u rε = = ∂ ∂ , ,( , )z z zr t uε = ,              (10) 

где введено обозначение : ( , )ru u r t=  для радиального перемещения. 
Будем считать трубу бесконечно длинной (очень длинной) или конечной, но закрепленной на 

торцах так, что осевое перемещение 0zu =  и касательные напряжения на торцах отсутствуют: 

0zθσ =  и 0rzσ = . Если труба бесконечно длинная, она находится в состоянии плоской деформа-
ции, все координатные линии цилиндрической системы координат не искривляются и, в силу на-
личия дополнительной группы симметрий (сдвигов вдоль оси z  и отражений в плоскостях, пер-
пендикулярных ей) ru  и zσ , не зависят от z  и справедливы равенства: 
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 0rzσ ≡ , 0zθε ≡ , 0rθε ≡ , 0zε ≡ , 0zu ≡ , 1
, ,2 ( ) 0rz r z z ru uε = + ≡ , 11

, ,2 ( ) 0θz θ z zθu r uε −= + ≡ ,  (11) 

(помимо (9)). Если труба конечной длины, то в зависимости от характера граничных условий на 
торцах возможно наличие сдвиговых напряжений и деформаций вблизи торцов. Но если на тор-
цах заданы указанные условия 0zu = , 0zθσ =  и 0rzσ = , то она находится в состоянии плоской 
деформации и выполняются равенства (11). Из (9) и (11) следует, что тензоры деформаций и на-
пряжений диагональны: { ,0}r θε ,ε=ε diag , : { , , }r θ zσ σ σ= diagσ , причем зависимости ненулевых 

компонент от координат имеют вид: ( , )ru r t , ( , )r r tε , ( , )r tθε , ( , )r r tσ , ( , )r tθσ , ( )z tσ . 
Система уравнений равновесия среды в цилиндрической системе координат  

1 1
, , , ( ) 0r r r rz z r rr r Fθ θ θσ σ σ σ σ− −+ + + − + = , 

1 1
, , , 2 0r r z z rr r Fθ θ θ θ θ θσ σ σ σ− −+ + + + = , 

1 1
, , , 0rz r z z z rz zr r Fθ θσ σ σ σ− −+ + + + = , 

в силу симметрий поля напряжения (9) и (11) эквивалентна лишь одному уравнению в проекции 
на радиус, принимающему вид 

1
, ( ) 0r r rr θσ σ σ−+ − = .         (12) 

Второе уравнение выполнено тождественно, так как 0rθσ ≡ , 0zθσ ≡ , , 0θ θσ =  (все эти свойства 

сохраняются и в задаче с осевой нагрузкой, равномерно распределенной по торцам). Третье 

уравнение принимает вид 1
, 0rz r rzrσ σ−+ =  (так как , 0z zσ = ), общее решение этого обыкновен-

ного ДУ имеет вид 1( , )rz C t z rσ −= , 1 2r r r≤ ≤ , 0t ≥ , но из нулевых краевых условий (8) для 

( , , )rz r z tσ  при 1r r=  и 2r r=  получаем ( , ) 0C t z ≡  и 0rzσ ≡ . 

Условие несжимаемости материала 0r zθε ε ε+ + =  в силу 0zε ≡  принимает вид 

0r θε ε+ = .             (13) 
Используя (10), получим обыкновенное ДУ / / 0u r u r∂ ∂ + =  для ( , )u r t , откуда  

1( )u C t r−= , 1 2r r r≤ ≤ , 0t > .              (14) 
Произвольная функция ( )C t  выражается через радиальное перемещение точек внутренней или 

внешней поверхности трубы: 1 1 1 1( ) ( , ) ( )C t r u r t r u t= =   или  2 2 2 2( ) ( , ) ( )C t r u r t r u t= = ). Из (14) и (10) 
все ненулевые компоненты тензора деформации выражаются через одну неизвестную функцию 

( )C t : 
2( , ) / ( )r t u r C t rθε −= = , 2( , ) / ( )r r t u r C t rε −= ∂ ∂ = − .      (15) 

Воспользуемся ОС Работнова (7), связывающим интенсивности напряжений и деформаций и 
компоненты девиаторов. Так как деформации сдвига отсутствуют (оси главные) и 0zε ≡ , то де-

виатор тензора деформации имеет вид { , ,0}r θε ε=e diag , а интенсивность деформаций –  
2 2 2 0,5 2 2 0,5 22 2 2

3 3 3
[( ) )] [ ] | ( ) |r r r r C t rθ θ θ θε ε ε ε ε ε ε ε ε −= − + + = + − =   (16) 

(в зависимости от соотношения предысторий давлений 1( )p τ  и 2( )p τ  возможен любой знак 
( )C t ). Девиатор тензора напряжений в любой точке тоже диагонален в силу тензорной линейно-

сти ОС: 

0 0 0: { , , }r zθσ σ σ σ σ σ= − − −diags , 

где 0( , ) ( ) /3r zr t θσ σ σ σ= + +  – среднее напряжение. Так как по (7) девиаторы пропорциональны, 

то из 0ze ≡  следует 0 0zσ σ− ≡  (при тех t , когда ( ) 0tε ≠ , т.е. ( ) 0C t ≠ ), т. е. 

0zσ σ= , или ( ) / 2z r θσ σ σ= + .    (17) 

Тогда 0 0| | | |r θσ σ σ σ− = − , | | | | 0,5 | |r z z rθ θσ σ σ σ σ σ− = − = −  и потому выражение для ин-
тенсивности напряжений упрощается: 

2 2 2 0,5 2 2 0,5 32 2
2 2 2[( ) ( ) ( ) )] [( ) 0,5( ) ] | |r z z r r r rθ θ θ θ θσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= − + − + − = − + − = − . 

Из условия пропорциональности девиаторов (7) 
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2
0 3 /r rσ σ ε σ ε− = , 2

0 3 /θ θσ σ ε σ ε− = ,  

где по (15) и (16)  
3 3

2 2/ ( ) / | ( ) | sgn ( )r C t C t C tε ε = − = − ,   3 3
2 2/ ( ) / | ( ) | sgn ( )C t C t C tθε ε = = . 

Итак, 
3

0 3 sgn ( )r C tσ σ σ− = − ,    3
0 3 sgn ( )C tθσ σ σ− = ,                                 (18) 

где в силу (7) и (16) интенсивность напряжений равна  
22

3
( ) ( | ( ) | )C t rσ ϕ ε ϕ −= =R R .             (19) 

Уравнение равновесия в проекции на радиус (два других выполнены автоматически в силу 
симметрий поля напряжения (9)) имеет вид (12).  Вычитая формулы (18) друг из друга, найдём 

2
3

sgn ( )r C tθσ σ σ− = −  и подставим это выражение в (12): 12
, 3

sgn ( )r r C t rσ σ −= , т. е. 

1 22 2
, 3 3

sgn ( ) [ ( | ( ) | )]r r C t r C t rσ ϕ− −= R          (20) 

(так как умножение на функцию от r  коммутирует с линейным наследственным оператором R ). 
Проинтегрируем уравнение (20) от 1r  до r , пользуясь перестановочностью операторов ин-

тегрирования по r  и по τ , и сделаем замену переменной 22
3

| ( ) |x C t ρ −= : 

22
3

22
1 13

| |1 2 12 2 1
1 3 3 3 | |

( ) ( ) sgn ( ) | | sgn ( ) ( )( )[ ] [ ]
C rr

r r r C r
r r C t C d C t x x dxσ σ ρ ϕ ρ ρ ϕ

−

−
− − −− = = −∫ ∫R R . 

Введём обозначения 1: /r r r= , 2
1 2: ( / ) (0;1)q r r= ∈ , 22

13
( ) : ( )y t C t r−=  (в силу (16)  

1| ( ) | ( )y t rε=  – интенсивность деформаций при 1r r= и 2| ( ) | ( ) /y t r qε= ), и 

1

0
( ) : ( )

s
F s x x dxϕ −= ∫ , 0s > .            (21) 

Тогда 23
12( ) ( )C t y t r=  и 

2| ( )|/ 11
1 3 | ( )|

( ) sgn ( ) ( )[ ]
y t r

r y t
r p y t x x dxσ ϕ −+ = − ∫R , т. е. 

21
1 3

( ) sgn ( ) (| ( ) |) (| ( ) | / )[ ]r r p y t F y t F y t rσ = − + −R , 2 1[1, / ]r r r∈ , 0t ≥ .      (22) 

Если существует правая производная (0 0)ϕ′ +  или хотя бы ( ) | | (| | )x A x o xα αϕ = + , 0α > , 
при 0 0x → + , то несобственный интеграл (21) (возможно, имеющий особенность в точке 0x = ) 
сходится, ( )F s  непрерывна справа в точке 0s =  и (0 ) 0F + =  (а при 1α ≥  еще и (0 ) 0F ′ + = ). Из 
возрастания ( )xϕ  и условия (0) 0ϕ =  (тогда ( ) 0xϕ > ) следует возрастание ( )F s  на интервале 

0s > : 1( ) ( ) 0F s s sϕ −′ = > . 

При 2r r=  в (22), используя второе краевое условие (8), получим интегральное уравнение для 
определения ( )y t  (и всех компонент напряжений и деформаций):  

1
1 2 3

sgn ( ) (| ( ) |) ( | ( ) |)[ ]p p y t F y t F q y t− = −R , 0t > . 

В силу возрастания ( )F s  всегда справедливо неравенство (| ( ) |) ( | ( ) |) 0F y t F q y t− >  (так как 
(0;1)q∈ ). Поскольку функция релаксации положительна, то в любой момент времени функция 

( ) (| ( ) |) ( | ( ) |)[ ]f t F y t F q y t= −R  положительна и потому знак sgn ( )y t  совпадает с 

1 2( ) : sgn( ( ) ( ))z t p t p t= − . Таким образом,  
1

1 2 3
( ) (| ( ) |) ( | ( ) |)[ ]p p z t F y t F q y t− = −R ,  2

1 2: ( / ) (0;1)q r r= ∈ , 0t > .               (23) 

Применяя к (23) обратный к R  линейный оператор Π , получим функциональное уравнение 
для функции : | ( ) |Y y t= :   

(| ( ) |) ( | ( ) |) ( )F y t F q y t P t− = ,   1 2 1 2( ) : 3 [ ( )] 3 | |P t z p p p p= − = −Π Π , 0t > .           (24) 
Здесь ( )P t  – известная функция времени, если заданы функция ползучести и нагрузка. Очевидно, 
уравнение (24) можно свести к дифференциальному уравнению (задаче Коши) для ( )y t . 
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3. Выражения для полей деформаций и напряжений 

После определения (в общем случае приближённого) ( )y t  и 23
12( ) ( )C t y t r=  из  

уравнения (24) находятся поля перемещений, деформаций и напряжений по (14), (15) и (22): 
1 2 13 3

1 12 2( , ) ( ) ( ) ( ) /ru r t C t r y t r r y t r r− −= = = ,   0uθ ≡ ,   0zu ≡ ;               (25) 

2 2 2 23 3
12 2( , ) ( ) ( ) ( )r r t C t r y t r r y t rε − − −= − = − = − ,                               (26) 

23
2( , ) ( , ) ( )rr t r t y t rθε ε −= − = ,                                                 (27) 

21
1 3

( , ) ( ) (| ( ) |) (| ( ) | / )[ ]r r t p z t F y t F y t rσ = − + −R ,       (28) 

где 1 2( ) : sgn( ( ) ( ))z t p t p t= − , 1 2 1: / [1, / ]r r r r r= ∈ . Интенсивности деформаций и напряжений: 
2 2 2 22

13
( , ) | ( ) | | ( ) | | ( ) | /r t C t r y t r r y t rε − −= = = , 2( , ) ( ) (| ( ) | / )r t y t rσ ϕ ε ϕ= =R R .          (29) 

Напряжения θσ  и ( ) / 2z r θσ σ σ= +  можно выразить из уравнения равновесия (12), но проще 

использовать (18):   22 2
3 3

sgn ( ) ( ) (| ( ) | / )r rC t z t y t rθσ σ σ σ ϕ= + = + R , т. е.  

2 21 2
1 3 3

( , ) ( ) (| ( ) |) (| ( ) | / ) ( ) (| ( ) | / )[ ]r t p z t F y t F y t r z t y t rθσ ϕ= − + − +R R , 

2 21
1 3

( , ) ( ) (| ( ) |) (| ( ) | / ) 2 (| ( ) | /[ ]r t p z t F y t F y t r y t rθσ ϕ= − + − +R ,                (30) 

21 1
3 3

( , ) ( ) / 2 sgn ( ) ( ) (| ( ) | / )z r r rr t C t z t y t rθσ σ σ σ σ σ ϕ= + = + = + R ,  

т. е. 
2 21

1 3
( , ) ( ) (| ( ) |) (| ( ) | / ) (| ( ) | / )[ ]z r t p z t F y t F y t r y t rσ ϕ= − + − +R        (31) 

В силу (17) среднее напряжение 0 zσ σ=  и 2 1 3( ) / 2zσ σ σ σ= = + .  

Можно доказать, что, если разность давлений 1 2( ) ( )p t p t−  положительна и нестрого возрас-

тает, то функции : | ( ) |Y y t=  и ( )y t  тоже возрастают (строго), и потому ( , )ru r t и ( , )r tθε  положи-

тельны и возрастают по времени, а деформация ( , )r r tε  отрицательна и убывает (в силу формул 
(25)–(27)).  

Существенно, что функция ( )y t , полностью определяющая поля перемещений и деформаций 
в любой момент времени, может быть найдена не только в результате решения уравнения (24), но 
и является непосредственно измеряемой в эксперименте функцией, поскольку она пропорцио-
нальна относительному изменению внешнего радиуса трубы и кольцевой деформации на поверх-
ности (см. формулы (25) и (27) при 2r r= ). Это позволяет использовать полученное решение 
краевой задачи (25)–(31) для идентификации ОС (7).  

Полученное общее решение краевой задачи при любых МФ позволяет решать задачи для 
многослойных (составных) труб из разных материалов, следующих ОС Работнова (с разными 
парами материальных функций), и определять контактные давления слоёв. Отметим также, что 
если положить ( ) consttΠ = , 0( ) 0tΠ ≡ , то ОС (1) вырождается в ОС для упругопластического 
несжимаемого материала (без наследственности) с произвольной МФ ( )xΦ , т. е. приводит к тео-
рии малых упругопластических деформаций А.А. Ильюшина, а построенное в этой статье реше-
ние задачи для трубы превращается в классические решения [31–33]. 
 

Заключение 
В статье построено точное решение квазистатической краевой задачи, аналогичной класси-

ческой задаче Ламе для полого цилиндра в теории упругости, но для цилиндра из физически не-
линейного несжимаемого реономного материала, подчиняющегося определяющему соотноше-
нию Работнова (1) с двумя произвольными материальными функциями, и для произвольных 
(медленно меняющихся) зависимостей давлений от времени, заданных на внутренней и внешней 
поверхности цилиндра. Поля перемещений, деформаций и напряжений в любой момент времени 
выражаются по формулам (25)–(31), (11) через одну функцию времени, которая находится в ре-
зультате решения выведенного нелинейного функционального уравнения (24), содержащего ма-
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териальные функции ОС и заданную нагрузку. Из построенного решения краевой задачи следует, 
что эта функция времени может быть найдена не только из уравнения (24), но и является непо-
средственно измеряемой в эксперименте функцией (она пропорциональна относительному изме-
нению внешнего радиуса трубы и кольцевой деформации на поверхности). Это позволяет ис-
пользовать полученное решение (25)–(31) для определения материальных функций нелинейного 
определяющего соотношения Работнова по данным испытания толстой трубки (если испытания 
показывают, что принятые при постановке задачи предположения достаточно хорошо выполня-
ются для материала). 

В последующих статьях планируется детально исследовать свойства напряженно-
деформированного состояния (25)–(31) в случае задачи о ползучести толстой трубы из физически 
нелинейного наследственного материала под действием постоянных давлений, сравнить их со 
свойствами решения задачи в рамках линейной теории вязкоупругости, получить общее выраже-
ние для времени разрушения трубы (с использованием деформационного критерия разрушения и 
критериев, учитывающих историю деформирования, предложенных в [34]), вывести уравнение 
кривой длительной прочности, разработать методику идентификации ОС Работнова и построить 
решения аналогичных краевых задач в менее ограничительных предположениях:  1) с учетом 
инерционных членов в уравнениях равновесия (чтобы получить возможность моделировать виб-
роползучесть при периодически меняющемся внутреннем давлении);  2) с заданием произволь-
ной осевой силы (а не нулевого осевого перемещения) на торцах для описания испытаний образ-
ца на совместное действие давления и заданной продольной силы;  3) отказаться в постановке 
задачи от постулата несжимаемости материала, заменив его на условие постоянства коэффициен-
та Пуассона 0( ) ( )t c tΠ = Π  или на постулат об упругом изменении объёма (когда 

0 const 1/KΠ = = , 0( )x xΦ =  в ОС (1) и 0 0Kσ ε= ) [5, 7, 30];  4) построить решения этих задач для 
составных (многослойных) труб c разными сочетаниями вязкоупругих свойств слоев и цилинд-
рических баллонов с полусферическими «торцами» под давлением (ползучесть и т. п.). 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 17-08-01146_а). 
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EXACT SOLUTION OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ST RAIN  
AND STRESS FIELDS IN A THICK TUBE MADE OF PHYSICALL Y NON-LINEAR 
ELASTO-VISCOPLASTIC MATERIAL UNDER GIVEN INTERNAL A ND EXTERNAL 
PRESSURES 
 
А.V. Khokhlov 
Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation 
E-mail: andrey-khokhlov@ya.ru 
 

We construct the analytic solution of the quasi-static boundary value problem for a hollow cylinder 
(a thick tube) under given pressure similar to the Lame problem in the elasticity theory but for a cylinder 
made of physically non-linear elasto-viscoplastic material governed by the Rabotnov constitutive equa-
tion with an arbitrary material functions. We assume that pressure values preset on an internal and ex-
ternal surfaces of the thick tube depend on time but change slowly enough to neglect inertia terms in the 
equilibrium equations. We also suppose that a material is homogeneous, isotropic and incompressible 
and a plain strain state is realized, i. e. the tube is long enough or zero axial displacements are given on 
the edge cross sections of the tube. We derive explicit closed form expressions for displacement, strain 
and stress fields via the unknown function of time and obtain functional equation to determine this func-
tion implying radii of the tube, pressure values dependence on time and material functions of the Rabot-
nov constitutive equation are given. It follows from the exact solution of the boundary value problem 
that this unknown function of time can be simply measured in pressure tests of tubular specimen. This 
observation allows to use the solution constructed for identification of the Rabotnov constitutive equa-
tion. 

Keywords: elastoviscoplasticity; physical non-linearity; the Rabotnov constitutive equation; the 
Lame problem; stress field; creep; identification. 
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Using the DFT method, we simulated the adsorption of a single hydrogen 
molecule on pristine low-dimensional carbon nanomaterials: carbon nanotubes 
(CNT), en-yne (CEY), and graphdiyne (GDY). For wave function decomposition, 
we employed two approaches: localized pseudoatomic orbitals (SIESTA package) 
and plane waves (VASP package). For CNT, CEY, GDY, and bulk carbon 
(graphite), we optimized atomic basis sets. Delta test of used DFT packages 
showed a good agreement for carbon: ∆С = 0,36 meV/atom. We demonstrated 
that after atomic basis set optimization the value of counterpoise (CP) correction 
of basis set superposition error (BSSE) in calculations of hydrogen adsorption 
energies reduces. Moreover, this CP correction could be by several times bigger 
than the corrected hydrogen adsorption energy. Therefore, to obtain reasonable 
results in weakly interacting systems, CP-corrected adsorption energies in the op-
timized PAOs are needed. In considered systems, hydrogen adsorption energies, 
which were calculated in this way, agree with the energies obtained using the 
BSSE-free plane-wave basis set. 

Keywords: Density functional theory (DFT); localized pseudoatomic orbitals 
(PAOs); projector-augmented wave method (PAW); delta test; hydrogen adsorption; 
carbon nanomaterials. 

 
Introduction  

On the way to the hydrogen economy, several problems should be solved. Among one of them is 
the creation of effective and compact hydrogen storages. Carbon nanostructures are promising materials 
for such utilization since they have unique mechanical properties [1, 2], porosity, low density and high 
surface area [3]. However, there are numerous allotropes of carbon. Therefore, in search of a material 
with the needed properties, computer modelling could decrease the experimental costs and shorten trial 
and error loop. 

Density functional theory, a popular approach in atomistic simulations, allows researchers to obtain 
precise results even for big systems [4], which can be useful in modelling of, for example, carbon nano-
tubes (CNTs), where simulation cell could contain up to several hundred atoms [5]. Though this method 
does not require empirical data of a simulated system, to reduce the many-electron problem to one-
electron, some theoretical approximations are needed. 

One of the key approximations is the wave function decomposition over a certain finite basis. The 
most common approaches are localized pseudoatomic orbitals (PAOs) and plane waves. For big systems 
or structures with a large vacuum volume (like in the case of adsorption modelling), PAOs are an effec-
tive method since they give accurate results with the low computational cost [6]. However, PAO basis 
set is prone to a significant basis set superposition error, BSSE (an over-estimation of binding energy 
due to the unequal basis sets between the interacting bonded system and non-interacting separated sys-
tems), in weakly interacted systems [7]. To reduce BSSE, counterpoise (CP) correction by Boys and 
Bernardi [8] can be used. Though, it is not clear, how atomic basis set optimization influences the value 
of this correction and corrected hydrogen adsorption energy. And if it is possible to get similar to the 
BSSE-free plane-waves results, using PAOs. 

Therefore, in this work, we consider different allotropes of carbon and their interaction with the mo-
lecular hydrogen. For each carbon system, we optimize PAO basis set (for carbon atom). Then we calcu-
late CP-corrected hydrogen adsorption energies before (with the default SIESTA basis set parameters) 
and after basis set optimization. The resulting hydrogen adsorption energies for 2D structures are com-
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pared with the BSSE-free plane-wave basis calculations. Additionally, we perform delta-test of utilized 
DFT packages, using different PAO basis set parameters. 
 

Models and simulation parameters 
Spin-polarized DFT calculations were performed in SIESTA package [9, 10], where PAOs are im-

plemented as a basis set. Adsorption on 2D carbon structures (CEY and GDY) was also investigated 
using the Vienna ab initio simulation package (VASP) [11] with the projector-augmented wave (PAW) 
method [12] and BSSE-free plane-wave basis set. The local density approximation, LDA (Ceperley–
Alder functional [13]), and the generalized gradient approximation, GGA (Perdew–Burke–Ernzerhof 
functional [14]), were employed as the exchange-correlation functional. Geometry relaxation was per-
formed by the conjugate-gradient method. For all SIESTA calculations, pseudopotentials were taken 
from the FHI pseudodatabase [15]. In the VASP simulations, we used the 2012 version of pseudopoten-
tials, which treats the following electrons as valence: 1s for H and 2s22p2 for C. 

Carbon nanotubes. We considered internal and external adsorption of a single hydrogen molecule 
on the pristine CNT(5,5). The simulation cell contains four primitive cells of the nanotube (80 carbon 
atoms in total). The optimized translational parameter in GGA (LDA) is 9,87 Å (9,78 Å). In non-
periodic directions (perpendicular to the tube’s axis) we put ~100 Å of vacuum. The force convergence 
criterion is 10–4 Ry/Bohr. The mesh cut-off [16] is 360 Ry (210 Ry) for GGA (LDA) calculations. With 
the 1× 1× 32 Monkhorst–Pack set of k-points, the numerical precision of hydrogen adsorption energy 
calculations is 10 meV. 

En-yne. We considered the adsorption of a single hydrogen molecule. The simulation cell contains 
two primitive cells of the CEY (20 carbon atoms in total). SIESTA simulation parameters: optimized 
sizes of an orthorhombic cell for GGA (LDA) calculations – 11,28·9,76·50 Å3 (11,20·9,69·50 Å3); the 
mesh cut off for GGA (LDA) calculations – 350 Ry (210 Ry); k-points set – 11× 11× 1; the force con-
vergence criterion – 5·10–5 Ry/Bohr. All these parameters allowed us to calculate hydrogen adsorption 
energies with the precision of ~7 meV. VASP simulation parameters: optimized sizes of an orthorhom-
bic cell for GGA (LDA) calculations – 11,26·9,74·20 Å3 (11,20·9,69·20 Å3); plane-wave basis set cut-off 
– 600 eV; k-points set – 9× 9× 1; the force convergence criterion – 10–3 eV/Å. All these parameters al-
lowed us to calculate hydrogen adsorption energies with the precision of ~3 meV. 

Graphdiyne. We considered two configurations of a single hydrogen molecule: on top of the big 
trigonal pore, and on top of the small hexagonal pore. The simulation cell contains one hexagonal GDY 
primitive cell (18 carbon atoms in total). SIESTA simulation parameters: the optimized translational pa-
rameter in GGA (LDA) is 9,48 Å (9,39 Å), the distance between the structure and its image – ~ 100 Å; 
the mesh cut off for GGA (LDA) calculations – 350 Ry (210 Ry); k-points set – 9× 9× 1; the force con-
vergence criterion – 5·10–5 Ry/Bohr. All these parameters allowed us to calculate hydrogen adsorption 
energies with the precision of ~ 7 meV. VASP simulation parameters: the optimized translational pa-
rameter in GGA (LDA) is 9,46 Å (9,39 Å), the distance between the structure and its image – 20 Å; 
plane-wave basis set cut-off – 600 eV; k-points set – 9× 9× 1; the force convergence criterion –  
10–3 eV/Å. All these parameters allowed us to calculate hydrogen adsorption energies with the precision 
of ~ 3 meV. 
 

PAO basis set optimization 
For basis set optimization, we used the methodology described in [17]. For all considered structures 

(pristine CNT, CEY, and GDY), we separately optimized basis set parameters for carbon atoms. All 
parameters for hydrogen were taken from [17]. Since all considered adsorbents consist of one atom type 
(carbon), during the basis set optimization, we tracked only the structure total energy and the 
characteristic bond length. 

As an example, in Fig. 1 we demonstrated the optimization procedure for C(2p) orbital in the case 
of CEY. In the presented example, we chose the optimal values for orbital cut-off and SplitNorm using 
the criterion of minimal total energy. Additionally, we monitored the length of a C–C bond, C Cd − . After 

orbital cut-off reached the value cutr  = 7,5 Bohr, C Cd −  remains on the same level (1,3942 Å). Since 

bigger cutr  employs higher computational costs, we chose cutr  = 7,5 Bohr as an optimal value. The 
dependence of the structure total energy on SplitNorm parameter has a pronounced minimum at 
SplitNorm 0,25, which has been chosen as an optimal value. 
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a) b) 
Fig. 1. Dependence of CEY total energy and C–C bond  length on a) cut-off radius of С(2p) orbital; b) SplitNorm  

parameter of С(2p) orbital. Solid grey lines note the chosen value o f orbital parameters 

Optimal basis set parameters are shown in Table 1 (mcutr  is a cut-off radius of a modified orbital, it 

derives from cutr  and SplitNorm). For comparison, we also presented optimized parameters for graphite 
and default PAO parameters in SIESTA. 

Table 1 
Optimal parameters for С(2s) and C(2p) orbitals for different carbon allotropes  

Structure CNT CEY GDY Bulk Default PAO 

cutr , Bohr 8,03 8,66 8,03 7,64 4,09 

SplitNorm 0,27 0,35 0,35 0,35 0,15 C(2s) 

mcutr , Bohr 3,03 2,81 2,81 2,81 3,35 

cutr , Bohr 10,06 7,64 9,57 8,66 4,87 

SplitNorm 0,26 0,24 0,20 0,24 0,15 C(2p) 

mcutr , Bohr 3,18 3,27 3,52 3,27 3,48 

Table 1 shows that, firstly, for different reference systems, we got slightly different optimal basis 
set parameters using the same pseudopotential in all cases. Secondly, all optimized parameters differ 
noticeably from the default ones (especially, cutr ). Therefore, default basis set parameters should be 
used cautiously, and each new system requires basis set optimization. 
 

Delta test 
To compare used DFT packages (VASP and SIESTA), we performed the delta test [18] between 

SIESTA results for different sets of orbital parameters and VASP data [19]. The obtained results are 
presented in Table 2. 

Table 2 shows that the biggest С∆  (and, consequently, the worst agreement with the VASP data) 
was obtained with the default basis set for carbon. Furthermore, different PAO basis sets resulted in 
different delta parameters (it can be seen in relative С∆ ). Generally speaking, the reference system used 
in the current version of delta test is a bulk structure (and for this reason delta test cannot be used for 
comparison of pseudopotential, for this purpose consideration of different allotropes is needed). 
Therefore, to compare DFT packages, where atomic basis sets are utilized, it is necessary to optimize 
PAOs parameters on the needed reference system (bulk). So, the correct value in our case is С∆  for 

graphite: 0,36С∆ =  meV/atom. This small value implies the good agreement between VASP and 
SIESTA results for carbon structures with the used pseudopotentials (results of the delta test 
considerably depend on the quality of pseudopotentials). 
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Table 2 
Delta parameters, obtained for different PAO basis sets 

Structure CNT CEY GDY Bulk Default PAO 

С∆ , meV/atom 1,88 1,47 0,32 0,36 2,86 

Relative С∆ , % 15,1 11,8 2,6 2,9 22,4 
 

CP-corrected hydrogen adsorption energies 
We simulated the adsorption of a single hydrogen molecule on CNT(5,5), CEY, and GDY. Relaxed 

structures are presented in Fig. 2. 

c) 

  

a) 

 

b) 

 

d) 

  

  

e) 

  
Fig. 2. Relaxed in SIESTA (GGA) structures of adsor bed hydrogen on: a) internal surface of CNT(5,5); b ) external surface 

of CNT(5,5); c) CEY; d) top of the GDY big pore; e)  top of the GDY small pore.  
Carbon and hydrogen atoms are grey and red, respect ively 

Hydrogen adsorption energy was calculated as follows: 

H H2 2

BSSE
bind base baseE E E E += + − , 

where H2baseE +  is the total energy of a complex “carbon nanomaterial + hydrogen molecule”, baseE  is 

the total energy of a carbon nanomaterial, H2
E  is the total energy of an isolated hydrogen molecule. 

Here, if 0bindE > , hydrogen attracts to the base structure, and the bigger is bindE  the stronger is this 
binding. 

CP corrections by Boys and Bernardi were calculated as follows: 
0 0

H H2 2CP base ghost base ghostE E E E E− −= − + − , 

where base ghostE −  is the total energy of a carbon nanomaterial calculated in the full basis of a complex 

“carbon nanomaterial + hydrogen molecule”, 0baseE  is the total energy of a carbon nanomaterial 

calculated in the basis of a carbon structure, H2 ghostE −  is the total energy of a hydrogen molecule 

calculated in the full basis of a complex “carbon nanomaterial + hydrogen molecule”, 0H2
E  is the total 

energy of a hydrogen molecules calculated in the basis of this molecule. All these energies are 
calculated in relaxed geometries presented in Fig. 2 without further structural optimization. This 
correction, CPE , should be always negative. Then the final hydrogen adsorption energy was calculated 
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as BSSE
bind bind CPE = E + E . The results of hydrogen adsorption energy calculations, as well as the value of 

CP correction by Boys and Bernardi, are presented in Table 3. 
Table 3

Hydrogen adsorption energy (meV) and the value of CP  correction by Boys and Bernardi (meV)

CNT(5,5) GDY 

external internal 
CEY 

big pore small pore Basis set 

bindE CPE bindE CPE bindE CPE bindE CPE bindE CPE

GGA 

optimized 5 44 35 231 
12 

(18) 
43 

8 
(15) 

47 
10 

(14) 
57 

default –15 205 22 318 40 230 –34 369 –17 184 

LDA 

optimized 70 71 238 234 
104 

(105) 
44 

120 
(122) 

86 
91 

(87) 
110 

default 69 233 168 345 112 301 127 428 169 117 

Table 3 shows that almost in all cases CPE  drops after basis set optimization (for example, in the 

case of GDY big pore, CPE  decreased by almost 8 times). However, even with the optimized basis set, 

CPE  is significant in comparison with bindE  (especially for GGA calculations). Mostly, in LDA calcu-

lations CPE  is bigger than in GGA calculations, though, as expected, bindE  is bigger too (since LDA 

overestimates the energy of vdW interaction, and GGA underestimates it [20]). As a result, /CP bindE E

is lower in LDA calculations than in GGA. All in all, we have not found the general trend in bindE  and 
basis set optimization. In some cases (for example, LDA calculations of external adsorption on 
CNT(5,5) or adsorption on top of the GDY big pore) bindE  changes only slightly after basis set optimi-

zation, while in other cases the change in bindE  can be significant. 
To compare results, obtained with PAO basis set, with the BSSE-free plane-wave basis, we calcu-

lated hydrogen adsorption energies on 2D carbon nanomaterials in VASP. Results of these calculations 
are presented in Table 3 within the brackets. And the difference between the CP-corrected hydrogen ad-
sorption energies, calculated with the optimized basis set, and the VASP adsorption energies is within 
the numerical precision. This is not true for bindE  obtained with the default basis set of carbon. To 
summarize, if one wants to get fast and precise hydrogen adsorption energies in weakly interacting sys-
tems, using PAOs, one should both optimize the basis set and employ CP correction by Boys and Ber-
nardi. 

Conclusions 
In this work, we obtained the optimal parameters of PAOs basis sets, implemented in SIESTA, for 

CNTs, CEY, GDY, and graphite. The delta-test of VASP and SIESTA showed good agreement for car-
bon ( 0,36С∆ =  meV/atom). Simulation of hydrogen adsorption on low-dimensional carbon nanomate-
rials indicated the necessity of basis set optimization for each considered system and BSSE correction in 
the case of atomic basis set usage for modelling of weakly interacted systems. If these are done, the re-
sulting adsorption energies will coincide with the ones, obtained with the BSSE-free plane-wave basis, 
within the numerical precision. 

The reported study utilized the supercomputer resources of South Ural State University [21]. 
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ОШИБКА СУПЕРПОЗИЦИИ БАЗИСНОГО НАБОРА: ВЛИЯНИЕ ОПТИМИЗАЦИИ 
АТОМНОПОДОБНОГО БАЗИСА НА ВЕЛИЧИНУ УРАВНОВЕШИВАЮЩЕЙ 
ПОПРАВКИ 
 
Е.В. Аникина, В.П. Бескачко 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: anikinaev@susu.ru 

 

Промоделирована адсорбция молекулы водорода на чистых углеродных наноматериалах 

низкой размерности: углеродных нанотрубках (УНТ), енине и графидине. Использовались два 

подхода к разложению волновой функции системы: плоские волны (пакет VASP) и атомнопо-

добные орбитали (пакет SIESTA). Для УНТ, енина, графидина и графита были получены опти-

мальные параметры атомноподобного базисного набора. Дельта-тест использованных DFT паке-

тов на атоме углерода показал хорошее согласие: ∆С = 0,36 мэВ/атом. Вычисление энергии ад-

сорбции водорода с поправками Бойса–Бернарди показало, что после оптимизации атомноподоб-

ного базисного набора ошибка суперпозиции базисного набора (BSSE) уменьшается. При этом, 

эта ошибка может вносить значительный вклад в энергию адсорбции, поэтому для получения 

корректных результатов в слабосвязанных системах необходимо вычислять энергию адсорбции с 

«уравновешивающими» поправками после оптимизации базиса. Вычисленные таким образом 

энергии адсорцбии с точностью до погрешности вычисления согласуются с результатами, полу-

ченными с помощью базиса из плоских волн, не подверженного BSSE. 

Ключевые слова: теория функционала электронной плотности; атомноподобный базисный 

набор; метод проекционных соединительных волн; дельта-тест; адсорбция водорода; углерод-

ные наноматериалы. 
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ВЛИЯНИЕ УСЛОВИЙ ИЗМЕРЕНИЯ И КВАНТОВАНИЯ 
НА ИНФОРМАТИВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ЭХО-СИГНАЛА ДОЖДЯ 

В.В. Заволокин, В.И. Тамбовцев 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: zavolokinvv@susu.ru

Приведена и обоснована физико-математическая модель эхо-сигнала 

отраженного от облачно-дождевых систем. Предложены алгоритмы полу-

чения несмещенных, эффективных и состоятельных оценок первого и вто-

рого начальных моментов эхо-сигнала от дождя. Предложены схемы оцен-

ки физических параметров капель дождя на основе оценки мощности отра-

женного сигнала: наведенного дипольного момента капли дождя, затухания 

при распространении сигнала вдоль сферической координаты дальности 

туда и обратно и параметров облачно-дождевой системы: интенсивности 

дождя, водности облачно-дождевой системы. Показана связь наведенного 

дипольного момента капель дождя с оценками диэлектрической проницае-

мости и проводимости дождевых капель. Эта связь выражается через соот-

ношения между оптическими и электрическими характеристиками капель 

дождя. Эти соотношения позволяют составить и решить системы алгебраи-

ческих уравнений относительно статистических оценок диэлектрической 

проницаемости и проводимости капель дождя, на основе предварительно 

выполненных оценок наведенного дипольного момента капель дождя, ко-

торые получаются на основе статистических алгоритмов формирования со-

стоятельных и несмещенных оценок первого и второго моментов эхо-

сигнала дождя. Показана связь формирования оценок с условиями прове-

дения измерений, зависящими от времени года и суток. Предложенные ста-

тистические алгоритмы позволяют устранить смещение указанных оценок 

физических параметров вызванное тремя составляющими: тепловым шу-

мом приемника, эхо-сигналами принимаемыми по боковых лепесткам ан-

тенны и шумом квантования. Это делает данные оценки не только несме-

щенными, но и физически реализуемыми. Формирование оценок по пред-

лагаемым алгоритмам предполагает истинно когерентную измерительную 

систему. 

Ключевые слова: оценки мощности сигнала метеоэхо; численное решение 

уравнения метеоцели; наведенный дипольный момент капли дождя; проводи-

мость и диэлектрическая проницаемость дождевой капли; шум квантования; 

радиофизические и электрохимические задачи.  

Введение 

Известно [см. 1–3], что данные о физических свойствах дождевых капель: wK – наведенном

 , , 0 wl r K Rдипольном моменте капли,  – затухании при распространении сигнала вдоль сфери-

R   M 

ческой координаты дальности, а также данные о физических свойствах облачно-дождевых сис-

тем:  – интенсивности дождя и  – водности облачно-дождевой системы лежат в основе фи-

зико-математических моделей ориентированных на решения трех групп задач:  радиофизические, 

задачи обработки сигналов и электрохимические. 

Это следующие задачи: исследование загрязнения воздушной среды, построение зон радио 

покрытия сотовой связи в осадках и зон ослабления сигнала при радиорелейной связи, построе-

ние карт солености (и/или загрязнений акваторий, или воздушного бассейна), обнаружения пато-

генных ионов в каплях дождя, измерение водности облачно-дождевых систем с целью предот-

вращения возгорания двигателей реактивных самолетов, измерение водности M при принуди-

тельном поливе сельскохозяйственных угодий в засушливые годы из кучевых облаков, построе-

нии метеорологических карт.  

Формулировка радиофизической модели формирования сигнала метеоэхо 

Алгоритм селекции физических свойств капель дождя и физических свойств облачно-

дождевых систем изложен в [1, 2]. В [1] доказано, а в [2] обосновано, что эхо-сигнал от однород-
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ных и изотропных импульсных объемов дождя есть центрированный двумерный нормальный 
вектор. Этот вектор является информативным относительно wK , ( )0, ,wl r K R , R  и M . Ком-

плексная диэлектрическая проницаемость ( )ε ωɶ  (см. [2]) связана с комплексным относительным

показателем преломления и с наведенным дипольным моментом капли wK  (см. [2, 3]) так:  

( )( )
( )( )

2

2

1

2
w

m
K

m

ω

ω

−
=

+
,  (1) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )    m n jk iω ω ω ε ω µ ε ω ε ω µ′ ′′= − = = +ɶ                      (2)

комплексный относительный показатель преломления; ( )ε ω =ɶ ( ) ( )iε ω ε ω′ ′′+  – относительная

комплексная диэлектрическая проницаемость капель дождя; µ   – относительная магнитная про-

ницаемость воды 1µ ≈  (0,999991) (см. [4]); 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2

0

1 1
  

2 2 2
k

c

σλω µ ε ω ε ω ε ω µ ε ω ε ω
πε

 
    ′ ′′ ′ ′ ′= + − = + −        

 

= 

( )( ) ( ) ( )21
 599,758  

2
µ ε ω λσ ε ω ′ ′= + − 
 

;  (3) 

– коэффициент поглощения;

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2

0

1 1
  

2 2 2
n

c

σλω µ ε ω ε ω ε ω µ ε ω ε ω
πε

 
    ′ ′′ ′ ′ ′= + + = + −        

 

= 

= ( )( ) ( ) ( )2 21
599,758

2
µ ε ω λσ ε ω ′ ′+ + 
 

 (4) 

– действительный показатель преломления; ε ′  – вещественная часть комплексной диэлектриче-
ской проницаемости;  ε ′′  – мнимая часть комплексной диэлектрической проницаемости; σ  –
удельная проводимость среды распространения (капли воды); λ  – длина волны зондирующего

сигнала; ω  – круговая частота зондирующего сигнала; 0 01  c ε µ=  — скорость света в вакууме;

0ε  – электрическая постоянная (электрическая (диэлектрическая) проницаемость вакуума); 0µ  –
магнитная постоянная (магнитная проницаемость вакуума). 

Многократно зондируя на каждой из рабочих частот (см. [2]) и каждый раз (по результатам 
четырех зондирований) численно решая систему из трех уравнений (5), каждое из которых полу-
чается для текущего зондирования, получаем выборочные значения wK , ( )0, ,wl r K R  иR . На ос-

нове выборочных значений wK  получаем прямоугольные матрицы выборок wK  . Затем, из вы-

борок wK  , формируем матрицы оценок ˆ
wK  . И, наконец, используя формулы (1)–(4) и уточ-

ненные формулы Дебая (см. [5, 6]), связывающие между собой величины: комплексную диэлек-
трическую проницаемость, T  – температуру окружающей среды σ, ω  и учитывающие зависи-

мость σ  и ε  от T и ω , формируем матрицы оценок σ̂  и ε̂' .  Заметим при этом, что физические 

величины wK  и R  не зависят от давления в диапазоне возможных значений атмосферного дав-
ления на трассе распространения радиосигнала (см.[2, 3]). 

Связь мощности эхосигнала ( )0  P r  и wK  (см. [3]) имеет вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

20 0 4
0 03 2

0 0 0

, , , ,
   , , sin  

(4 )
и w w

r

P g l r K R r K R
P r W r r dr f d d

r

π πλ η
θ φ θ θ φ

π
= =∫ ∫ ∫
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( ) ( )
2 2 2 23

20 7 1
0 max6 2 2

0

, ,
7, [cth( ) 1 ( )]

8ln 2 22
и w

w

P g l r K R c
K N D aF aF

r

λ θπ τγ τ τ
λ

−= Λ Λ −  

= ( ) ( )722
0 max7, .wAl K N R R Dβ βα γ α

−− −   (3) 

В (5) приняты следующие обозначения. ( )0  P r  – мощность эхо-сигнала отраженного от дождево-

го импульсного объема. 
5

2

4
 K Zω

πη
λ

=  – удельная эффективная площадь рассеяния. 

1
 i

i

Z D
V

=
∆ ∑ – отражаемость разрешаемого импульсного объема V∆  (см. [2]), i D   – диаметр

капли, V∆  – величина импульсного объема на удалении 0r , 0 r  – значение наклонной дальности

(сферической координаты) до центра импульсного объема V∆ , иP  – мощность, излучаемая пе-

редатчиком, 2g  – коэффициент усиления датчика (антенны) одновременно на прием и передачу, 

[ ] [ ]{ }0 0 0
1

( , ) (2 )( 4) (2 )( 4)
2

W r r erf aF c r r c erf aF c r r cτ τ= − + − − − ; 

– вид весовой функции по дальности. r  – значение текущей сферической координаты;

2 ln 2
a

π=  (6) 

– первый коэффициент формирования амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) согласован-
ного фильтра приемника, F  – ширина полосы пропускания приемника по уровню половинной
мощности, τ  – длительность зондирующего импульса, R  – интенсивность осадков мм/час. При

использовании распределения капель по размерам Маршала–Пальмера ( ) 0
DN D N e−Λ= , (см. [7]),

уточняющих коэффициентов Литвинова и Циркунова и результатов из [8], имеет место выраже-

ние для уточненной отражаемости дождя ( )7
0 7,Z N dγ−= Λ (параметры 0N  и Λ  входящие в

формулу, описывающую распределение капель по размерам). При этом, при метеорологических 
измерениях используют следующие пары параметров 0N  и Λ : 

0,37 1 3 1
03,7 мм ,  5,5 10 ммR R Nβα − − −Λ = = ⋅ = ⋅ – для осадков в течение первых 15 мин выпадения

днём (см. [8]), 0,23 1 4 1
04,3 мм ,  1 10 ммR N− − −Λ = ⋅ = ⋅ – для осадков спустя 30 мин после начала их

выпадения днем (см. [9, 10]) и 0,23 1 4 1
04,6 мм ,  1,4 10 ммR N− − −Λ = ⋅ = ⋅ – для ночных осадков (см.

[8, 9]). ( ) 7,dγ  – неполная гамма функция (см. [10]), maxd D= Λ  и maxD  – максимальный диаметр

капли ( maxD  = 6,5 мм (см. [3])). 

( ) ( ) ( )( )2 2H O O
0 0

 exp exp  
r r

g g g cl k k dr k k k k dr∂
   

= − + = − + + +   
   
   
∫ ∫

– потери в одну сторону за счет ослабления в атмосферных газах, в дожде и на кап-

лях. ( )2 2H O Og g g k = k + k – коэффициент равный сумме коэффициентов затухания в атмосферном

кислороде и парах воды. ( )ck k k∂= +  – коэффициент ослабления в дожде и на каплях облаков.

Поскольку ck  и k∂  зависят от неизвестных w K , R , M, а также от температуры среды, сезонно-

го вида осадков и времени суток, то и величина ( )0, ,l r K Rω  формально является неизвестным в 

выражении (5) так как зависит от неизвестных физических величин. 

( )( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

 0 0

, ,
,

2
r

w

l a F c
W r r dr l f r r dr

τ τ∞∞

= − =∫ ∫ (7) 

– результат вычисление внешнего интеграла выражения, ( )0  l erf b=  – коэффициент при весовой

функции ( )2
0wf r r− , который нормирует ее максимальное значение к единице, 
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( , , ) [cth( ) 1 ( )]rl a F aF aFτ τ τ= −  – коэффициент потерь в приемнике обусловленный ограниченной 
полосой пропускания 

( ) ( ) ( ) ( )( )0
1

2wf r r erf x b erf x b
erf b

− = + − − ;  (8) 

– нормированная АЧХ приемника

4ln 2b Fτπ= ;     (9) 
– второй коэффициент формирования формы АЧХ приемника

( )( )0 2  x aFc r r= − ;  (10) 

– формальная переменная функции (8).
Аналитическое решение ( )rl a,F,τ  получается при известной аппроксимации функции 

( )erf y  функцией ( )th .y  Аппроксимация учитывает реальные значения величин (9)–(10) и вы-

полняется с большой точностью (см. [2]). 
2 2

4 1

0 0

( , )sin( ) .
8ln 2

f d d
π π πθθ φ θ θ φ =∫ ∫  

– значение внутреннего интеграла выражения (5) (см. [3]). Вычисление внутреннего интеграла (5)
выполнено при предположении, что функция ( )f θ,φ  – есть осесимметричная кривая гауссовско-

го вида. 1θ  – угловая ширина (в радианах) однократно используемой (либо на прием, либо на

передачу) диаграммы направленности антенны (или датчика); φ  –азимут; θ  – угол места. 
Объединим по общим признакам все параметры формулы (5) в три группы. Первая группа 

(образует множитель 
2 23

1
6 2 2

0

1
cth( )

8ln 2 22
uP g c

A aF
aFr

θπ ττ
τλ

 = −  
 в (5)) и объединяет априорно извест-

ные конструктивные параметры измерительной системы (постоянные параметры фиксированные 
для каждого текущего зондирования). Вторая группа образует вектор ( )0, ,В N α β=  априорно

известных параметров дождя, координаты которого определены выше. Третья группа это неиз-
вестные и статистически оцениваемые величины ( )0, ,wl r K R , w K и R. 

Заметим, что неизвестные параметры ( )0, ,wl r K R , wK  и R  можно грубо оценить по трем 

зондированиям ( ) ( ) ( )( )1 0 2 0 0, ,  , P r P r r численно решая систему из трех уравнений (5). Для n  зон-

дирований каждой из m  частот строится матрица статистической выборки ( )0P r  необходимая 

для расчета оценок ( )0
ˆ ,  ,  wl r K R , ˆ

wK ,  R̂, M̂ , а затем и оценок σ̂  и ε̂  по формулам (1)–(4) и 

уточненным эмпирическим формулам Дебая (см. [5, 6]). Меняя частоты зондирования в окрест-
ности частоты 2,99792 ГГцf =  ( 10 см, λ =  где wK  лежит в окрестности точки 0,9286 при t  =

20 °C) и  48,353622 ГГцf =  ( 0,62 см λ = , где wK  лежит в окрестности точки 0,8926 при t  =

20 °C) формируем матрицы σ̂  и ε̂  по уточненным эмпирическим формулам Дебая (см. [5, 6]). 

Эти матрицы нужны для решения радиофизических и электрохимических задач. Заметим, что 
информацию о физических свойствах дождевых капель несет wK , а информацию о свойствах 

облачно-дождевой системы ( )0, ,wl r K M , R , M . При этом, 
2

wK  изменяется всего в пределах от 

0,8312 до 0,9340 [3] для длин волн в диапазоне от 0,06 м до 0,10 м в диапазоне температур от 0 до 
20 °C. Тогда очевидно, что смещение оценки величины ( )0P r , вызываемое как процессом фор-

мирования эхо-сигнала (тепловой шум приемника также искажает оценку ( )0 P r ), так и квантова-

нием, недопустимо. Для ледяных сфер 
2

wK  составляет около 0,18 [3] и не зависит ни от темпе-

ратуры, ни от длины волны. Поэтому зимой затруднено измерение физических свойств атмо-
сферной влаги. 
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Алгоритмы формирования состоятельных и несмещенных оценок первого и второго на-
чальных моментов эхо-сигнала дождя 

Окончательный вид вектора второго начального момента эхо-сигнала дождя будет иметь 
вид: 

( ) ( )( )0 0 ,  P P r P r с Pξτ= + = ,  (11) 

где τ  – шаг дискретизации при выборке сигнала или интервал времени между соседними выбо-
рочными отсчетами данных; c – скорость света. 

Напомним, что первое и второе предложение раздела Формулировка радиофизической зада-
чи имеет следующий вид: в [1] доказано, а в [2] обосновано, что эхо-сигнал от однородных и изо-
тропных импульсных объемов дождя есть центрированный двумерный нормальный вектор. Этот 
случайный вектор является информативным относительно wK , ( )0, ,wl r K R , R  и M .

Действительно каждый элементарный отражатель – капля дождя находится на случайном 
расстоянии от излучателя и случайным образом ориентирована относительно плоского фронта 
падающей электромагнитной волны. Капли дождя приобретают скорость в поле тяготения земли. 
Форма капли при этом будет отличаться от сферической формы. Причина отклонения от сфери-
ческой формы в том, что на движущиеся капли действуют: сопротивления воздуха, ветер и 
столкновения капель (см. [2]). Кроме того, капли имеют различные размеры. Поэтому эхо-сигнал 
от каждой капли будет иметь случайную фазу, распределенную в интервале от [0, 2π].  

Таким образом, цитируя фразу из [2] запишем. Теперь мы можем применить центральную 
предельную теорему к действительной и мнимой частям сигнала. Теорема устанавливает, что 
распределение суммы независимых случайных величин стремится к нормальному закону при 
условии, что число слагаемых велико и ни одно из них не выделяется по величине в сравнении с 
остальными. Очевидно, что оба эти условия справедливы для гидрометеоров (дождевых капель), 
откуда следует, что синфазная и квадратурная составляющая распределены по нормальному за-
кону с нулевым средним.  

Поэтому на входе приемника происходит сложение двух векторов в каждой из квадратур 
комплексного сигнала: вектора сигнала эхо-сигнала дождя ξ  и вектора сигнала теплового шума 

приемника n . Тогда обрабатывается вектор сигнала η = ξ + n , который пройдя частотно-
избирательные цепи (что учтено в (5)), поступает на аналого-цифровой преобразователь, где под-
вергается дискретизации по времени и квантованию по уровню.  

В итоге получается суммарный вектор δ = ξ + n + ζ , из которого и надлежит выделить ин-

формативную составляющую вектор ξ . 
Поскольку тепловой шум и эхо-сигнал дождя имеют различную природу, то координаты век-

торов ξ  и n  не коррелированы. С другой стороны вектор ζ  статистически связан с вектором, 

η = ξ + n  так как получается из него с помощью нелинейного преобразования. В этом случае, 
следуя теореме дисперсий [12, 13]: 

( )
1 1

 2  
n n

i i ij
i i i j

D X D X K
= = <

 
= + 

 
∑ ∑ ∑ ;  (12) 

И, переходя к системе обозначений данной статьи, можем записать: 

, , 2 2n nD D D D K Kδ ξ ζ ζ ξ ζ= + + + + .  (13) 

Видим, что из выражения (13) следует следующее очевидное соотношение, позволяющее 
вычислить искомую информативную физическую величину 

ξ ξ
P = D : 

, ,,
 2 2 2n nnP D D D D K K D D D Kξ ξ δ ζ ζ δ ζ ζ ηζ ξ= = − − − − = − − − .  (14) 

В работе [14] получено выражение для вектора второго начального момента шума квантова-
ния 

ζ
 D : 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2

1 2 1 22 2 2 2
1 1

1 12 2
  , cos ; cos   

12 12

n n

n n

D D D q nm q nm
n n

ζ ζζ
π π

π π

∞ ∞

= =

 − −∆ ∆ ∆ ∆    = = + +    ∆ ∆    
∑ ∑ . (15) 
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Второе слагаемое в формуле (15), как следует из (14), приводит к смещению оценки вектора 
ˆ ˆ
ξ ξ

P = D  при выполнении оценки даже по выборочному алгоритму оценки второго центрального 

момента (учитывая предварительно вычисленные оценки 1m̂  и 2m̂  первого момента, выполнен-
ные по выборочному алгоритму первых моментов). 

Рассмотрим результат (10) с учетом формулировки радиофизической задачи. Известно, что 
реальное значение проводимости дождевых капель σ  достаточно мало. Например (см. [15, 16]), 

50,38 10  σ −= ⋅  см·м–1 для тщательно очищенной воды, 4 45 10  100 10σ − −= ⋅ − ⋅  см·м–1 – для дожде-
вой воды и линейно зависит от ее минерализации (см. [16]) (т. е. от загрязнения атмосферной
влаги промышленными выбросами). Сначала из численного решения уравнений вида (5), учиты-
вая априорно известный вектор ( )0, ,  В N α β=  и коэффициент A , получается выборочное значе-

ние wK . Затем, по ансамблю выборочных значений wK  строится матрица оценок ( )ˆ
w iK λ . И, 

наконец, по формулам (1)–(4) и уточненным формулам Дебая (см. [5, 6]),получаем оценки ε̂  и 

σ̂  для решения указанных во введении радиофизических и электрохимических задач. 

Информацию о wK  несет мощность принятого сигнала ( )0P r . Но, ( )0P r  прямо пропорцио-

нальна 2
ξ

σ  (с точностью до коэффициента А из (5)). Поэтому при 1 0m ≠  и 2 0m ≠ , как следует из

(14), появляется смещение вектора 
δ

D  принимаемых сигналов на основании теоремы сложения 

дисперсий, которое зависит от вторых слагаемых в формуле (14). Тогда, если не применить алго-
ритм (14), то оценки ε̂  и σ̂  также становятся смещенными и несостоятельными. На рис. изобра-
жено второе слагаемое в формуле (15), которое есть функция β  и jm .  

а)  б) 
Зависимости второго слагаемого в выражениях ( )1 2,D D D=  как функции 2 2

ηβ = σ∆ , ( )bβ =  и jm

для формулы (14) при 1∆ =  (отражающие доминанты есть). 

На рисунке: а – зависимость получена при 0,8 1β = − , б – при 0,48 0,52β = − . 

Основные выводы 

Оценки ˆ
ξi

D  i = 1, 2,…, n  формируются из выборок мощности ( )0iP r , i = 1, 2,…, n (5). Где n

– количество анализируемых сканов при фиксированной длительности импульса и длине волны
зондирующего импульса при секторном сканировании. Квадрат амплитуды эхо-сигнала от ка-
пельной структуры, центр импульсного объема которой расположен на удалении 0 jr , имеет вид: 

( )0'   ,   1,2  . i
i

P r
x i N

A
= = … (16)
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Из [12] известно, что оценки первого и второго центрального момента формируются в виде 
выборочных алгоритмов:  

( )( )
1

1
ˆ sgn  , 1,2;

n

j ij ij
i

m x x j
n =

′ ′= =∑   (17) 

( )( )( )2
2 '

1

1ˆ ˆ  sgn  ,  1 ,2,
j

n

ij ij j
i

D x x m j
nη ησ

=
′ ′= = − =∑  (18) 

где ( )sgn ijx′  – алгоритм определения знака амплитуды эхо-сигнала; ijx′  – модуль амплитуды

эхо-сигнала. 
Возвращаясь к формулировке четвертого абзаца предыдущего раздела и учитывая строгое 

доказательство центрированности случайного вектора эхо-сигнала, отраженного от дождя сде-
ланное в [1] не трудно видеть, что для того, чтобы оценка δD  стала несмещенной, величину 

оценки jm  мы вынуждены формировать (копить) когерентно в каждом из квадратурных каналов 

по алгоритму (17). Вычисление оценки ˆ
j

Dη  в каждом из квадратурных каналов по выборочному

алгоритму второго центрального момента все равно оставит ее смещенной, поскольку, при вы-
полнении операции квантования, добавляется смещение этой оценки в виде второго слагаемого в 
выражении (15). 

В когерентной измерительной системе (см. [17]) знак величины (амплитуды сигнала) 

ijx′  всегда определяется. Из [17] известно, что (18) это некогерентное накопление выборок (при

возведении в квадрат теряется информация о знаке). Из [17] известно, что выигрыш сигнал/шум 

при некогерентном накоплении 2 2
вых швыхвых

d Nξσ σ= ∼ . Выигрыш при когерентном накопле-

нии ' 2 2ˆ( )выхj j швыхd m Nσ= ∼ . По этой причине для формирования оценки в соответствии с (17)

объем выборки требуется меньший, чем при формировании оценки (18) при совпадающих дис-
персиях оценок. Подставляя в (14) выражение для координаты (15) и учитывая то, что ˆj jm  m≈
перепишем (14) в следующем виде: 

( )
( )
( )

2 2 22 2 2

2 2 2
1

21 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆexp cos  2  .
12

n

n jjj j j i j
n i j

n
P D D D nm K

n

η
ξ ξ δ η

π σ π
ζπ

∞

= <

  −∆ ∆    = = − − + − +    ∆∆     

∑ ∑   (19) 

Из [2, 3, 18] известно, что диапазон изменения 2 2
швыхвых

d ξσ σ= имеет место от значений

2 ,ξσ  когда эхо от капель «спрятано» в шуме 2
шσ , до значений, когда 2

ξσ  может «занимать» весь

динамический диапазон. Скорость сходимости оценки ˆ
ξi

P  определяется величиной d. Здесь 

оценки ˆ
ξi

D  требуют такие объемы выборок, чтобы оценка 
2ˆ

wK , лежащая в пределах от 0,8312 

до 0,9340 была сформирована с наперед заданной точностью. При этом формирование 
2ˆ

wK  не 

должно противоречить условию физической реализуемости измерения. Под реализуемостью сле-
дует понимать отсутствия изменений ( )0, ,wl r K R , wK ,  R, M  вызванных ветром. Тогда (19) это 

алгоритм адаптивного оценивания  
ξi

P  мощности, отраженной от изотропной капельной струк-

туры (дождя), устраняющий также и влияние отражающей доминанты. По этой причине оценки 
σ̂  и ε̂  будут состоятельными и несмещенными. 

Таким образом, видим, что если не отстроиться от сигнала отражающей доминаты, который 

при формировании оценки ˆ ˆ
ξ  ξ  D = P   накопится когерентно, то смещение оценок ˆ ˆ

ξ  ξ  D = P   может 

полностью исказить результаты радиофизических измерений и не позволить решить предпола-
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гаемые радиофизические и электрохимические задачи. Это произойдет по той причине, что 

ˆ ~jm N , а ˆ  ~  
j

D N , где N  – объем выборки  

А, поскольку при формировании оценок берутся выборки нескольких импульсных объемов 

(на интервале времени определяющем физическую реализуемость системы), то несмотря на ис-

чезающее малые значения второго слагаемого в формуле (15) , объем выборок столь велик, что 

сигнал отражающей доминанты в некоторых случаях сместит оценку ˆ
ξi

D  до значений не позво-

ляющих получить несмещенные оценки wK ,  0 , ,wl r K  , R  и M  и, соответственно оценки ε̂  и 

σ̂  станут не состоятельными. 
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The physical and mathematical model of the echo signal reflected from cloud-rain systems was pre-

sented and substantiated. The algorithms for obtaining unbiased, efficient and consistent estimates of the 

first and second initial moments of raindrop echo signal were proposed. The estimation schemes of 

physical parameters of raindrop were proposed based on the reflected signal power estimation, such as 

induced dipole moment of a raindrop, attenuation during signal propagation along the spherical coordi-

nate of the distance back and forth, and the parameters of the cloud-rain system, such as rain intensity, 

water content of the cloud-rain system. The correlation between the estimation of dielectric permittivity 

and conductivity of raindrops was shown. The relationship between the induced dipole moment of 

raindrops and the estimates of the dielectric permittivity and conductivity of raindrops is shown. This 

relationship is expressed through the relationship between the optical and electrical characteristics of 

raindrops. These relations make it possible to create and solve systems of algebraic equations for statis-

tical estimates of the dielectric permittivity and conductivity of raindrops, based on previously per-

formed estimates of the induced dipole moment of raindrops, which are obtained on the basis of statisti-

cal algorithms for generating consistent and unbiased estimates of the first and second moments of the 

rain echo. The relationship of estimation formation with measurement conditions that depend on the 

time of year and day is shown. The proposed statistical algorithms allow us to eliminate the bias of these 

estimates of physical parameters caused by three components: thermal noise of the receiver, echo signals 

received on the side lobes of the antenna and quantization noise. This makes these estimates not only 

unbiased, but also physically realizable. The formation of estimates based on the proposed algorithms 

assumes a truly coherent measurement system. 

Keywords: signal power estimation of meteorological echo; numerical solution of meteorological 

goal equation; dipole moment of a raindrop; conductivity and dielectric permittivity of a raindrop; 

quantization noise; radiophysical and electrochemical problems. 
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Персоналии 
 

ЛЕВ МИХАЙЛОВИЧ БЕЛЯКОВ.  
К 85-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ 
 

20 ноября 2019 года исполняется 85 лет со дня рождения Льва 
Михайловича Белякова, квалифицированного математика и замеча-
тельного педагога, проработавшего в ЧПИ–ЧГТУ–ЮУрГУ почти 
сорок лет (с 1957 по 1996) и внесшего значительный вклад в дело 
организации и становления математического образования в нашем 
вузе. Лев Михайлович родился 20 ноября 1934 года в городе Челя-
бинске. С детства демонстрировал незаурядные математические 
способности и, одновременно, склонность к физическому труду, ри-
сованию, чтению, музыке. Из-за травмы, полученной по неосторож-
ности, с шести лет много времени проводил в больницах, пока не 
зарубцевалась часть ампутированной ноги. Поэтому с раннего дет-
ства много читал. Отец, вернувшийся с фронта, привозил ему книги 
«мешками». С тех пор Лев Михайлович начал собирать книги по 
математике, искусству, философии. Он предпочитал «Литературные памятники», «Жизнь заме-
чательных людей», «Биографическая серия» и т. д. Любимыми (настольными) книгами со сту-
денческих лет были «Сочинения Козьмы Пруткова» и «Мои воспоминания» Алексея Николаеви-
ча Крылова – академика, математика, кораблестроителя, механика. Многими историями из этой 
книги он делился с друзьями, студентами, коллегами. Эта книга, видимо, помогала его становле-
нию в качестве молодого руководителя одной из крупнейших кафедр института (ЧПИ, около 60 
человек). В последние (перестроечные) годы часто цитировал «Воспоминания» Н.В. Тимофеева-
Ресовского. 

Закончив в 1952 году среднюю школу № 27, Лев Михайлович поехал поступать в Москов-
ский государственный университет на механико-математический факультет. Математику сдавал 
А.Н. Колмогорову, получил пятёрки, но политически не выдержанное сочинение о войне 1812 
года не позволило ему стать студентом МГУ. Мысли и идеи Андрея Николаевича Колмогорова 
оказали заметное влияние на его становление как математика. 

Вернувшись в Челябинск, за три дня сдал вступительные экзамены и был принят на физико-
математический факультет Челябинского педагогического института.  

Учеба давалась Льву Михайловичу легко, без особых усилий постигал он азы науки. В учебе 
демонстрировал поразительную целеустремленность. Уже на первом курсе Л.М. Беляков посе-
щал кружок математического анализа, который вел Степан Иванович Дергачев – образованный 
математик и педагог, человек добрый и немного своеобразный, еще не до конца расставшийся с 
военным прошлым. На третьем курсе Лева Беляков стал посещать кружок по теории функций, 
который вел Иван Яковлевич Барков – человек, сыгравший решающую роль в его судьбе1.  

Лев Михайлович был активным участником этого кружка и еще в студенческие годы (1956) 
был награждён грамотой Министерства высшего образования СССР за научную работу «Сингу-
лярный интеграл Валле–Пуссена для функций двух переменных». 

Помимо учебы Л.М. Беляков, как уже было отмечено выше, проявлял интерес к музыке, ли-
тературе, неплохо рисовал. Еще когда он учился в школе, посещал занятия художественной сту-
дии при Дворце культуры ЧТЗ.  

Эти его «внематематические» потенции не остались незамеченными в институте, и он стал 
ответственным за выпуск стенгазеты факультета. 

После окончания института Л.М. Беляков был распределен на работу в школу Златоуста-20. 
В посёлке не хватало учителей, учеников было мало, и Лев Михайлович, помимо математики, вёл 

                                                      
1 В конце пятидесятых И.Я. Барков вместе с Николаем Аристарховичем Сенчищевым организовали для выпускников физико-
математического факультета ЧГПИ семинар по функциональному анализу. Участники семинара изучали книги признанного специа-
листа по функциональному анализу, ученика Г.М. Фихтенгольца, Б.З. Вулиха, работы Л.В. Канторовича и других математиков, спе-
циалистов по функциональному анализу. И.Я. Барков много внимания уделял слушателям семинара, рекомендовал им темы для ре-
фератов и докладов и настоятельно нацеливал участников на продолжение образования в аспирантуре. 
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физику, черчение, рисование и даже труд (столярное и слесарное дело). Он с детства любил во-
зиться с деревом, столярничал, слесарничал и здесь ему это пригодилось.  

В Златоусте-20 Л.М. Беляков проработал год. В 1957 он вернулся в Челябинск и был принят 
на должность ассистента кафедры высшей математики ЧПИ.  

В этом году покинул должность заведующего кафедрой высшей математики ЧПИ Н.А. Сен-
чищев. Он исполнял эти обязанности с 1950 года, параллельно с основной работой в ЧИМЭСХе и 
педагогическом институте. Кафедрой стал заведовать Б.Г. Литвиненко1, один из создателей фи-
лиала Челябинского политехнического института при ЧМЗ. Учебная нагрузка была, по совре-
менным понятиям «бешенная» – около 28 часов в неделю, при этом зарплата ассистента состав-
ляла 1050 руб.2 и почти никаких подработок – лишь летом можно было заработать до 1500–
2000 руб., и эти деньги представлялись целым состоянием.  

В 1958 году Б.Г. Литвиненко сменил И.Н. Гурьянов – кандидат физико-математических наук, 
до этого работавший в Киргизском государственном университете. Он много внимания уделял 
научному росту сотрудников кафедры, в частности, способствуя их поступлению в аспирантуру.  

На этой волне, в 1959 г., Лев Михайлович поступает в аспирантуру на кафедру математиче-
ского анализа Казанского государственного университета (этой кафедрой заведовал известный 
математик, д.ф.-м.н., проф. Б.М. Гагаев). Но проучился Л.М. Беляков в очной аспирантуре только 
один год – вынужден был уйти по семейным обстоятельствам. Он продолжил обучение уже в 
заочной аспирантуре, совмещая работу над диссертацией с обязанностями ассистента, старшего 
преподавателя, а позднее и заведующего кафедрой. 

Диссертацию на тему «Приближенное решение и нахождение собственных значений некото-
рых функциональных уравнений с операторами, мероморфно зависящими от параметра» Лев 
Михайлович защитил под руководством профессора Б.М. Гагаева в 1968 году в совете Казанско-
го государственного университета. Звание доцента было присвоено Л.М. Белякову в 1971 г. 

В связи с ростом численности сотрудников кафедры и расширением сферы их преподава-
тельской деятельности общеинститутскую кафедру высшей математики в 1963 году делят на две: 
кафедру высшей математики № 1 и кафедру высшей математики № 2. Заведующим первой ка-
федрой становится доцент А.Д. Кацман, второй – старший преподаватель В.А. Лезин. 

В 1965 году Льва Михайловича Белякова избирают по конкурсу на должность заведующего 
кафедрой высшей математики № 2, в каковой он проработал бессменно 22 года – вплоть до 1987 
года.  

Здесь проявилась еще одна сторона его дарования – выдающиеся организаторские способно-
сти. Л.М. Беляков сосредоточил основные усилия на активизации и совершенствовании методи-
ческой и научной деятельности сотрудников кафедры. Эффективным и естественным путем ре-
шения поставленной задачи было привлечение молодых выпускников ведущих вузов страны, и 
Лев Михайлович с этой задачей справился – в короткий срок руководимая Л.М. Беляковым ка-
федра пополнилась хорошо образованными специалистами, способными решать стоящие перед 
ней учебно-методические задачи.  

Под его руководством активизировалась научная деятельность в разных областях математи-
ки. Первая в Челябинске (за всю историю его существования) математическая диссертация на 
соискание ученой степени доктора физико-математических наук была защищена сотрудником 
кафедры высшей математики № 2 С.И. Пинчуком – одним из ведущих специалистов в области 
комплексного анализа.  

Не менее значительны были и достижения кафедры в области педагогической и методиче-
ской деятельности. Приоритет в использовании новых технологий в обучении математике при-
надлежит сотрудникам кафедры № 2. Они активно использовали в своей работе классы «Репети-
тор» (методическая новинка 1964 г.!), системы «Диалог» и «Фотон», а также другие технические 
средства и методы активизации познавательной деятельности студентов. Они же были инициато-
рами внедрения компьютерных и информационных технологий в учебный процесс, первопро-
ходцами в области компьютерного тестирования. 

                                                      
1 Блестящий методист и педагог, он вел методический семинар кафедры до 80-х годов, помогая в работе нескольким 
поколениям молодых преподавателей 
2 После реформы 1961 г. – 105 рублей. 
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Зав. кафедрой высшей математики № 2 Л.М. Беляков стал первым представителем высших 
учебных заведений Урала в научно-методическом Совете по математике Госкомвуза России. 
Благодаря его усилиям по совершенствованию методической работы кафедры, дважды за исто-
рию ее существования на базе кафедры проводились выездные заседания НМС по математике 
Госкомвуза России с целью пропаганды ее методического опыта среди математических кафедр 
вузов России. Лев Михайлович был членом научно-методического Совета по математике при 
Минвузе СССР (впоследствии – Минобрнауки России) с 1979 по 1992 год. 

Л.М. Беляков был инициатором создания в ЧПИ научно-методического Совета по математи-
ке, призванного организовывать и направлять деятельность всех математических кафедр вуза, он 
же стал его первым председателем.  

Заслуги Л.М. Белякова в области методической и учебной работы были высоко оценены. В 
1973 году одним из первых вузовских работников в Челябинске Лев Михайлович был награжден1 
Почётным знаком «За отличные успехи в области высшего образования СССР». А в 1981 году он 
был удостоен ордена «Знак Почёта». 

В 1987 году Л.М. Беляков, по не зависящим от него причинам, покинул пост заведующего 
кафедрой и вплоть до 1996 года работал на кафедре высшей математики № 2 в должности про-
фессора. 

В 1996 году Лев Михайлович был переведен на должность профессора кафедры математиче-
ского анализа Челябинского государственного педагогического университета. Здесь, с сентября 
1998 года он возглавил объединённую кафедру алгебры и геометрии ЧГПУ. За короткое время 
сплотил коллектив, оснастил кафедру новейшим информационным оборудованием, активизиро-
вал учебную и методическую работу кафедры, реанимировал работу методического семинара. 

На этой кафедре он и проработал до своей кончины в 2002 году.  
Лев Михайлович удостоен почетных званий Ветеран ЧПИ и Ветеран труда.  
Лев Михайлович Беляков был разносторонне образованным человеком. Его математические 

наклонности и педагогические устремления гармонично сочетались с общекультурными. Значи-
тельную часть собранной им библиотеки занимают альбомы картин выдающихся художников и 
музеев мира. Трудно сказать, кому из художников он отдавал предпочтение. Ему явно нравились 
картины Маковского Константина Егоровича (их было несколько братьев). Копия портрета кня-
гини Волконской, этого художника, висит в его кабинете. 

Лев Михайлович очень любил музыку. Обожал Ф.И. Шаляпина. Пластинки, записи, диски с 
его голосом, а также книги о нём собирал много лет. Сам часто рисовал его портреты каранда-
шом. В последние годы жизни подготовил холст и хотел скопировать картину К.А. Коровина, где 
Ф.И. Шаляпин изображён сидящим за столом, но успел сделать только карандашный набросок. 

Из современных певцов любил слушать Б.Т. Штоколова, Р. Ибрагимова, В. Высоцкого, 
А. Вертинского, Э. Пьеху. К великим актёрам относил И. Смоктуновского, особенно ему нрави-
лись в его исполнении стихи А.С. Пушкина. 

Занимался кино- и видеосъемкой, делал прекрасные фотопортреты своих детей и внуков. 
Был не чужд спорту – волейбол, велосипед и лыжи до последних дней входили в круг его инте-
ресов. 

Л.М. Беляков был заядлым автомобилистом, аккуратно и уверено водил машину, и всегда 
приходил на помощь «безлошадным» коллегам и друзьям, когда у тех возникала потребность 
что-нибудь перевезти или куда-нибудь доехать.  

Лев Михайлович был тверд в своих убеждениях и постоянен в привязанностях. Не любил 
шумных компаний и многолюдных мест. Он был сдержан в проявлении эмоций, с уважением 
относился к старшим, с энтузиазмом и любовью делился с младшими. 

Таким запомнился Лев Михайлович его коллегам, друзьям и студентам. 
В.И. Заляпин, А.Б. Самаров 

1 Этим знаком награждались преподаватели высших учебных заведений Советского Союза, имеющие учёные степени и 
звания (как правило, доктор наук, профессор) за особые заслуги в области высшего образования, подготовку высоко-
квалифицированных кадров и многолетнюю (не менее 15 лет) работу в вузах страны. 
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СЕРГЕЙ ЮРЬЕВИЧ ГУРЕВИЧ.  
К 75-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ 
 

6 февраля 2020 года исполнится 75 лет со дня рожде-
ния и 49 лет с момента начала трудовой деятельности док-
тора физико-математических наук, профессора кафедры 
оптоинформатики физического факультета Института ес-
тественных и технических наук ЮУрГУ Сергея Юрьевича 
Гуревича. 

Научную деятельность Сергей Юрьевич начал еще на 
старших курсах во время учебы на специальности «Физи-
ко-химические исследования металлургических процес-
сов» в Челябинском политехническом институте под ру-
ководством доктора технических наук, профессора Вла-
димира Александровича Кожеурова и доктора техниче-
ских наук, профессора Геннадия Георгиевича Михайлова. 

В 1967 г. окончил с отличием Челябинский политех-
нический институт и в этом же году был зачислен в аспи-
рантуру, которую окончил в 1970 г. с защитой кандидат-
ской диссертации в срок аспирантской подготовки. С 16 
ноября 1970 года начался непрерывный 49-летний стаж 
работы С.Ю. Гуревича в Челябинском политехническом 
институте (сейчас ЮУрГУ). 

С 1970 г. и до 2019 г. работал в ЮУрГУ старшим преподавателем, доцентом, профессором на 
кафедре «Физика № 2», которая затем была переименована в кафедру общей и эксперименталь-
ной физики, и на кафедре оптоинформатики. С 1983 по 2019 – заведующий кафедрой общей и 
экспериментальной физики ЧПИ–ЧГТУ–ЮУрГУ. С 1995 по 1998 гг. работал деканом автоматно-
механического, затем механико-технологического факультета, с 1998 по 2006 гг. – проректор 
ЮУрГУ по учебной работе. В 1995 году Сергей Юрьевич защищает докторскую диссертацию 
«Основы теории и практического применения высокотемпературного ультразвукового контроля 
ферромагнитных металлоизделий». 

Являясь крупным учёным в области физики магнитных явлений, создал фундаментальную 
теорию взаимодействия импульсных лазерных, электромагнитных и акустических полей в фер-
ромагнитных металлах, находящихся при температуре магнитного фазового перехода. С.Ю. Гу-
ревич является автором научного открытия «Закономерность взаимного преобразования элек-
тромагнитных и упругих волн в ферромагнетиках» (диплом № 226) и зарегистрированной науч-
ной гипотезы «Гипотеза о зонах повышенной электромагнитной сейсмоактивности» (свидетель-
ство № А-300). Им созданы физические основы высокотемпературных и высокоскоростных ме-
тодов и средств бесконтактного акустического контроля качества металлоизделий. 

Он успешно руководит созданной по его инициативе вузовско-академической лабораторией 
акустики металлов, которая выполняла научные работы по программам СЭВ, ГКНТ СССР, АН 
СССР, РФФИ, Минобрнауки РФ. Участник ВДНХ СССР (бронзовая медаль), а также междуна-
родных научно-технических выставок в Варшаве (1988) и Брно (1989). 

С.Ю. Гуревич – автор более 220 научных и учебных публикаций, 24 авторских свидетельств 
СССР и патентов РФ; опубликовал пять научных монографий, в том числе монографию «Теория 
физических полей» в 3-х томах, учебное пособие «Физика» с грифом Минобразования РФ в двух 
томах, имеет европейский и российский сертификаты эксперта высшей категории по акустиче-
ским методам контроля качества металлопродукции. Подготовил одного доктора и двух кандида-
тов наук, руководит научными работами по грантам РФФИ и Минобрнауки РФ. 

С.Ю. Гуревич является членом редакционной коллегии журнала «Дефектоскопия» Уральско-
го отделение РАН, а с 2001 по 2013 гг. также являлся членом редакционной коллегии Вестника 
ЮУрГУ, серии «Математика. Физика. Химия» (с 2009 г. – «Математика. Механика. Физика»). 

За многолетний добросовестный труд С.Ю. Гуревичу присвоено почетное звание «Заслу-
женный работник высшей школы» (1998), он награжден орденом Дружбы (2004), медалями и по-
чётной грамотой губернатора Челябинской области. 



Шахин Е.Л., Шульгинов А.А., Сергей Юрьевич Гуревич.  
Голубев Е.В. К 75-летию со дня рождения 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 1, С. 76–77 

77 

Говорит Шахин Евгений Леонидович, доцент кафедры оптоинформатики: «Немного о лич-
ном – знаю Сергея Юрьевича более пятидесяти лет. С гордостью для себя считаю его наставни-
ком – ученым, педагогом, воспитателем молодежи. От своего имени и от имени многих коллег, 
знающих Сергея Юрьевича, желаю ему хорошего здоровья, неиссякаемой творческой энергии, 
доброты и любви друзей, родных и близких. Спасибо за то, что ты есть, дорогой Сережа!»  

Шульгинов Александр Анатольевич – доцент кафедры оптоинформатики: «Я благодарен 
Сергею Юрьевичу за то, что он так щедро делился и продолжает делиться своим опытом учеб-
ной, научной и административной работы в вузе». 

Коллеги и друзья сердечно поздравляют Сергея Юрьевича с семидесятипятилетием и желают 
ему дальнейших успехов в науке, преподавании и личной жизни. 
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