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TABULATION OF PRIME PROJECTIONS OF LINKS 
IN THE THICKENED SURFACE OF GENUS 2  
WITH NO MORE THAN 4 CROSSINGS1 

A.A. Akimova 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: akimovaaa@susu.ru

In this article, we present the result of the first step of tabulation of prime 

links in the thickened surface of genus 2 that admit diagrams with no more than 4 

crossings.  Namely, we describe all three steps of tabulation of prime link projec-

tions in the surface of genus 2 with no more than 4 crossings. First, we define 

primality of a link projection in the surface of genus 2. Second, we tabulate prime 

link projections in the surface of genus 2 with no more than 4 crossings. For this 

purpose, it is sufficient to consider graphs having special type and enumerate all 

possible embeddings of the graphs into the surface of genus 2 giving prime link 

projections. At this step, we prove some auxiliary statements to simplify enumer-

ation of the embeddings. Finally, we show that all obtained projections are none-

quivalent in the sense of homeomorphism of the surface of genus 2 onto itself. 

Our main result states that there exist exactly 15 pairwise nonequivalent prime 

link projections in the surface of genus 2 with no more than 4 crossings. Several 

new and known tricks allow rigorously theoretically prove the completeness of 

the obtained tabulation, as well as to keep the process within reasonable limits. 

Further, we intend to use the obtained table to classify prime diagrams, i.e. to ob-

tain table of prime links. 

Keywords: prime projection; link; thickened surface of genus 2; tabulation. 

Introduction 

In the knot theory, one of the oldest and the most important problems is to recognize a knot (or a 

link), i. e., to associate the considered object with a unique tabulated one. This problem involves the 

problem on complete classification of knots and links ordered taking into account some their properties. 

Many researchers worked in this aria during last 150 years. Most of the obtained classifications consider 

knots and links in the 3-dimensional sphere, see [1–3]. Recently, increasing interest in the theory of  

knots and links in arbitrary 3-manifolds (i. e., global knots and links) leads to tabulation of knots and 

links in manifolds different from the 3-dimensional sphere. However, in contrast to the case of knots and 

links in the 3-dimensional sphere, there is a gap between global knots and links in the sense of tabula-

tion. In order to show this gap, compare presence of classifications of global knots and links. 

As regards tabulation of global knots, note that knots in the solid torus [4] and the thickened Klein 

bottle [5], as well as prime knots in the lens spaces [6] are tabulated. In the knot theory, recent classifica-

tions consider only the so-called prime objects, which can not be obtained by some known operations 

from already tabulated objects. Knots in the thickened surfaces and virtual knots have been of particular 

interest during last 20 years. Hence, some classifications of such knots were also obtained. In particular, 

the works [7] and [8] present perfect classifications of virtual knots ordered taking into account the 

number of classical crossings and obtain a list of some characteristics of each knot. However, in these 

classifications, such important properties of a knot as primality and genus are not taken into account. 

Recall that genus of a virtual knot is the minimal genus of the thickened surface which can contain the 

considered knot. We propose to tabulate virtual knots taking into account both numerical characteristics, 

i. e. not only the number of classical crossings as usual, but also the genus of a knot, see the articles [9,

10] for classifications of prime knots in the thickened torus and the thickened surface of genus 2, respec-

tively. In a sense, such classifications can be considered as classifications of prime virtual knots of genus

1 and 2, respectively.

1 The work was supported by RFBR (grant number 20-01-00127). 
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As regards tabulation of global links, note classifications of links in the projective space [11] and 

prime links in the thickened torus [12]. Also, note a classification of virtual links of special type, name-

ly, alternating virtual links [13], see also [14] for the associated database, which include alternating vir-

tual knots as well. 

We begin tabulation of prime links in the thickened surface of genus 2. For this purpose, in this arti-

cle, we present the result of the first step, i. e. we obtain a classification of prime projections of links in 

the surface of genus 2 with no more than 4 crossings. Our main result states that there exist exactly 15 

pairwise nonequivalent (in the sense of homeomorphism of the surface of genus 2 onto itself) such pro-

jections. Further, we intend to use the obtained classification of prime projections in order to obtain clas-

sification of prime diagrams, i. e. classification of prime links. 

The article is organized as follows. Section 1 describes required definitions and the main result of 

the article. Section 2 gives classification of prime projections of links in the surface of genus 2. 

 

1. Main Result  

A direct product of two copies of an 1-dimensional sphere S
1 

is said to be a 2-dimensional torus  

T = S
1
×S

1
. Hereinafter, for shortness, a 2-dimensional torus T is called a torus T. As an example, con-

sider a torus T endowed with a pair “meridian-longitude” of T shown in Fig. 1(a). 

 

Let us remove the interior of a 2-dimensional disk D
2
 from the initial surface F. As a result, we ob-

tain a surface Fº with a hole. Hereinafter, for shortness, a 2-dimensional disk D
2
 is called a disk D

2
. As 

an example, consider Fig. 1, b, where a torus Tº with a hole is obtained from a torus T by removing the 

interior of a disk D
2
. Hereinafter, the notation of a surface with holes is endowed with the symbols of the 

form º, the number of which coincides with the number of holes.  

A 2-dimensional surface T2 of genus 2 is a surface obtained by identifying (gluing together) holes of 

two copies of a 2-dimensional torus Tº with a hole, see Fig. 1, c. Here each surface Tº is said to be a 

handle of a 2-dimensional surface T2 of genus 2. Hereinafter, for shortness, a 2-dimensional surface T2 

of genus 2 is called a surface T2. 

We define types of simple closed curves, which can be considered in a surface T2 . 

A simple closed curve C  T2 is called cut, if the complement T2 \ C consists of two components.  

In the surface T2, a cut curve C can be either trivial, i. e. bounding a disk D
2
, or not trivial. In the 

first case, the complement T2 \ C is formed by a disk D
2
 and a surface T2º with a hole. In the second case, 

the complement T2 \ C is formed by two copies of a torus Tº with a hole. 

A simple closed curve CT2 is called not cut, if the complement T2 \ C consists of the unique com-

ponent. Namely, the complement T2 \ C is a torus Tºº with two holes. Two not cut simple closed curves 

C1,C2   T2 are called parallel to each other, if 

the complement T2 \ (C1UC2) consists of two 

components, which are a torus Tºº with two holes 

and an annulus A, i. e. a 2-dimensional sphere Sºº 

with two holes. 

Fig. 2 gives examples: C1 ,C2   T2 are two 

not cut curves parallel to each other, while  

C3 ,C4   T2 are not trivial and trivial cut curves, 

respectively. 

Fig. 1. (a) A torus T endowed with a pair “meridian-longitude”, (b) a torus Tº with a hole and a disk D2,  

(c) a 2-dimensional surface T2 of genus 2 formed by gluing two copies of a torus Tº with a hole 

Fig. 2. Examples of curves in the surface T2  
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Consider a surface T2 and an interval I = [0, 1]. A 3-dimensional manifold homeomorphic to the di-

rect product T2× I is called a thickened surface of genus 2.  

A smooth embedding of a set of m pairwise disjoint closed curves in the interior Int(T2×I) of the 

thickened surface T2×I is said to be an m-component link in T2×I and denoted by L  T2×I. In particular, 

a knot in T2×I is obtained, if m = 1, i. e. we consider a smooth embedding of a unique curve in Int(T2×I). 

As in the classical case, a link L in the thickened surface T2× I can be represented by its diagram, 

which is defined by analogy with a classical link diagram except that L is projected into the surface T2 

instead of a 2-dimensional sphere S
2
.  

A link projection in the surface T2 is a diagram such that the crossings of the diagram contain no in-

formation about under/over-crossings. Hence, a link projection can be considered as an embedding of a 

regular graph of degree 4, i. e. valence of each vertex of the graph is equal to 4. Vertices of G are said to 

be crossings of G, connected components of the complement T2 \ G are said to be faces of G, while each 

projection of a component of the link is said to be a component of G. 

Two link projections G and G' in the surface T2 are called equivalent, if there exists a homeo-

morphism f: T2→ T2 such that f(G) = G'.  

An intersection point P of two curves C1, C2   T2 is said to be not transversal, if only two of four 

angles near P are formed by small arcs of both curves C1 and C2 , while the third and the forth angles are 

formed only by small arcs of the curve C1 and C2 , respectively. Otherwise, i. e. if all four angles near P 

are formed by both curves C1 and C2, the intersection point P is said to be transversal. Note that there 

exist situations when C1 and C2 are the same curve C. In this case, we take into account the relative posi-

tion of two small arcs of the curve C as described above. 

We define the following four types of link projections in the surface T2.  

1. The projection G is said to be essential, if each face of G is homeomorphic to a disk D
2
.  

2. The projection G is said to be composite, if at least one of the following conditions holds.  

(a) There exists a disk D
2  T2 such that the boundary ∂D

2
 intersects G transversally exactly in two 

points, which are internal for two distinct edges of G, and at least one vertex of G is inside D
2
.  

(b) There exist two parallel not cut simple closed curves C1 ,C2   T2 and two distinct edges e1, e2 of 

G such that for i = 1, 2 the curve Ci intersects the edge ei transversally at the unique internal point, and 

both surfaces (a torus Tºº with two holes and an annulus A) to which the curves divide the surface T2 

contain vertices of G.  

(c) There exists not trivial cut simple closed curve C and two distinct edges e1 ,e2 of G such that for 

i = 1, 2 the curve C intersects the edge ei transversally at the unique internal point, and both surfaces 

(two copies of a torus Tº with a hole) to which the curve C divides the surface T2 contain vertices of G.  

3. The projection G is said to be not split, if each component of G contains at least two crossings. 

4. The projection G is said to be prime, if G is essential, not composite, not split and contains more 

than one component.  

In this article, we consider only prime projections, i. e. only those that correspond to objects, which 

can not be obtained by some known operations from already tabulated ones.  

Indeed, not essential projections correspond to links that can be found in the classifications of links 

in the 3-dimensional sphere S
3 

[1–3], solid torus (thickened annulus A×I) or thickened torus T×I [12]. 

Here we note that today there exist no classification of links in the solid torus, but, as well as in the case 

of knots, we consider the construction of such a classification as an independent problem, which is be-

yond the scope of our interests in this article. 

In their turn, composite projections correspond to links, which can be obtained using already known 

links. Namely, composite projections of types (a)–(c) correspond to links, which can be obtained as 

sums of a classical link and a link in the thickened surface T2×I, a link in the thickened surface T2×I and 

a link in the thickened torus T×I, or two links in the thickened torus T×I, respectively. Note that one of 

two terms in the sum can be a knot (see classifications obtained in [1–4, 9]), since the result is a link an-

yway.  

Finally, a split projection corresponds to a link, which can be considered as a trivial union of al-

ready tabulated links, while a link having the unique component is a knot. 

Theorem 1. In the surface T2, there exist exactly 15 pairwise nonequivalent prime link projections 

with no more than 4 crossings. The projections are shown in Fig. 5. 

We prove Theorem 1 by three steps presented in Section 2.  
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2. Proof of the main result 

In this section, we present main ideas of the tabulation of prime link projections. The tabulation is 

performed by three steps. First, Subsection 2.1 presents some auxiliary statements. Then, Subsection 2.2 

enumerates all possible embeddings of the graphs into the surface T2 giving prime projections. Finally, 

Subsection 2.3 shows that all obtained projections are pairwise nonequivalent.  

 

2.1. Some auxiliary statements 

Lemma 1. (Lemma 2 in [15]). Let GT2 be a prime projection with n crossings, then G contains 

exactly (n-2) faces. 

Lemma 2. (Lemma 3 in [15]). There exist exactly 3 graphs 

with no more than 4 vertices whose embeddings into the surface 

T2 can be prime projections, see graphs a–c shown in Fig. 3.  

Lemma 3. Let GT2 be a prime link projection represented 

as a union of curves with n intersection points. Then this union 

contains at most (n-3) cut curves. 

Proof. The statement is true in accordance with Lemma 1 

and the fact that each cut curve involves an additional face. This completes the proof of Lemma 3. 

In this article, in order to obtain all the projections, we use the method of removing not transversal 

points [12] and the cutting technique [15]. 

Let GT2 be a prime link projection represented as a union U of the curves Ci, i = 1, 2,…, m with k 

not transversal intersection points.  

Let l1, l2 be small arcs containing a not 

transversal point of the projection G. We can 

remove the point by the move M given in Fig. 4. 

The dotted line β shows how to perform the in-

verse move M
–1

. 

Remove each not transversal point of the 

projection G by the move M. The obtained union 

U
k
 of the same curves Ci, i = 1, 2 …, m includes 

only transversal points and is endowed with k 

dotted lines β to show where the move M was 

performed. Of course, the initial projection G can be obtained from U
k
 by the inverse move M

–1 
per-

formed along each dotted line β, see Fig. 4. 

Lemma 4. Let GT2 be a prime link projection obtained from the union U
k
, which is endowed with 

k dotted lines β. Then the union of U
k 
and all k dotted lines β divide the surface T2 into disks. 

Proof. Otherwise, the projection G is not essential, and we arrive at contradiction with the fact that 

the projection G is prime. This completes the proof of Lemma 4. 

 

2.2. Construction of prime projections 

Lemma 5. All projections given in Fig. 5 can be obtained as embeddings of the graphs a – c shown 

in Fig. 3. Namely, the graph a involves the projection 31, the graph b involves the projections 44, 411, and 

414, and the graph c involves the projections 41–43, 45–410 and 412, 413. 

Proof. In accordance with Lemma 2, all prime projections in the surface T2 with no more than 4 

crossings can be obtained as embeddings of the graphs a – c. In order to obtain all the projections, we 

represent an embedding of each graph as an union of a number of curves and enumerate all possible 

combinations of types of intersection points and curves.  

Graph a. Suppose that the projection G is an embedding of the graph a in the surface T2. The pairs 

of double edges form three curves in the surface T2 such that each curve has the unique intersection 

point with each of two other curves. In accordance with Lemma 3, all curves are not cut.  

Step 1. Assume that all three intersection points are not transversal, then, following [15], we arrive 

at contradiction with Lemma 1.  

Step 2. Assume that exactly one of three intersection points is transversal, then, following [15], we 

obtain the knot projection only.  

Fig. 4. Move M removes a nontransversal point, while M
–1 

is performed along the dotted line β and creates the point 

Fig. 3. The graphs of special type 
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Step 3. Assume that exactly two of three intersection points are transversal, then there exists a curve 

(e.g., C1), which has the unique transversal intersection point with each of the rest curves. Hence, all 

three curves are not cut. We remove the unique not transversal point by the move M and cut the surface 

T2 along all the three curves.  

If the not cut curves C2 and C3 are not parallel to each other, then we obtain an annulus A.  In ac-

cordance with Lemma 4, there is the unique way to construct a dotted line β such that to connect two 

holes. Perform the inverse move M
–1

 along the dotted line β and obtain the projection 31.  

If the not cut curves C2 and C3 are parallel to each other, then we obtain a disk D
2
 and a torus T

o
 with 

a hole, i. e. the projection contains more than one face, and we arrive at contradiction with Lemma 1.  

Step 4. Assume that all three intersection points are transversal, then the projection contains a 3-

angle face, i. e. more than one face, and we arrive at contradiction with Lemma 1.  

Graph b. Suppose that the projection G is an embedding of the graph b in the surface T2. The pairs 

of double edges form four curves in the surface T2 such that each curve has the unique intersection point 

with each of the two other curves and does not intersect the fourth curve.  

Step 1. Assume that all four intersection points are not transversal, then, following [15], we arrive at 

contradiction with Lemma 1.  

Step 2. Assume that exactly one of four intersection points is transversal, then, following [15], we 

obtain the knot projections only.  

Step 3. Assume that exactly two of four intersection points are transversal. Note that these transver-

sal points belong to different pairs of curves, since each pair of curves has no more than 1 common 

point. Hence, without loss of generality, we consider the curves C1 and C2 to be a pair “meridian-

longitude” of one of the handles of the surface T2, while the curves C3 and C4 form a pair “meridian-

longitude” of another handle. We remove both not transversal points by the move M and cut the surface 

T2 along all the four curves to obtain an annulus A. There is the unique way to construct two dotted lines 

β such that to connect two holes under the condition that there exists the unique endpoint of a dotted line 

β on each curve Ci, i = 1, 2, 3, 4. Perform the inverse move M
–1

 along each dotted line β and obtain the 

projection 44.  

Step 4. Assume that exactly three of four intersection points are transversal, then there exists two 

curves (e.g., C1 and C2), each of which has the unique transversal intersection point with two other 

curves. Namely, C1 has the unique transversal intersection point with C2 and, e.g., C3, while C2 has the 

unique transversal intersection point with C1 and C4. Hence, all four curves Ci, i = 1, 2, 3, 4, are not cut 

and pairwise not parallel. We remove the unique not transversal point by the move M and cut the surface 

T2 along all the four curves to obtain a disk D
2
. There is the unique way to construct a dotted line β such 

that to connect the hole with itself under the condition that there exists the unique endpoint of a dotted 

line β on both curves C3 and C4. Perform the inverse move M
–1

 along the dotted line β and obtain the 

projection 411.  

Step 5. Assume that all four intersection points are transversal, then each curve has the unique 

transversal intersection point with two other curves. Hence, all four curves Ci, i = 1, 2, 3, 4, are not cut 

and pairwise not parallel. Obviously, we have the projection 414.  

Graph c. Suppose that the projection G is an embedding of the graph c in the surface T2, then G can 

be represented as a union of three curves such that the curves C1 and C2 have no common points, while 

the curve C3 intersects each of them alternately. Hereinafter, without loss of generality, we consider the 

curve C1 to be a representative of the curves C1 and C2. In accordance with Lemma 3, there exists no 

more than one cut curve. 

Step 1. Assume that all intersection points are not transversal. 

Step 1.1. Assume that there exists no cut curves, then, following [15], we obtain the knot projections 

only.  

Step 1.2. Assume that there exists a cut curve.  

Step 1.2.1. Suppose that the cut curve is trivial. As mentioned above, in accordance with Lemma 3, 

the rest curves are not cut. Also, note that the rest curves are not parallel to each other, otherwise as a 

result of cutting the surface T2 along each curve Ci, i = 1, 2, 3, we obtain a disk D
2
, an annulus A and a 

torus Tººº with three holes, i. e. the projection contains more than two faces, and we arrive at contradic-

tion with Lemma 1. 
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If the trivial cut curve is C1, then, as mentioned above, the curves C2 and C3 are not cut and not par-

allel to each other. We remove each of four not transversal points by the move M and cut the surface T2 

along all the three curves to obtain a disk D
2 

and a sphere Sººººº with five holes. Note that the hole asso-

ciated with the curve C1 is connected by a dotted line β with each of different holes associated with the 

curve C3, since otherwise the projection contains more than two faces, and we arrive at contradiction 

with Lemma 1. Note that there is a misprint in [15], since we have the knot projection, if two holes asso-

ciated with the curve C2 are connected with different (but not the same as it was mentioned in [15]) holes 

associated with the curve C3. Indeed, if each of two holes associated with the curve C2 is connected by a 

dotted line β with the same hole associated with the curve C3, then we perform the inverse move  

M
–1

 along each dotted line β and obtain the projection 41.  

If the trivial cut curve is C3, then, as mentioned above, the curves C1 and C2 are not cut and not par-

allel to each other. We remove each of four not transversal points by the move M and cut the surface T2 

along all the three curves to obtain a disk D
2 
and a sphere Sººººº with five holes. There is the unique way 

to construct four dotted lines β such that to connect each of holes associated with the curves C1 and C2 

with the hole formed by the curve C3 alternately. We perform the inverse move M
–1

 along each dotted 

line β and obtain the projection 45. 

Step 1.2.2. Suppose that the cut curve is not trivial. Then this curve is C3, since otherwise we have a 

not essential, i. e. nonprime, projection. For the same reason, the curves C1 and C2 are not parallel to 

each other. We remove each of four not transversal points by the move M and cut the surface T2 along 

all the three curves to obtain two copies of a sphere Sººº with three holes. In each Sººº, there is the unique 

way to construct two dotted lines β such that to connect the hole associated with the curve C3 with each 

of the holes corresponded to the curves C1 and C2. Perform the inverse move M
–1

 along each dotted line 

β and obtain the projection 48.  

Step 2. Assume that exactly one of four intersection points is transversal. Without loss of generality, 

we consider the curves C1 and C3 to be a pair “meridian-longitude” of one of the handles of the surface 

T2, while the curve C2 can be either cut or not cut. We remove all three not transversal points by the 

move M and cut the surface T2 along all the three curves.  

Step 2.1. If the curve C2 is cut, then C2 is trivial, otherwise we have a not essential, i. e. nonprime, 

projection. Hence, as a result of cutting the surface T2 along all the three curves, we obtain a torus Tºº 

with two holes and a disk D
2
. Note that there is the unique way to connect by a dotted line β a fragment 

corresponded to the curve C1 with a fragment corresponded to the curve C3, since another way leads to a 

projection that contains more than two faces, and we arrive at contradiction with Lemma 1. 

Step 2.1.1. If the hole associated with the curve C2 is connected with different fragments of the 

curve C3, then, following [15], we have the knot projection.  

Step 2.1.2. If the hole associated with the curve C2 is connected with the same fragment of the curve 

C3, then we consider the following two possible situations.  

First, there exists a fragment of the curve C3 that contains no endpoints of the dotted lines β. In this 

case, we perform the inverse move M
–1

 along each dotted line β and obtain the projection 42.  

Second, both fragments of the curve C3 contain endpoints of the dotted lines β. In this case, we have 

a projection that contains more than two faces, and we arrive at contradiction with Lemma 1. 

Step 2.2. If the curve C2 is not cut, then as a result of cutting the surface T2 along all the three 

curves, we obtain a sphere Sººº with three holes.  

Step 2.2.1. If both holes associated with the curve C2 are connected with the same fragment of the 

curve C3, then, following [15], we have the knot projections both when there exists a fragment of the 

curve C3 that contains no endpoints of the dotted lines β and when such a fragment does not exists. 

Step 2.2.2. If holes associated with the curve C2 are connected with different fragments of the curve 

C3, then, without loss of generality, we fix one of two possible fragments corresponded to the curve C3 

and consider all possible ways to connect by a dotted line β this fragment with one of two fragments cor-

responded to the curve C1. Since the curve C3 should intersect the curves C1 and C2 alternately, then we 

have only two possible situations that are different in the sense of the choice of the fragment corre-

sponded to the curve C1. Then we perform the inverse move M
–1

 along each dotted line β and obtain the 

projections 43 and 47.  

Step 3. Assume that exactly two of four intersection points are transversal.  
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First of all, we note the following obvious fact, which is very important for Steps 3–5 considered 

below.  Namely, if both points that belong to the curve C1 (or, due to symmetry, the curve C2) are trans-

versal, then the curve is not cut. Indeed, if the curve is either not trivial cut or trivial cut, then either the 

projection is not essential, i. e. nonprime, or the condition that the curve C3 intersects the curves C1 and 

C2 alternately is not fulfilled, respectively.   

Step 3.1. Suppose that both transversal points belong to the curve C1. Then, as mentioned above, the 

curve C1 is not cut. 

Step 3.1.1. If the curve C3 is cut, then the projection contains more than two faces, and we arrive at 

contradiction with Lemma 1. 

Step 3.1.2. If the curve C3 is not cut, then first of all note that the curve C2 can not be not trivial cut, 

since otherwise either we have a not essential, i. e. nonprime projection, or the condition that the curve 

C3 intersects the curves C1 and C2 alternately is not fulfilled. We remove both not transversal points by 

the move M and cut the surface T2 along all three curves. If the curve C2 is not cut, then we obtain two 

copies of an annulus A. If the curve C2 is trivial cut, then we obtain a sphere Sººº with three holes and a 

disk D
2
. In both cases, in accordance with Lemma 4, there is the unique way to construct two dotted 

lines β. Perform the inverse move M
–1

 along each dotted line β and obtain the projections 49 and 410, re-

spectively.  

Step 3.2. Suppose that each of the curves C1 and C2 contains the unique transversal point, then, fol-

lowing [15], we obtain the knot projections only.  

Step 4. Assume that exactly three of four intersection points are transversal. Without loss of general-

ity, we suppose that the curve C1 contains two transversal points, while the curve C2 contains one trans-

versal point and one not transversal point. Hence, the curves C2 and C3 are not cut, since each of these 

curves contains the unique transversal point. As it was mentioned at Step 3, the curve C1 is not cut. We 

remove the not transversal point by the move M and cut the surface T2 along all three curves to obtain a 

disk D
2
. Due to symmetry, there is the unique way to construct a dotted line β such that to connect the 

fragment corresponded to the curve C2 with the fragment corresponded to the curve C3. Perform the in-

verse move M
–1

 along the dotted line β and obtain the projection 46. 

Step 5. Assume that all four intersection points are transversal. As it was mentioned at Step 3, both 

curves C1 and C2 are not cut.  

Step 5.1. If the curve C3 is trivial cut, then we arrive at contradiction with the condition that the 

curve C3 intersects the curves C1 and C2 alternately. 

Step 5.2. If the curve C3 is not trivial cut, then we have the projection 412. 

Step 5.3. If the curve C3 is not cut, then we consider the following two possible situations. 

Step 5.3.1. If the not cut curves C1 and C2 are parallel to each other, then the projection contains 

more than two faces, and we arrive at contradiction with Lemma 1. 

Step 5.3.2. If the not cut curves C1 and C2 are not parallel to each other, then we obtain two projec-

tions: 413 and again 412. 

This completes the proof of Lemma 5. 

 

2.3. Proof of the fact that all obtained projections are pairwise nonequivalent 

Lemma 6. All 15 projections shown in Fig. 5 are pairwise nonequivalent.  

Proof. Let us associate each face of a projection with a natural number equal to the number of edges 

forming boundary of the face. Each face of a prime projection is homeomorphic to a disk. In accordance 

with Lemma 1, the number of faces of each projection shown in Fig. 5 is equal to 2 except for the pro-

jection 31. 

Associate each projection (with the exclusion of the projection 31) shown in Fig. 5 with an ordered 

set {(m) i1 i2 x}, where m is the number of components, i1 and i2 are natural numbers, which are associat-

ed with the faces of the projection (taking in nondecreasing order), and x is the graph such that the pro-

jection is an embedding of x in the surface T2, x{b,c}. Similarly, the projection 31 is associated with the 

ordered set {(2) 12 a}. 

Such ordered sets are sufficient to prove that all projections shown in Fig. 5 are pairwise nonequiva-

lent except for the following 4 pairs: (41, 42), (45, 46), (48, 49), and (412, 413). 

1. Projections (41, 42) are nonequivalent, because only the first projection contains no self intersec-

tions of a component. The same is true for (45, 46), (48, 49). 
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2. Projections (412, 413) are nonequivalent, because 412 contains exactly 4 edges that are common 

for different 8-gonal faces, while 413 contains exactly 6 such edges. 

Note that all tabulated projections are prime by construction.  

This completes the proof of both Lemma 6 and Theorem 1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5. Prime link projections in the surface T2 with no more than 4 crossings 
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ТАБУЛЯЦИЯ ПРИМАРНЫХ ПРОЕКЦИЙ ЗАЦЕПЛЕНИЙ В УТОЛЩЕННОМ 
КРЕНДЕЛЕ РОДА 2 С НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ 4 ПЕРЕКРЕСТКАМИ 
 
А.А. Акимова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: akimovaaa@susu.ru 

 

Мы представляем первый этап табуляции примарных зацеплений в утолщенном кренделе 

рода 2, имеющих диаграммы с не более чем 4 перекрестками, а именно, приводятся все три этапа 

классификации примарных проекций зацеплений на кренделе рода 2, имеющих не более чем 4 

перекрестка. Сначала мы вводим понятие примарности проекции зацепления на кренделе рода 2. 

Затем мы строим таблицу примарных проекций зацеплений на кренделе рода 2, имеющих не бо-
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лее чем 4 перекрестка. Для этого мы перечисляем графы специального вида и рассматриваем все 

возможные вложения этих графов в крендель рода 2, которые приводят к примарым проекциям. 

С целью сокращения перечисления таких вложений мы доказываем несколько вспомогательных 

утверждений. В конце работы мы показываем различность всех полученных проекций в смысле 

гомеоморфизма кренделя рода 2 на себя. Наш основной результат состоит в том, что существует 

ровно 15 попарно неэквивалентных примарных проекций зацеплений на кренделе рода 2 с не бо-

лее чем 4 перекрестками. Ряд новых и известных приемов позволили строго теоретически дока-

зать полноту построенной таблицы и удержать процесс перебора в разумных пределах. Получен-

ная классификация проекций будет использована для проведения классификации примарных 

диаграмм, т. е. построения таблицы примарных зацеплений. 

Ключевые слова: примарная проекция; зацепление; утолщенный крендель рода 2; таблица. 
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ON BASIS PROPERTY OF ROOT FUNCTIONS FOR A CLASS  
OF THE SECOND ORDER DIFFERENTIAL OPERATORS 
 

V. Ala, Kh.R. Mamedov 
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It is well known that the Sturmian theory is an important tool in solving 

numerous problems of mathematical physics. Usually, eigenvalue parameter ap-

pears linearly only in the differential equation of the classic Sturm–Liouville 

problems. However, in mathematical physics there are also problems, which 

contain eigenvalue parameter not only in differential equation, but also in the 

boundary conditions. 

In this paper, we consider a Sturm–Liouville equation with the 

eigenparameter dependent boundary condition and with transmission conditions 

at two points of discontinuity. The aim of this paper is to investigate the 

completeness, minimality and basis properties of rootfunctions for the considered 

boundary value problem.  

Keywords: eigenfunctions; orthonormal basis; Riesz basis; completeness. 

 

Introduction 

In this work, we consider  

( ) : ( ) = ,''u u q x u u                (1) 

for      1 1 2 21, , ,1x         with the boundary conditions 

1 1 2( ) := ( 1) ( 1) = 0,'L u u u                    (2) 

   2 1 2 1 2( ) := (1 (1)) (1) (1) = 0' 'L u u u u u              (3) 

and the transmission conditions  

3 1 1( ) := ( 0) ( 0) = 0,L u u u           (4) 

4 1 1( ) := ( 0) ( 0) = 0,' 'L u u u            (5) 

5 2 2( ) := ( 0) ( 0) = 0,L u u u           (6) 

6 2 2( ) := ( 0) ( 0) = 0,' 'L u u u            (7) 

where 1 21< < <1  , ( )q x  is a real-valued function, which is continuous on 

     1 1 2 21, , ,1       and has finite limits 
0

( 0) := lim ( )i
x i

q q x



 

  ( =1,2);i    is a complex pa-

rameter;   and  are positive coefficients, , , , ( 1,2)j j j j j     are real numbers such that 

1  2 10,   2 0,  1 2 0    and   := 1 2 1 2 0     . In [16], the asymptotic formulas 

for the eigenvalues and eigenfunctions of problem (1)–(7) are obtained. 

Spectral problems for Sturm–Liouville equations with the eigenparameter dependent boundary con-

ditions are of particular interest due to physical applications and are examined in [2, 6, 9, 10, 17]. To this 

end, the method of separation of variables is applied to solve the corresponding partial differential equa-

tion when the boundary conditions contain a directional derivative. Problems on eigenvalue for the se-

cond order equation with spectral parameter in the boundary conditions are considered in [5, 7, 8, 11–15, 

18]. The corresponding problems led to the eigenvalue problem for a linear operator acting on the space 

2 ,NL   where N  is N   dimensional Euclidean space of complex numbers. In [9], for distinct cas-

es, it is shown that the eigenfunctions of the spectral problem formed a defect basis in  2 0,1L . In [4], 

Rayleigh–Ritz formula is developed for eigenvalues.  

The goal of this work is to investigate the problem of completeness, minimality and basis property 

of the eigenfunctions of boundary value problem (1)–(7). In this study, we introduce a special inner 
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product in a special Hilbert space and construct a linear operator A  in the space such that problem  

(1)–(7) can be interpreted as the eigenvalue problem for A . 

 

1. Operator Theoretic Formulation of the Problem 

In this section, we introduce a special inner product in the Hilbert Space 2= [ 1,1]H L    and de-

fine a linear operator A  in the space such that problem (1)–(7) can be interpreted as the eigenvalue 

problem for A .  

For > 0 , let us define the inner product in H  by  

 
12 2 21

2 2 2
1 1

1 1 2

, = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u v u x v x dx u x v x dx u x v x dx u v



 

 
  




           (8) 

for 

1 1

( ) ( )
= , = .

u x v x
u v H

u v

   
   

   
 

For convenience, we use the notations  

1 1 2

1 1 2

( ) = (1) (1),

( ) = (1) (1).

'

'

R u u u

R u u u

 

 




 

In this Hilbert space, we construct the operator :A H H  as  

1

( )
=

( )

''u q x u
Au

R u

  
   

 

on the domain  

     

 

1 1 2 2
1

0 0

2 1 3 4 5 6

1 1

( )
= , ( ), '( ) ( 1, , ,1 ),

( 0) = lim ( ), ( 0) = lim ( ), ( 1,2),( ) = ,

( ) 1,1 , = = = = = 0,

= ( ),

' '
i i

x xi i

u x
u u H u x u x AC

u

u u x u u x iD A

u L L u L u L u L u L u

u R u

 

   

 
   

  
      

  
 

   
 
  
 
 

        (9) 

where  [ , ]AC a b  is the space of all absolutely continuous functions on the interval [ , ].a b  Hence we 

can interprete boundary value transmission problem (1)–(7) in H  as  

= ,Au u      (10)  

where 
1

( )
= .

( )

u x
u H

R u

 
 

 
 

It is clearly verified that the eigenvalues of A  coincide with the eigenvalues of problem (1)–(7) (see 

Lemma 1.4 in [15]). Also, there exists a correspondence between the eigenfunctions: 

1

( )
( ) .

( )

k
k

k

u x
u x

R u

 
  

 
 

The operator A  is symmetric for > 0  (see Theorem 1 in [16]). 

 

2. Main Results 

Lemma 1. The domain ( )D A  of the operator A  is dense in the space .H  

Proof. Let us use the same method as in [1]. Suppose that f H  is orthogonal to all ( )g D A  

with respect to the inner product (8), where 
1

( )
= ,

f x
f

f

 
 
 

 
1

( )
=

g x
g

g

 
 
 

. Denote by 0C the set of func-

tions 
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 

 

 

1 1

2 1 2

3 2

( ), 1, ,

( ) = ( ), , ,

( ), ,1 ,

x x

x x x

x x

 

  

 

  


 
 

 

where  1 0 1( ) 1, ,x C       2 0 1 2 3 0 2( ) , , ( ) ,1 .x C x C        Since 0 0 ( )C D A    (0 ),  any 

0

( )
= 0

0

u x
u C 

  
 

 is orthogonal to ,f  namely, 

 
21

1 2

1 2 2
2 2 2

1 1 1

1

, = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( , ) ,u v u x v x dx u x v x dx u x v x dx u v f u



 

 
  




      

where 1(,)  denotes the inner product in 2[ 1,1].L   This implies that  ( )f x  is orthogonal to 0C  and 

1( , ) = 0.f u  Hence,  

2 2

1 1( , ) = = 0.f g f g
 


 

Therefore, 1 = 0f  since 1 1= ( )g R g  can be chosen arbitrary. So 
0

= .
0

f
 
 
 

 Therefore, ( )D A  is dense 

in .H  This completes the proof of Lemma 1. 

 

Lemma 2. The operator A  is selfadjoint. 

Proof. We know from Lemma 1 that the operator A  is dense in the space .H  Further, since A  is 

the symmetric operator then, it is sufficient to show that the deficiency spaces are the null spaces and 

hence =A A  (where A  is the adjoint space of A ). Now we prove that the inverse of ( )A I  exists. 

If ( ) = ( ),Au x u x   

   , = , , = , , = 0.
H H H H H

u u u u u u u Au Au u       

Since ,  we have 0.    Therefore, , = 0,
H

u u  that is = 0.u  

Then  
1

( ; ) := ,R A A I 


  the resolvent operator of A  exists. 

Take = .i   The domains of  
1

A iI


  and  
1

A iI


 are exactly .H  Consequently, the ranges of 

( )A iI  and ( )A iI  are also .H  Hence the deficiency spaces of A  are 

 

 

:= ( ) = ( ) = = 0 ,

:= ( ) = ( ) = = 0 ,

i

i

N N A iI R A iI H

N N A iI R A iI H

  


  

 

 
 

therefore A  is self-adjoint. This completes the proof of Lemma 2. 

Theorem 3. The eigenfunctions of the operator A  form an orthonormal basis in the space 

2= [ 1,1]H L   . 

Proof. The operator A  has countably many eigenvalues 1{ }n n 
 , which have the asymptotic form 

[16]: 

( 1) 1
= ( ), .

2
n

n
O n

n





   

Then, for any number  , which is not an eigenvalue, and for an arbitary f H , we can find an el-

ement ( )u D A  satisfying the condition    = .A I u f  Therefore, the operator  A I  is invertible 

except for the isolated eigenvalues. Without loss of generality we assume that the point = 0  is not an 

eigenvalue. Then we obtain that the bounded inverse operator 1A  is defined in .H  Therefore, the 

selfadjoint operator 1A  has at most countably many eigenvalues, each of which converges to zero at 

the infinity. Hence, the selfadjoint operator 1A  is compact. Applying the Hilbert-Schmidt theorem to 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2020, vol. 12, no. 3, pp. 15–21 

18 

this operator we obtain that the eigenfunctions of the operator A  form an orthonormal basis in .H  This 

completes the proof of Theorem 1. 

Now we consider the case < 0.  We assume that the operator A  is defined by formula (9) on the 

domain ( ).D A  In the space 2=H L  , for , ,u v H  the scalar product is defined by the formula  

 
2

1 2

1 2 21
2 2 2

1 1

1

, = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .u v u x v x dx u x v x dx u x v x dx u v



 

 
  




                           (11) 

In this case, the operator A  is not selfadjoint in the space H . Therefore, we introduce the operator 

J  as  

0
= ,

0

I
J

I

 
 

 
 

where I  is the identity operator in .H  The operator J  is selfadjoint and invertible. 

In this case, boundary value problem (1)–(7) is equivalent to the eigenvalue problem for the opera-

tor pencil  

( ) = 0B J u                (12) 

in the space H  such that = .B JA  We obtain that (10) is equivalent to (12).   

Lemma 4. The operator A  is J   selfadjoint in the Hilbert space .H    

Proof.  Similarly to Lemma 1, we can show that the domain ( )D A  is dense in the space .H  From 

(11) and (12) applying two times integration by parts, we obtain that ( , )Bu u  is real. Hence, the operator 

B  is symmetric. Therefore, the operator A  is J   symmetric in the space .H  Since A  is J   symmet-

ric densely operator, then, similarly to the proof of Lemma 2, it can be shown that the operator JA  is 

selfadjoint. This completes the proof of Lemma 4. 

Corollary 5. One element of the system 0{ }nu   can be eliminated such that the remaining elements 

form a complete and minimal system in the space 2[ 1,1]L  .  

Proof. By Theorem 1, the system of eigenfunctions  

1

( )
( ) = ,

n
n

u x
u x

u

 
 
 

 

1( )u   of the operator A  forms an orthonormal basis in .H  Hence, the system of the eigenfunctions 

 
1

( )nu x


 is complete and minimal in the space .H  Therefore, of course, dim =1,co P  then by Lemma 

2.1 in [15], the system    ( ) = ( )n nPu x u x  whose one element is omitted forms a complete and minimal 

system in 2( ) = [ 1,1].P H L   Hence, the eigenfunctions  
0

( )nu x


 ( 0 ,n n  0n  is an arbitrary nonnega-

tive integer) of boundary value problem (1)–(7) form complete and minimal system in 2[ 1,1].L   This 

completes the proof of Corollary 1. 

Theorem 6. The eigenfunctions of the operator A  form a Riesz basis in the Hilbert space H .   

Proof.  Since the operator J  is a bounded operator, then using Theorem 1, it can be shown that the 

operator =B JA  is invertible because of the fact that the selfadjoint operator 1B  is compact. The 

selfadjoint operator 1B  has at most countably many eigenvalues which converge to zero at infinity. 

Hence the operator 1B  is compact. Then applying Theorem 2.12 in Section IV of [3] to the operator B , 

we obtain that the eigenfunctions of the J   selfadjoint operator A  form a Riesz basis in the space 

2= .H L   This completes the proof of Theorem 2. 

 

3. Results and Discussion 

The paper is devoted to one class of the Sturm–Liouville operators with the eigenparameter-

dependent boundary conditions and the transmission conditions. A new operator A  associated with the 

problem is established, some spectral properties of this operator is examined in an appropriate space H  

and basisness of its eigenfunctions is discussed. 
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The Sturmian theory is an important tool in solving many problems of mathematical physics. Usual-

ly, the eigenvalue parameter appears only linearly in the differential equation of the classic Sturm–

Liouville problems. However, in this study the eigenvalue parameter appears both in the differential 

equation and boundary condition. Moreover, two transmission conditions at two points are added. 

Therefore, the problem is different from the classic Sturm–Liouville problems and it has novelity. 
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О БАЗИСНОМ СВОЙСТВЕ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ  
ОДНОГО КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

В. Ала, Х.Р. Мамедов 
Мерсинский университет, Мерсин, Турция 
E-mail: volkanala@mersin.edu.tr, hanlar@mersin.edu.tr 

 

Хорошо известно, что теория Штурма является важным инструментом  решения широкого 

класса задач математической физики. Как правило, в классических задачах Штурма–Лиувилля 

собственные значения линейно входят только в дифференциальное уравнение. Однако в матема-

тической физике встречаются задачи, в которых собственные числа появляются не только  в 

дифференциальном уравнении, но и в граничных условиях. 

В этой статье мы рассматриваем задачу Штурма–Лиувилля, собственные значения которой 

входят в уравнение, присутствуют в граничных условиях и дополнительно должны быть согласо-

ваны с условиями прохождения решения через две фиксированные точки разрыва. 

Целью данной работы является исследование полноты, минимальности и базисных свойств 

корневых функций рассматриваемой краевой задачи. 

Ключевые слова: собственные функции; ортонормированный базис; базис Рисса; полнота. 
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Последние годы все больше внимание специалистов привлекают не-

классические уравнения математической физики, это связано как с теоре-

тическим интересом, так  и практическим. Уравнения третьего порядка  

встречаются в различных задачах физики, механики и биологии. Напри-

мер, в теории трансзвуковых течений, распространении плоской волны в 

вязкоупругом твердом теле, прогнозирования и регулирования грунтовых 

вод. 

Исследуется краевая задача для уравнения третьего порядка с эллип-

тико-гиперболическим оператором в главной части. Рассматриваемое 

уравнение составляется из произведения неперестановочных дифференци-

альных операторов, поэтому известные представления общего решения 

введенные А.В. Бицадзе и М.С. Салахитдиновым не применяются. Для изу-

чения уравнения смешанного типа третьего порядка нами применен метод, 

не требующий специального представления общего решения рассматри-

ваемого уравнения. Этот метод обусловливает изучение уравнения эллип-

тико-гиперболического типа второго порядка с неизвестными правыми 

частями, что представляет интерес для решения важных обратных задач 

механики и физики. 

Доказаны теоремы существования и единственности классического 

решения поставленной задачи. Доказательство основано на принципе экс-

тремума для уравнения третьего порядка и на теории сингулярных, фред-

гольмских интегральных уравнений. 

Ключевые слова: локальная задача; уравнения третьего порядка; обратная 

задача; уравнения с неизвестными правыми частями; принцип экстремума, ме-

тод регуляризации; уравнения Фредгольма. 
 

Введение. В последние годы все больше внимание специалистов привлекают неклассические 

уравнения математической физики, это связано как с теоретическим интересом, так и практиче-

ским. 

Одним из важных классов неклассических уравнений математической физики является урав-

нение составного и смешанно-составного типа, главные части содержат операторы эллиптиче-

ского,  эллиптико-гиперболического  и параболо-гиперболического типов. Корректные краевые 

задачи для уравнений эллиптико-гиперболического и параболо-гиперболического типов третьего 

порядка, когда главная часть оператора содержит производную по x  или y , впервые изучены в 

работах A.B. Бицадзе и М.С. Салахитдинова  [1], М.С. Салахитдинова [2], Т.Д. Джураева [3],  

кроме того эти уравнения встречаются в различных задачах механики. Например, распростране-

ние плоской волны в вязкоупругом твердом теле [3]. В этих работах при исследовании краевых 

задач использовано представление общего решения уравнения смешанно-составного типа в виде 

суммы функций. Такое представление имеет важное место  для уравнений, составляемых из про-

изведения перестановочных дифференциальных операторов.  Далее  это направление для различ-

ных уравнений с частными производными третьего порядка развивалось в работах [4–10].  

Настоящая работа посвящена изучению уравнения третьего порядка с эллиптико-

гиперболическим оператором в главной части. Применен метод, не требующий специального 

представления общего решения рассматриваемого уравнения. Этот метод обусловливает  изуче-

ние уравнения эллиптико-гиперболического типа второго порядка с неизвестными правыми час-

тями, что представляет интерес для решения важных обратных задач механики и физики. 
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Доказаны теоремы существования и единственности классического решения поставленной 

задачи. Доказательство основано на принципе экстремума для уравнения третьего порядка  и на 

теории сингулярных, фредгольмских интегральных уравнений. 

 

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение 

, при 0,
0

( ) ( ), при 0,xxy yyy xx yy

xxy yyy              u u              y

a u u b u u y

 
 

   

                                       (1) 

где a  и b  – действительные числа, причем 2 2 0.a b   
Пусть 1D  – конечная однозначная область в плоскости ( , )x y , ограниченная при > 0y  кри-

вой 2 2: 1x y    с концами в точках ( 1,0), (1,0)A B  и отрезком  ( , ) : 1 1, 0AB x y x y     . 

Кривая   униформа относительно оси ,y  точка (0, )N h  этой кривой  является единственной 

максимально удаленной от оси x  точкой. Части AN  и BN  дуги   униформы отрезка ON  оси 

,y  здесь O  – начало координат. 2D  – область, ограниченная при 0y   отрезком AB  и двумя 

характеристиками : 1, : 1AC x y BC x y      уравнения (1),  выходящими из точки  

( 1,0)A  , (1,0)B   и пересекающимися в точке (0, 1),C   1 2
.D D D AB  

Задача. Найти функцию ( , )u x y  со следующими свойствами: 

1) 1( , ) ( ) ( ) ( 1,2);j ju x y C D C D AB AD BC j       2) 2,3
,( , ) ( ), ( )x y j xxy ju x y C D u C D   и 

она в области jD
 
удовлетворяет уравнению (1);  3) на линии изменения типа выполняются усло-

вия склеивания 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( , ) ( ), ( ,0) ,

y y
u x y x u x y x x AB 

 
                           (2) 

0 0
lim ( , ) ( ) lim ( , ) ( ), ( ,0) ;y y

y y
u x y x u x y x x AB 

 
                                        (3) 

4) функция ( , )u x y  удовлетворяет граничным условиям 

( , ) | ( , ), ( , )u x y x y x y    ,                                                     (4)   

1
( , ) ( ), 1 0,

AC
u x y x x                                                         (5) 

2

( , )
( ), 1 0,

AC

u x y
x x

n



   


                                                    (6) 

3

( , )
( ), 0 1,

BC

u x y
x x

n



  


                                                     (7) 

где 1,3( , ), ( ) ( )jx y x j    – известные функции, причем   

1 3 2( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( ),AB ABx x C C AB x x C C AB                                (8) 

1 1( , ) ( , ), ( , ) ( ),x y y x y x y C                                                    (9)  

32
( 1) (1) 0,    

 32
(0) (0),   

 22 3

2
(0) (0) (0),

b
a

                              (10) 

   1 2 2

1 2
( ) 1,0 ( 1,0), ( ) 1,0 ( 1,0),x C C x C C            2

3
( ) 0,1 (0,1).x C C       (11) 

 

2. Исследование задачи.  Предположим: 

1 1

2 2

( , ), ( , ) ,
( , )

( , ), ( , ) .

u x y x y D
u x y

u x y x y D


 


                                                  (12) 

Тогда уравнение (1) можно переписать в виде двух систем 

11 1

1 1 1

( , ) ( , ) ( ),

0, ( , ) ,xx yy

u x y x y x

x y D

 

 

 


  

                                                      (13) 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2020, vol. 12, no. 3, pp. 22–28 

24 

                                                   

22 2

2 2 2

( , ),

0, ( , ) ,

xx yy

y

u u x y

a c x y D



 

 


  

                                                   (14) 

где 
2
( , )x y произвольная достаточно гладкая функция, а 1( )x  – произвольная дважды непре-

рывно дифференцируемая функция 

21

22

1

( ), 1 0,
( )

( ), 0 1,

x x
x

x x






  
 

 

                                                 (151) 

причем  

1 1
( 1) (1) 0.                                                                (152) 

Нетрудно заметить, что общее решение уравнения    
2 2

0,
y

a c      имеет вид 

2 2
( , ) ( )exp

b
x y x y

a
 

 
  

 
,                                                   (16) 

где 
2 21 22
( ) ( ) ( )y y y     – произвольная непрерывная функция. 

Теорема.  Если заданные функции удовлетворяют условиям (8)–(11), то регулярное  решение 

поставленной задачи в области D  существует и  единственно.  

Доказательство теоремы. В силу (16) решение задачи Коши с начальными данными 

           2 2 2 2, 0 , ,0 , , 0 , ,0 ,yu x x x AB u x x x AB                     (17) 

для уравнения (14) в области 2D  представим в виде 

       2 2 2 22

1 1 1 ( )
, exp .

2 2 4 2 2

x y x y x y

x y x y

c
u x y x y x y d d d

a


   
       

  

 

    
            

   
    (18) 

Подставляя (18) в (6) и (7), получаем 

2 2 2

1

( , ) 2

2AC y x

u x y u u

n x y
 

   
      

 

 2 2 2 2

2 1

1

1 1 1 ( 1 )
1 ( 1) exp ( ),

2 2 22

x
b

d x
a

 
    





        
               

  

2 2 2

1

( , ) 2

2BC y x

u x y u u

n x y
 

   
      

 

 
1

2 3

2 1

2 2

1 1 2 1 ( 1 2 )
1 (1) exp ( ),

2 2 22
x

x b x
d x

a

 
   



        
        

     

   

или  из последних двух равенств получим 

 
2 1

21 2

1

2 2

1 1 ( 1 )
exp 2 ( ) 1 ( 1),

2 2 2

x
b

d x
a

 
    





      
        

   
                    (19) 

 
1

22 3

2 1

2 2

1 1 ( 1)
exp 2 ( ) 1 (1).

2 2 2
x

b
d x

a

 
    



    
        

   
                       (20) 

Дифференцируя (19) и (20) по x , находим 

21 2

( 1)
( ) 2 ( )exp , 1 0,

b x
x x x

a
 

 
     

 
                                  (21) 

 22 3

(1 )
( ) 2 exp , 0 1.

b x
x x x

a
 

 
    

 
                                   (22) 

Таким образом, неизвестные функции ( ) ( 1,2)j x j   с учетом (151), (16), (21) и  (22)  полно-

стью определяются с помощью условий (6) и (7). 
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Теперь необходимо найти ( , ) ( 1,2)ju x y j   в области jD , пользуясь оставшимися условиями 

(4), (5) и условиями склеивания (2)  и (3). Для этого найдем функциональные соотношения между 

( )j x   и ( )j x . 

Подставляя (18) в  (5), а затем, дифференцируя по x , имеем 

   2 2 1

1 1
( ),

2 2

x
x x H x  

 
    

 
                                              (23) 

где 

2

1
1 ( )

( ) exp .
2 2 2

x

x b x
H x d

a

 
 


    

    
   

  

Решение уравнения (13) удовлетворяющее граничным условиям  

            1 1 11( , ) | ( , ) ( ), , 0 , 1,1 , 0,1yx y x y y x x x y                              (24) 

в  области  1D    дается  формулой: 

1

0

1

1 1

1

( ( ), ( ); , )
( , ) ( ,0; , ) ( ) ( ) ( ( )) ,

G s s x y
x y G t x y t dt s s ds

n


 
    




   
                           (25) 

где ( ) ( ( ), ( ))s s s      – известная функция, а 
2

1 2 3

1 1 1
( , ; , ) ln ln

2
G x y

r r r r
 

 

 
  

  

 – функции 

Грина для уравнения Лапласа, удовлетворяющая однородному условию (4) и  1 , 0 0y x   : 

2 2

0
: 1x y   ,    2 2 2 2 2 2 2 2 2

1( ) ( ) , ( ) ( ) , ,r x y r x y x y               

2 2 2 2 2 2
2 3 2 2

( ) ( ) , ( ) ( ) , , .
x y

r x y r x y x y   
 

           

Положив в (25) 0y  , дифференцируя по ,x  получим 

1

1 1 1

1

1 1
( ) ( ) ( )

1

t
x t dt g x

t x xt
 




 
       

 ,  1 1,x                                   (26) 

где 

1 1

( ( ), ( ); ,0)
( ) ( ) ( ( )) ,

G s s x
g x s s ds

n


 
  
  
   

   1 1
, 0 .x x                                                                  (27) 

В силу (17), (24) и (27) из  (2), (3)  находим 

2 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ,0) ,x x x x x AB                                                   (28) 

2 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ,0)x x x x x AB      .                                             (29) 

Подставляя (28) и (29) в (23), получим 

         1 1 1 1

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2 2

x
x

x t dt x x x x x x H x        



 
          

 
                 (30) 

Исключив 1( )x   из (26) и (30), получим сингулярное интегральное уравнение относительно 

функции 1( )x : 

 
1 1

1 1 1

1 1

1

( ) 1
( ) ( , ) ( ) ( ),

1

P x t
x t dt M x t t dt H x

i t x xt
  


 

 
    

  
                           (31) 

где  

( )
( ) ,

( )

x
P x

x






1

( ) 1
( , )

( ) 1

x
x z

M x t dz
x t z t z



 


  
   

  
 , 
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1 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

( ) 2 2

x
H x H x x x

x
  



  
       
  

 

Сингулярное интегральное уравнение (31) методом регуляризации Карлемана–Векуа [2] эк-

вивалентным образом сведем к интегральному уравнению Фредгольма второго рода относитель-

но 1( )x , безусловная разрешимость которого следует из леммы: 

Лемма. Если выполнено условие 

 ( ) ( ) 0, 1,1 ,x x x                                                                 (32) 

то в области D  решение поставленной задачи  единственно. 

Доказательство леммы. Пусть 1 2 3( ) ( ) ( ) ( , ) 0x x x x y       , ( ) ( ) 0,x x  
 
тогда  из  

(151), (21)  и (22)   находим   1( ) 0, 1,1x x    . Отсюда в силу  (12)–(14)   поставленная задача 
 

редуцируется в области D  к задаче:
 1( , ) | 0,u x y         

0 1,y   

 2
, 0, 1 0,

AC
u x y x          2

( , )
0, 1 0,

AC

u x y
x

n


   


      2

( , )
0, 0 1.

BC

u x y
x

n


  



 

Из принципа экстремума[11] следует, что решение поставленной задачи при 1( ) 0x  ,   

( ) ( ) 0x x    
своего положительного максимума (ПМ)  и отрицательного минимума (ОМ)  в 

замкнутой области 1D  достигает лишь на  . Действительно, в силу принципа экстремума для 

эллиптических уравнений [11, стр. 25] решение ( , )u x y  уравнения (13) внутри области  1D   не 

может достигать своего ПМ и ОМ. Покажем, что решение ( , )u x y  уравнения (13) не достигает 

своего ПМ (ОМ) на интервалах AB . Предположим обратное. Пусть ( , )u x y  в некоторой точке 

 0 ,0E x  интервала AB  достигает своего ПМ (ОМ).    Тогда в силу принципа Заремба–Жиро [11]  в  

точке  0 ,0E x  имеем  

1 10 0( ) 0( ( ) 0)x x   .                                                         (33) 

Далее в силу 1 2 3( ) ( ) ( ) 0x x x     , ( ) ( ) 0x x  
 
 с учетом (12),  (21), (22), (28), (29) и 

(32) из (23) в точке 0( ,0)E x AB   ПМ (ОМ)  имеем 0 01
( ) ( ) 0x x     0 01

( ) 0x x   .  Это проти-

воречит неравенству  (33). 

Таким образом,  в силу (12) решение ( , )u x y  поставленной задачи   не достигает своего ПМ 

(ОМ) в точке 0( ,0)x AB . 

Следовательно, искомое решение своего ПМ (ОМ) в области 1D  достигает в точках кривой 

.  
Отсюда с учетом 

1
( , ) | 0u x y    имеем 1( , ) 0u x y   в области 1D . В силу единственности реше-

ния задачи Коши в области 2D   для уравнения (14)   получим 2 2( , ) 0, ( , )u x y x y D  .  Следова-

тельно,  из  (12) следует ( , ) 0, ( , ) .u x y x y D 
  

Тем самым решение  поставленной  задачи  
  

единственно. Лемма доказана. 

На основании найденных функций  2( ) ( ) ( ),j ABx C C AB   2( ) ( ) ( )j ABx C C AB     и  
 

2( ) ( ),
j

x C AB  ( 1,2)j   решение поставленной задачи строится в области 1D  как решение зада-

чи N  для уравнения (13) (см. (25)), а в области 2D  находится с помощью решения задачи Коши 

для уравнения (14) (см.(18)). Из последнего следует, что поставленная задача  в области  D   од-

нозначно разрешима. Теорема  доказана. 

 

Литература 

1. Бицадзе, А.В. К теории уравнений смешанно-составного типа  / А.В. Бицадзе, М.С. Сала-

хитдинов // Сибирский математический журнал. – 1961. – Т. 2, № 1. – С. 7–19.  



Исломов Б.И., Локальная краевая задача для одного класса уравнения 
Усмонов Б.З. третьего порядка эллиптико-гиперболического типа 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 3, С. 22–28 

27 

2. Салахитдинов, М.С. Уравнения смешанно-составного типа / М.С. Салахитдинов. – Таш-

кент: Фан, 1974. – 156 с. 

3. Джураев, Т.Д. Краевые задачи для уравнений смешанного и смешанно-составного типа / 

Т.Д. Джураев – Ташкент: Фан, 1979. – 238 с. 

4. Chen, S.X. Mixed type equations in gas dynamics / S.X. Chen // Quarterly of applied mathemat-

ics. – 2010. – Vol. LXVIII, no. 3. – P. 487–511.  

5. Кожанов, А.И. Смешанная задача для некоторых классов нелинейных уравнений третьего 

порядка / А.И. Кожанов // Матем. сборник. – 1982. – Т. 118(160), № 4(8). – C. 504–522. 

6. Джураев, Т.Д. О корректной постановке краевых задач для одного класса уравнений 

третьего порядка параболо-гиперболического типа / Т.Д. Джураев, М. Мамажанов // Дифферен-

циальные уравнения. – 1983. – Т. 19, № 1. – С. 37–50.  

7. Сабитов, К.Б. Краевая задача для уравнения смешанного типа третьего порядка с условия-

ми периодичности. / К.Б. Сабитов, Г.Ю. Удалова // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. 

науки. – 2013. – Вып. 3(32). –  С. 29–45. 

8. Джохадзе, О.М. Влияние младших членов на корректность постановки характеристиче-

ских задач для гиперболических уравнений третьего порядка / О.М. Джохадзе // Матем. заметки. – 

2003. – Т. 4, Вып. 4. – C. 517–528. 

9. Зикиров, О.С. О разрешимости нелокальной задачи для гиперболического уравнения 

третьего порядка / О.С. Зикиров // Сибирский журнал чистой и прикладной математики. – 2016. – 

Т. 16, № 2. – С. 16–25. 

10. Islomov B.I. Nonlocal boundary value problem for a third-order equation of elliptic-hyperbolic 

type / B.I. Islomov, B.Z. Usmonov // Lobachevskii Journal of Mathematics. – 2020. – Vol. 41, no. 1. – 

P. 32–38. 

11. Бицадзе, А.В. Некоторые классы уравнений в частных производных / А.В. Бицадзе. – М.: 

Наука, 1981. – 448 с. 
Поступила в редакцию 22 февраля 2020 г. 

 

 
Bulletin of the South Ural State University 

Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 
2020, vol. 12, no. 3, pp. 22–28 

 
 DOI: 10.14529/mmph200303 

 

LOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A CLASS OF THIRD-ORDER 
ELLIPTIC-HYPERBOLIC TYPE EQUATION 
 
B.I. Islomov

1
, B.Z. Usmonov

2
 

1 
National University of Uzbekistan named after M. Ulugbek, Tashkent, Republic of Uzbekistan 

E-mail: islomovbozor@yandex.com 
2 
Chirchiq State Pedagogical Institute, Chirchiq, Republic of Uzbekistan 

E-mail: bakhtiyer.usmanov@mail.ru  

 

In recent years, non-classical equations of mathematical physics have been attracting more and 

more attention of specialists; this is due to both theoretical and practical interest. Third-order equations 

are found in various problems of physics, mechanics, and biology. For example, in the theory of transon-

ic flows, the propagation of plane waves in a viscoelastic solid, and the prediction and regulation of 

groundwater. 

One of the important classes of non-classical equations of mathematical physics is the equations of 

composite and mixed-composite type, which the main parts contain operators of elliptic, elliptic-

hyperbolic and parabolic-hyperbolic types. Correct boundary value problems for equations of elliptic-

hyperbolic and parabolic-hyperbolic types of the third order, in case that  the main part of the operator 

contains the derivative with respect to x or y, is first studied by A.B. Bitsadze, M.S. Salakhitdinova and 

T.D. Djuraev, in addition to the fact that these equations are found in various problems of mechanics. 

For example, the propagation of a plane wave in a viscoelastic solid. In these works on the investigation 
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of boundary value problems, a  representation of  general solution of a mixed-composite type equation 

in the form of a sum of functions was used. Such  representation takes place only for equations, which 

are composed of the product of permutable differential operators. 

In this paper, we study  boundary value problem for a third-order equation with an elliptic-

hyperbolic operator in the main part. The equation under consideration is composed of the product of 

non-permutable differential operators, therefore the well-known representations of the general solution 

introduced by A.V. Bitsadze and M.S. Salakhitdinova are not applied. To study the considered  third-

order equation of the mixed type, we applied a method, which  does not require a special representation 

of the general solution of the equation. This method determines the study of an equation of elliptic-

hyperbolic type of the second order with unknown right-hand sides, which is of interest for solving im-

portant inverse problems of mechanics and physics. 

The existence and uniqueness theorems of the classical solution of the problem are proved. The 

proof is based on the extremum principle for a third-order equation and on the theory of singular and 

Fredholm integral equations. 

Keywords: local problem; third-order equations; inverse problem; extremum principle; regulariza-

tion method; Fredholm equations. 

 

References 

1. Bitsadze A.V., Salakhitdinov M.S. K teorii uravneniy smeshanno-sostavnogo tipa (To the theory 

of equations of mixed-composite type). Sibirskiy matematicheskiy zhurnal, 1961, Vol. 2, no. 1, pp. 7–19. 

(in Russ.). 

2. Salakhitdinov M.S. Uravneniya smeshanno-sostavnogo tipa (Equations of mixed-composite 

type), Tashkent, Fan Publ., 1974, 156 p. (in Russ.). 

3. Dzhuraev T.D. Kraevye zadachi dlya uravneniy smeshannogo i smeshanno-sostavnogo tipa 

(Boundary value problems for equations of mixed and mixed-composite type). Tashkent, Fan Publ., 

1979, 238 p. (in Russ.). 

4. Chen S.X. Mixed type equations in gas dynamics. Quarterly of applied mathematics, 2010, 

Vol. LXVIII, no. 3, pp. 487–511. DOI:10.1090/S0033-569X-2010-01164-9 

5. Kozhanov A.I. A mixed problem for some classes of nonlinear third-order equations. Mathemat-

ics of the USSR-Sbornik, 1983, Vol. 46, no. 4, pp. 507–525. 

DOI: 10.1070/SM1983v046n04ABEH002949 

6. Dzhuraev T.D., Mamazhanov M. Well-posed formulation of boundary value problems for a class 

of third-order equations of parabolic-hyperbolic type. Differ. Uravn., 1983, Vol. 19, no. 1, pp. 37–50. 

(in Russ.). 

7. Sabitov K.B., Udalova G.Yu. Boundary value problem for mixed type equation of the third order 

with periodic conditions. Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki (J. Samara State Tech. 

Univ., Ser. Phys. Math. Sci.), 2013, Iss. 3(32), pp. 29–45. (in Russ.). 

8. Dzhokhadze O.M. Influence of Lower Terms on the Well-Posedness of Characteristics Problems 

for Third-Order Hyperbolic Equations. Mat. Zametki, 2003, Vol. 74, Iss. 4, pp. 517–528. 

9. Zikirov O.S. On Solvability Non-Local Boundary Vakue Problem for the Hyperbolic Equation of 

the Third Order. Sibirskiy zhurnal chistoy i prikladnoy matematiki, 2016, Vol. 16, no. 2, pp. 16–25.  

(in Russ.). 

10. Islomov B.I., Usmonov B.Z. Nonlocal boundary value problem for a third-order equation of el-

liptic-hyperbolic type. Lobachevskii Journal of Mathematics, 2020, Vol. 41, no. 1, pp. 32–38. 

DOI: 10.1134/S1995080220010060 

11. Bitsadze A.V. Nekotorye klassy uravneniy v chastnykh proizvodnykh (Some classes of partial 

differential equations). Moscow, Nauka Publ., 1981, 448 p. (in Russ.). 
Received February 22, 2020 



Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 3, С. 29–33 

29 

УДК 517.929.2 DOI: 10.14529/mmph200304 

 

ПРИЗНАКИ УСТОЙЧИВОСТИ  
РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА  
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Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
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Непрерывные и дискретные разностные уравнения типа Вольтерра 

возникают во многих приложениях. В частности при исследовании моделей 

динамики популяций,  моделировании различных экономических или фи-

зических процессов, в теории управления, медицине. В работе рассматрива-

ется проблема асимптотической устойчивости нулевого решения линейного 

разностного уравнения типа Вольтерра в свертках. Приводятся определе-

ния устойчивости и асимптотической устойчивости нулевого решения ука-

занного уравнения. В статье представлены достаточные условия асимпто-

тической устойчивости линейных разностных уравнений Вольтерра. С по-

мощью метода z-преобразования доказаны соответствующие теоремы. Най-

денные признаки асимптотической устойчивости нулевого решения есть 

ограничения на коэффициенты исходного уравнения, то есть представляют 

некую область устойчивости в пространстве параметров уравнения. Произ-

водится сравнение полученных признаков с некоторыми известными дос-

таточными условиями асимптотической устойчивости конечномерных ли-

нейных разностных уравнений. Главным преимуществом полученных дос-

таточных условий асимптотической устойчивости линейного разностного 

уравнения типа Вольтерра является наглядность этих признаков и просто-

та их применения. Кроме того, признаки такого типа полезны, если коэф-

фициенты уравнения не известны точно. 

Ключевые слова: устойчивость; разностные уравнения; уравнения Воль-

терра. 

 

Рассмотрим линейное разностное уравнение типа Вольтерра  

 1

1

n

n n s n s

s

x x a x 



  ,       1,2,n   (1) 

где sa R , 0sa     1,2,s  .  

Начальное условие 0x  однозначно определяет  решение уравнения (1). 

Нулевое решение уравнения (1) называется устойчивым, если  

 0 00  0   0 nx x n x             

Нулевое решение уравнения (1) называется асимптотически устойчивым, если он устойчиво 

и lim 0n
n

x


  для любого решения  nx  уравнения (1). 

Уравнение Вольтерра (1) является бесконечномерным аналогом разностного уравнения  

 1

1

k

n n s n s

s

x x a x 



  , (2) 

где sa R , 0sa    1 s k  . 

Для уравнения (2) известны следующие признаки асимптотической устойчивости [1]. 

Теорема 1. Если  0sa    1 s k   и 

 
1

0 1

2sin
2(2 1)

k
s

s

a

s




 



 , (3) 

то нулевое решение уравнения (2) асимптотически устойчиво. 

Теорема 1 является многомерным обобщением известного результата Левина и Мэя [2]. 
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Теорема 2. Если  0sa    1 s k   и 

 
1

0
2

k

s

s

sa




  , (4) 

то нулевое решение уравнения (2) асимптотически устойчиво. 

Признак устойчивости теоремы 1 сильнее признака теоремы 2. Теорема 1 в некотором смыс-

ле не может быть улучшена [1].  

Цель работы – получить аналоги теорем 1 и 2 для разностного уравнения Вольтерра (1). 

Производящей функцией числовой последовательности nx   0n   называется ряд вида 

 
0

( ) ( ) n
n n

n

x z Z x x z




  , (5) 

где z C . 

Сверткой двух последовательностей nx  и ny  называется последовательность вида 

 
0 0

n n

n n n s s s n s

s s

x y x y x y 

 

   . (6) 

Производящая функция  свертки двух последовательностей имеет вид 

  ( ) ( )n nZ x y x z y z . 

Теорема 3. Пусть выполняются условия: 

1) существуют действительные числа 0M   и  0;1q  такие, что  для всех n N выполня-

ется n
na Mq ;  

2) все нули функции 
1

( ) 1 n
n

n

g z z a z




    расположены вне единичной окружности 1z  . 

Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво. 

Доказательство. Пусть последовательность nx   0n   является решением уравнения (1). 

Значит, 

1 0 1 0x x a x  ,  2 1 1 1 2 0x x a x a x   ,  3 2 1 2 2 1 3 0x x a x a x a x    ,  

Умножим обе части первого уравнение на z , второго – на 2z , третьего – на 3z  и так далее. 

Сложим полученные равенства и добавим к обеим частям 0x . Согласно определению произво-

дящей функции (5) получим 

0

1

( ) ( ) ( ) n
n

n

x z x zx z x z a z




    . 

Тогда  

 0

1

( )

1 n
n

n

x
x z

z a z






 

. (7) 

Обозначим функцию 

 
1

( ) 1 n
n

n

g z z a z




   . (8) 

Из условий теоремы следует, что функция ( )g z  является аналитической в круге z R , ра-

диус которого R  больше единицы. Тогда из (7) следует, что ( )x z  раскладывается в степенной 

ряд по степеням z  с радиусом сходимости больше единицы. Следовательно, уравнение (1) экс-

поненциально, а, значит, и асимптотически устойчиво при любом начальном условии 0x . Теоре-

ма доказана. 

В работе [1] доказаны следующие вспомогательные леммы. 

Лемма 1. Для любого числа  0;   существует число m R , такое, что для всякого s N  
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 

 sin1
0

1
sin sin cos

2 2 1 2 2

m s

m
s



 



 

 
   

. (9) 

Лемма 2. Для любого числа s N , такое что всякого s N  

 
2sin

2 2 1 2s s

 



. 

Теорема 4. Пусть выполняются условия: 

1) существуют действительные числа 0M   и  0;1q  такие, что  для всех n N  выполня-

ется n
na Mq ;  

2) 
1

0 1

2sin
2(2 1)

s

s

a

s







 



 . 

Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво.  

Доказательство. Предположим, что условия теоремы выполняются и существует нуль 0z  

функции ( )g z , такой, что 0 1z  . 

1. Рассмотрим случай 0 1z  . Пусть существует нуль (8) вида 0
iz e      0;  . Тогда  

1

1 0i i s
s

s

e a e 




   . 

Таким образом, существует  0;  , такое, что 

 
1

1 cos cos 0s

s

a s 




   , (10) 

 
1

sin sin 0s

s

a s 




   . (11) 

Из (10) очевидно, что 0  . 

Пусть m R  определено согласно Лемме 1. 

Умножим (10) на 
sin

1
2sin cos

2 2

m

m






 
 

 

, а (11) – на 
cos

1
2sin cos

2 2

m

m








 
 

 

.  

Сложив полученные равенства, получим  

 
1

1 sin cos cos sin
sin cos sin sin cos 0

1 1
2sin cos 2sin cos

2 2 2 2

s

s

m s m s
m m m a

m m

   
    

 
 






   

   
    

   

 , 

  
 

1

sin1
sin sin 1 0

1 1
2sin cos 2sin cos

2 2 2 2

s

s

m s
m m a

m m


 

 
 






   

   
    

   

 . 

И окончательно 

 
 

1

sin
1 0

1
2sin cos

2 2

s

s

m s
a

m











 

 
 

 

 . (12) 

Из (12) и (9) при неотрицательных значениях sa    1,2,s   получаем  
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 

1 1

sin1
1 0

1
2sin 2sin 2sin cos

2(2 1) 2(2 1) 2 2

s
s

s s

m sa
a

m
s s



  


 

 

 
 
    

  
      

  . 

Это противоречит второму условию теоремы. 

2. Рассмотрим случай 0 1z  . Рассмотрим окрестность точки 0z , расположенную целиком 

внутри единичного круга 1z  , и такую, что на ее границе   нет нулей функции ( )g z . 

По 1 условию теоремы ряд 
1

s

s

a




  сходится. Отсюда следует, что последовательность много-

членов  

1

( ) 1
k

s
k s

s

P z z a z


    

сходится равномерно к функции ( )g z  внутри единичного круга.  

Согласно теореме Гурвица [3] существует натуральное число 0 0( )k k  , такое, что для лю-

бого натурального числа 0k k  число нулей многочлена ( )kP z  внутри кривой   равно числу 

нулей функции ( )g z  внутри этой кривой. Значит, существует нуль многочлена ( )kP z , располо-

женный внутри единичного круга. 

С другой стороны, из второго условия теоремы получаем, что при любом k N  выполняется  

условие (3). Тогда, согласно теореме 1, уравнение (2) асимптотически устойчиво при любом зна-

чении k N . Отсюда следует, что все корни соответствующего характеристического уравнения 

1

1

0
k

k k k s
s

s

a   



    

расположены внутри единичного круга. Следовательно, все нули многочлена ( )kP z  расположены 

вне единичного круга при любом значении k N . Получили противоречие. 

Таким образом, все нули 0z  функции ( )g z  расположены вне единичного круга. Согласно 

теореме 3 уравнение (1) асимптотически устойчиво. Теорема доказана. 

Из леммы 2 и теоремы 4 получаем следующий результат. 

Теорема 5. Пусть выполняются условия: 

1) существуют действительные числа 0M   и  0;1q  такие, что  для всех n N выполня-

ется n
na Mq ;  

2) 
1

0
2

s

s

sa




  . 

Тогда нулевое решение уравнения (1) асимптотически устойчиво. 

Теоремы 4 и 5 являются бесконечномерными аналогами теорем 1 и 2 соответственно. 
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CRITERIA FOR STABILITY OF VOLTERRA DIFFERENCE EQUATIONS 
 
D.A. Komissarova 
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Continuous and discrete Volterra-type difference equations arise in many applications. In particular, 

when studying models of population dynamics, modeling various economic or physical processes, in 

management theory, and medicine. The paper deals with the problem of asymptotic stability of the zero 

solution of a linear difference equation of Volterra type in convolutions. The definitions of stability and 

asymptotic stability of the zero solution of this equation are given. The article presents sufficient condi-

tions for the asymptotic stability of linear Volterra difference equations. The corresponding theorems are 

proved using the z-transform method. The obtained criteria of asymptotic stability of the zero solution 

are restrictions on the coefficients of the original equation, that is, they represent a certain region of sta-

bility in the space of the equation parameters. The obtained criteria are compared with some known suf-

ficient conditions for the asymptotic stability of finite-dimensional linear difference equations. The main 

advantage of the obtained sufficient conditions for asymptotic stability of a linear difference equation of 

Volterra type is the visibility of these criteria and ease of their application. In addition, this type of crite-

ria is useful if the coefficients of the equation are not known exactly. 

Keywords: stability; difference equations; Volterra equations. 
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ВАРИАЦИОННАЯ ПОСТАНОВКА ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ 
 

Р.К. Тагиев, Ш.И. Магеррамли 
Бакинский государственный университет, г. Баку, Азербайджанская Республика 
E-mail: r.tagiyev@list.ru, semedli.shehla@gmail.com  
 

Коэффициентные обратные задачи для уравнений в частных производ-

ных могут быть поставлены как задачи оптимального управления, т. е. в 

вариационной форме. В таких постановках искомые коэффициенты урав-

нений состояния играют роль управляющих функций и целевые функцио-

налы составляются на основе дополнительных условий. В статье рассмат-

ривается вариационная постановка обратной задачи об определении млад-

шего коэффициента многомерного параболического уравнения с инте-

гральным граничным условием и дополнительным интегральным услови-

ем. При этом роль управляющей функции играет младший коэффициент 

параболического уравнения и является элементом пространства интегри-

руемых по Лебегу функций с конечным индексом суммируемости. Решение 

краевой задачи для параболического уравнения, при каждом заданном 

управляющей функции, определяется как обобщенное решение из про-

странства Соболева. Целевой функционал составлен на основе дополни-

тельного интегрального условия. Доказано существование решение задачи 

и получено необходимое условие оптимальности. 

Ключевые слова: параболическое уравнение; обратная задача; интеграль-

ные условия; вариационная постановка. 
 

Введение 
Вариационные постановки коэффициентных обратных задач для параболических уравнений  

при классических граничных и дополнительных условиях изучены в работах [1–5] и др. Однако 

эти задачи при интегральных условиях исследованы существенно слабее [6, 7].  

В настоящей работе изучается вариационная постановка обратной задачи об определении 

младшего коэффициента многомерного параболического уравнения с интегральными условиями. 

Доказано существование решение задачи, и получено необходимое условие оптимальности. 
 

1. Постановка задачи 

Пусть nR  – евклидово пространство размерности 2n  , nR  – ограниченная область с 

кусочно-гладкой границей S , ' ''S = S S ,  0T   – заданное число,  0,TQ T , 

 0,TS S T  ,     ' ' '' ''0, , 0,T TS S T S S T    .  

Рассмотрим в цилиндре TQ  линейное параболическое уравнение 

        
, 1

, , , ,
n

t ij x Tj xi j i

u a x t u x u f x t x t Q


    ,                                (1) 

с начально-краевыми условиями 

   ,0 ,u x x x  ,                                                          (2) 

  ',
| 0

x t ST

u


 ,  
 

   
 

   
 '' '' '', , ,

, 1

| , cos , | , , , |
n

ij x ijx t S x t S x t ST T Ti j

u
a x t u x K x y t u y t dy

N


  
 


 


  .        (3) 

Здесь ν  – единичный вектор нормали к ''S , направленной вне Ω ;  , 1, , , , ,ija i j n f K   –

некоторые функции;  u = u x,t  – решение задачи (1)–(3). 

Задачу нахождения решения  u = u x,t  задачи (1)-(3) по заданным функциям 

 , 1, , , , ,ija i j n f K   называют прямой задачей. На практике возникают также обратные задачи, 
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в которых некоторые из коэффициентов     , , 1, ,ija x t i j n x  уравнения неизвестны и подле-

жат определению по некоторой дополнительной информации. Такие задачи называются коэффи-

циентными обратными задачами.  

Пусть в задаче (1)–(3)  , 1, , , ,ija i j n f K  – известные функции. Требуется найти пару 

функций ( )u,υ , удовлетворяющих условиям (1)–(3) и дополнительному условию 

     
0

, , ,

T

t u x t dt x x                                                     (4)  

где ω  и α  – известные функции.  

Задачу (1)–(4) поставим в вариационной форме: требуется минимизировать функционал 

       

2

0

, ;

T

J t u x t dt x dx   



                                                 (5)  

на множестве  

      : . .sV x L x d п в на                                                (6) 

при условиях (1)–(3), где 1s n   при 2n  , 0d   – заданные числа,    u x,t;υ =u x,t  – решение 

краевой задачи (1)–(3) соответствующее коэффициенту υ V . Ниже эту задачу будем называть 

задачей (1)–(3), (5), (6). В этой задаче коэффициент  υ=υ x  играет роль управления, а целевой 

функционал (5) составлен на основе условия (4).  

Будем предполагать, что заданные функции  , 1, , , , , ,ija i j n f K    удовлетворяют сле-

дующим условиям: 

     , , , , 1, ,ij jia x t a x t i j n   

   2 2 2 2
1

, 1 1

, , , , , ,
n n

ij i j n i

i j i

a x t        
 

       

       ''
1 2 3, . . ; , , , , , . . 0, ,ijt T ta x t п в на Q K x y t K x y t п в на S T       

   1
2,0 2, ;TW f L Q                                                           (7) 

   2 2ω L 0,T , α L Ω  ,                                                         (8) 

где  , , 0 1,3i i      – некоторые постоянные. 

Пусть υ V  – некоторое фиксированное управление. Тогда обобщенным решением из 

 1,0
2 TV Q  краевой задачи (1)–(3) назовем функцию    u=u x,t =u x,t;υ  из  1,0

2,0 TV Q   

        1,0 '
2, : , 0, ,T Tu u x t V Q u x t x t S    , удовлетворяющую интегральному тождеству 

   
n

t ij x xj j
i, j=1 ''Q ΩST T

uη + a u η +υuη dxdt K s,y,t u(y,t)dy η s,t dsdt =
   
    
     

    

   ,0

QT

x x dx f dxdt  



    ,      1,1
2,0, , , 0Tx t W Q x T     .                      (9) 

Можно показать, что краевая задача (1)–(3) однозначно разрешима в  1,0
2,0 TV Q  при каждом 

υ V , решение задачи (1)–(3) является элементом пространства 

          1,1 1,1 '
2,0 2, : , 0, ,T T TW Q u u x t W Q u x t x t S      и верна оценка 

   11,1
12, 2, 2,Q QT t

u M f


  
  

.                                                   (10) 

Здесь и ниже всюду 1 2, ,M M  – положительные постоянные. 
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2. Существование решения задачи 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (7), (8). Тогда задача (1)–(3), (5), (6) имеет хотя бы од-

но решение. 

Доказательство. Пусть υ V  – некоторый элемент и последовательность { }kυ V  такова, 

что   

kυ υ  слабо в  sL  .                                                        (11) 

Положим ( ) ( )k k ku =u x,t =u x,t;υ . Тогда из (1)–(3), записанных при kυ=υ , учитывая оценку 

(10) получим  
   
1,1

22,
1,2,k QT

u M k   ,                                                      (12) 

Тогда в силу теоремы вложения [8, с. 78], не ограничивая общности, можно считать, что   

ku u   слабо в  1,1
2,0 TW Q  и сильно в  2 TL Q ,                                       (13) 

где  u = u x,t  – некоторая функция из  1,1
2,0 TW Q . 

Пологая в (9) k kυ=υ ,u=u , получим тождества 

       
, 1 ''

, , , ,
n

k t ij k x k k kx jji jQ ST T

u a u x u dxdt K s y t u y t dy s t dsdt    
 

   
       
     

    

      ,0 1,2,

QT

x x dx f dxdt k  



     ,      1,1
2,0, , , 0Tx t W Q x T      .       (14) 

Проводя обычное преобразование и пользуясь неравенством Коши–Буняковского, имеем:  

   k k k k k

Q Q Q QT T T T

υ u ηdxdt υuηdxdt = υ u u ηdxdt+ υ υ uηdxdt       

 
2,2,k kQQ TT

QT

d u u u dxdt      .                                         (15) 

Используя теоремы вложения [8, с. 78], получаем, что    / 1 Ts su L Q   при 1s n  . Тогда из 

соотношений (11), (13) и (15) следует, что  

k k

Q QT T

υ u ηdxdt υuηdxdt  .                                                    (16) 

Известно, что вложение    1,1 ''
2,0 2T TW Q L S  ограничено [8, с. 78]. Используя этот факт и 

пользуясь неравенством Коши–Буняковского, имеем 

           k

'' ''Ω ΩS ST T

K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt
   

   
      
     

        
 

1/ 2

2 2 2, 2, 0,
'' ''

, , , ,k k Q TT
S ST

u y t u y t dy s t dsdt u u s t ds   



 
    

  
    

 1/ 2 1,1

2 3 2,2,k QQ TT
M u u   ,                                                 (17) 

где mes   . Если в (17) прейдем к пределу при k   и учтем (13), то получим 

           k

'' ''Ω ΩS ST T

K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt K s,y,t u y,t dy η s,t dsdt
   

   
      
    .               (18) 
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Теперь перейдем к пределу в (14) и учтем соотношения (13), (16), (18). Тогда получим, что 

функция  u x,t  удовлетворяет тождеству (9), т. е.    u x,t = u x,t;υ . Таким образом, соотношение 

(13) справедливо с функцией  u = u x,t , и в частности  

   ku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2 TL Q .                                        (19) 

Тогда из равенства (5) и соотношения (19) следует, что    kJ υ J υ  при k  . Таким об-

разом, функционал  J υ  слабонепрерывен на слабокомпактном множестве V . Следовательно, 

функционал  J υ  достигает своей нижней грани на V  [9, c. 49], т. е. справедливо утверждение 

теоремы 1. Теорема 1 доказана.  

 

3. Градиент целевого функционала и необходимое условие оптимальности 

Пусть функция        1,0
2,0, , ; Tx x t x t V Q       является обобщенным решением сле-

дующей сопряженной краевой задачи:  

      
, 1 ''

, , , ,
n

t ij xi x ji j
S

a x t K x t t d      


      

         
0

2 , ; , ,

T

Tu x d x t x t Q      
 

   
  
 ,                                    (20) 

 , 0, ,x T x                                                                  (21) 

   ' '', ,
| 0, | 0

x t S x t ST TN




 


 


.                                                       (22) 

Решение краевой задачи (20)–(22) удовлетворяет интегральному тождеству 

     
, 1 ''

, , , ,
n

t ij x xi j
i jQ Q ST T

a x t dxdt K x t t d dxdt        


  
     
     

    

       
0

2 , ;

T

QT

u x d x t dxdt       
   

    
    

   ,      1,1
2,0, , ,0 0Tx t W Q x      .       (23) 

Можно показать, что краевая задача (20)–(22) однозначно разрешима в  1,1
2,0 TW Q  и верна 

оценка 

         
1,1

42,
0 2,

, ;

T

QT
QT

M u x d x t       
 

 
  
 .                                  (24) 

Для оценки нормы в правой части оценки (20) используем неравенство Коши–Буняковского 

и учитывая (10), получаем    

 
 

   
  1,1 1

4 12, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 2,
2

Q T T QT T
M M f    

 

  
  

.                          (25) 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда функционал (5) дифференцируем по 

Фреше в каждой точке υ V  и его градиент имеет вид  

     '

0

, ; , ; ,

T

J u x t x t dt x     .                                               (26) 

Доказательство. Пусть υ V  – некоторой элемент,  sL    – приращение этого элемен-

та и V   . Через      , , ; , ;u u x t u x t u x t         обозначим приращение решения 

краевой задачи (1)–(3). Тогда ясно, что u  является  решением из  1,1
2,0 TW Q  краевой задачи  
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          
, 1

, , ,
n

t ij x Ti x ji j

u a x t u x x u x u x t Q  


            ,                 (27) 

 ,0 0,u x x   ,                                                             (28) 

  ',
| 0,

x t ST

u


    
 

   
 '' '', ,

| , , , |
x t S x t ST T

u
K x y t u y t dy

N  



 

                           (29) 

и для него справедлива оценка: 
 1,1

52, 2,Q QT T
u M u  . 

Тогда, используя неравенство (1.7) из [8, с. 75] и ограниченность вложения 

     1,1
2,0 2 / 2T Ts sW Q L Q  при 1s n  , имеем  

 
 

 1,11,1 1
5 62, , 2 / 2 , , 2,

s
Q s s s Q s QT T T

u M T u M u 
  

   .                                 (30) 

Приращение      J J J        функционала (5) представим в виде  

               

2

0 0 0

2 , ; , ,

T T T

J u x d x t u x t dt dx t u x t dt dx        

 

   
       

    
     .       (31) 

Из (27)–(29) следует, что справедливо равенство  

     
, 1 ''

, , ( , ) ,
n

t ij x xj i
i jQ ST T

u a u u dxdt K s y t u y t dy s t dsdt     
 

   
            
     

    

QT

u dxdt    .                                                               (32) 

В (23) положим η= Δu , полученное равенство вычтем из (32) и придем к равенству 

           
0 0

2 , ; ,

T T

QT

u x d x t u x t dt dx u u dxdt         



   
       

    
    .  

Подставляя это выражение в (31), получим  

 
QT

J u dxdt R      ,                                                      (33) 

где 

   

2

0

,

T

QT

R t u x t dt dx u dxdt  



       .                                          (34) 

Используя неравенство (1.8) из [8, с. 75], ограниченность вложения 

     1,1
2,0 2 / 1T Ts sW Q L Q и оценки (30), имеем 

   
   1,1 1,1

72 / 1 , 2 / 1 , , 2, 2, ,s s Q s s Q s Q Q Q sT T T T T
QT

u dxdt u M u     
  

     

     
21,1 1,1

8 2, 2, ,Q Q sT T
M u  


 .                                                   (35) 

Кроме того, используя неравенство Коши–Буняковского и оценки (30), имеем  

       
  

2
2

2 2 2 1,1 22
62, 0, 2, 2, 0, 2, ,

0

,

T

T Q T Q sT T
t u x t dt dx u M u   




     .                (36) 

Подставляя оценки (35), (36) в (34), получаем оценку 
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 
      2 1,1 1,1 1,1 22

6 82, 0, 2, 2, 2, ,T Q Q Q sT T T
R M u M u  


   .                               (37) 

Тогда из (33), (37) следует, что функционал  J υ  (5) дифференцируем и его градиент имеет вид 

(26). Теорема 2 доказана. 

С помощью формулы градиента (26) и теоремы 5 из [9, с. 28] можно установить необходимое 

условие оптимальности управления в задаче (1)–(3), (5), (6). 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и  υ =υ x V  – решение задачи (1)–(3), 

(5), (6), т. е. оптимальное управление. Тогда выполняется неравенство 

       
0

, ; , ; 0

T

u x t x t dt x x dx    



 
      

  
  ,  x V    .   
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VARIATIONAL FORMULATION OF AN INVERSE PROBLEM  
FOR A PARABOLIC EQUATION WITH INTEGRAL CONDITIONS 
 

R.K. Tagiev, Sh.I. Maharramli 
Baku State University, Baku, Republic of Azerbaijan 
E-mail: r.tagiyev@list.ru, semedli.shehla@gmail.com 

 

Coefficient inverse problems for partial differential equations can be posed as optimal control prob-

lems, i. e. in variation form. In such formulations, the sought-for coefficients of the state equations play 

the role of control functions, and the objective functionals are compiled on the basis of additional condi-

tions. The paper discusses a variational formulation of the inverse problem of determining the lower co-

efficient of a multidimensional parabolic equation with an integral boundary condition and an additional 

integral condition. In this case, the role of the control function is played by the lower coefficient of the 

parabolic equation and is an element of the space of Lebesgue integrable functions with a finite 

summability index. The solution to the boundary value problem for a parabolic equation, for each given 

control function, is defined as a generalized solution from the Sobolev space. The objective functional is 

based on an additional integral condition. The existence of a solution to the problem is proved and the 

necessary optimality condition is obtained. 

Keywords: parabolic equation; inverse problem; integral conditions; variational formulation. 
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ASYMPTOTIC SOLUTION OF THE PERTURBED FIRST BOUNDARY 
VALUE PROBLEM WITH A NON-SMOOTH COEFFICIENT 
 

D.A. Tursunov, M.O. Orozov 
Osh State University, Osh, Kyrgyz Republic 
E-mail: d osh@rambler.ru 
 

In this paper, we consider the first boundary value problem, that is the 

Dirichlet problem in a ring for a linear inhomogeneous second-order elliptic 

equation with two independent variables containing a small parameter in front of 

the Laplacian. The equation potential is not a smooth function in the field under 

study. There exists a unique solution of the first boundary value problem under 

consideration. It is impossible to construct an obvious solution of the first bound-

ary value problem. We are interested in the influence of the small parameter on 

the solution of the Dirichlet problem in the field under study when the small pa-

rameter tends to zero. That is why we need to construct an asymptotic solution of 

the first boundary value problem in a ring. The problem under consideration has 

two singularities (a bisingular problem): presence of a small parameter in front 

of the Laplacian, and solution of a relevant unperturbed equation is not a smooth 

function in the field under study. To construct an asymptotic solution, we use a 

modified method of boundary functions since it is impossible to use a classical 

method of boundary functions. To begin with, we construct a formal asymptotic 

solution as per the small parameter, and then we evaluate the remainder term of 

the asymptotic expansion. As a result, we have constructed complete uniform as-

ymptotic expansion of the first boundary value problem in a ring as per the small 

parameter. The constructed series of the solution of the first boundary value 

problem is asymptotic in the sense of Erdey. 

Keywords: Dirichlet problem for a ring; bisingular problem; asymptotics; La-

place operator; small parameter. 

 

Consider the partial differential equation of elliptic type 

( , , ) 1 ( , , ) ( , ), ( , )u u f D                ,                                 (1) 

with the inhomogeneous boundary conditions of the first kind  

1 2(1, , ) ( ), (a, , ) ( ), 0,2 ,u u [ ]                                                (2) 

where 0 <  is a small parameter, 
2

2 2 2

1 12

   

  
   

 
, fC


( D ), D = {(,)| 1 <  < a is a con-

stant, 0    2}, kC

[0, 2], k = 1, 2. 

Mathematical models of many natural phenomena are described using boundary value problems for 

partial differential equations [1–2]. 

According to the theory of partial differential equations, the solution to considered first boundary 

value problem (2) for differential equation of elliptic type (1) exists and is unique [3]. We are interested 

in the behavior of the solution, i. e. dependence of this solution on the small parameter , where   0. 

We consider the question about the part of the domain D  in which passage to the limit is performed.  

The considered first boundary value problem has two features (bisingularity) [2]. The first singulari-

ty is the fact that the solution to the limit equation ( = 0) cannot satisfy the boundary conditions, since 

the limit equation is not a differential equation. The second feature states that the solution to the limit 

equation is not a smooth function in the domain D : 

0( , ,0) ( , ) / 1.u f        

In order to show how this nonsmooth solution affects the asymptotic behavior of the solution to the 

Dirichlet problem, we consider the classical outer asymptotic expansion of the solution to the first 

boundary value problem: 
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0

( , , ) ( , )k
k

k

U u     




 ,   0.                                                  (3) 

Substitute series (3) into differential equation of elliptic type (1) and equate the coefficients at the 

same powers of , then we obtain: 

0 11 ( , ) ( , ), 1 ( , ) ( , ), k Nk ku f u u                . 

Here we determine all uk(,) as follows: 1
0

( , )( , )
( , ) , ( , ) , .

1 1

k
k

uf
u u k N

  
   

 


   

 
 

In the general case, all these functions uk(,) have increasing singularities of the form 

  (5 1) / 2

0( , ) 1 , 1, 0,1,2,...
k

ku O k N   
 

      

Therefore, asymptotic solution (3) can be represented as follows:  

   
5

0

1
, , ,

1 ( 1)

k

k

k

U F


    
 





 
 
   

 ,    0, 

where  , 0,1,2,...kF C D k   

Hence, series (3) is an asymptotic solution to the first boundary value problem only in the domain 

{(,)| 1+2/5
 <  < a, 0    2}, and does not satisfy the boundary condition 2( , , ) ( )u a      on 

the circle  = a, and solution (3) loses its asymptotic character in the domain {(, )| 1    1+2/5
, 

0    2}. 

Let us prove the following theorem.  

Theorem. The asymptotic solution to first boundary value problem (1) and (2) can be represented 

in the following form: 

     
0 0 0

1
( , , ) , , ,k k k

k k k

k k k

u v z t w          


  

  

     ,   0, 

where (a ) / ,t       ,  = ( – 1)/2
, 5  . 

The functions ( , ),z ( , ), ( , )k k kv t w      are specified below, in the proof of Theorem.  

Proof. First, construct a formal asymptotic solution to the first boundary value problem. As usual, 

we look for such a solution in the form [4–6] 

( , , ) ( , , ) (t, , ) W( , , )u V Z             ,                                      (4) 

where    
0

, , ,k
k

k

V v     




 ,    
0

, , ,k
k

k

Z t z t   




 , (a ) / ,t       , 

   
0

1
, , ,k

k

k

W w     






  ,  = ( – 1)/2
, 5  .  

Taking into account conditions (2), we obtain: 

W(0,, ) = 1() – V(1,,5
), : lim ( , ) 0, [0,2 ]kk w



   


   ;                        (5) 

Z(0,, ) = 2() – V(a,, 2
), : lim ( , ) 0, [0,2 ]k

t

k z t   


   .                        (6) 

We write differential equation of elliptic type (1) in the form [4–6] 

u(,,) – 1  u(,,) = f(,,) – h(,,) + h(,,),                           (7) 

where  
2 1,1 2 1,32 2 1

2
3

0

( , ) ( )
( , , ) ( , )

1 ( 1)

k kk k
k

k

h h
h h

  
      

 


 



  
    
     

 , h2k+1,1(,),h2k+1,3() are un-

known functions for the present. 

Substituting formal series (4) into differential equation of elliptic type (7), we have  

( , , ) 1 ( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , )V V f h D                     ,                         (8) 
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   
2 2

2 2 2 2 5
02 2

( ) 1 , , , , ,
W W W

c c W h D        
 

   
         

                   (9) 

 
2 2

2
12 2

( ) 1 1 0, , ,
1

Z Z Z t
c c a Z t D

t at


  



  
      

  
                       (10) 

where 
2

1 1
, 1

1
c c

a
  


, D0 = {(,)| 0 <  < (a – 1)/2

, 0 <   2}, D1 = {(t,)| 0 < t <(a –

 1)/, 0 <   2 }, 
1 1

, 1c c
a t a

  


, W = W(,,), Z = Z(t,,). 

From (8), taking into account that    
0

, , ,k
k

k

V v     




  and equating the coefficients at the 

same degrees of , we obtain: 

0
0

( , ) ( )
( , ) ,

1

f h
v

  
 




 


 

if h0() = f(1, ), then  0v C D . 

In this case,  0 0 0( , ) 1 ( , ),v v v C D          and 

 

2 2
0 0 0 0 0

0 03/ 2 2 2

1 1 1
1 1 1 .

1 2 14 1

v v v v v
v v   

    

    
                

 

Let us determine v1(,): 

0 1
1

( , ) ( , )
( , )

1

v h
v

   
 



 



, 

let 
0,0 0,1 0,0

1 3/ 2

( ) 3 ( ) 2 ( )
( , )

4 14( 1)

v v v
h

   
 

 


  


, where 0

0,0 0 0,1

(1, )
( ) (1, ), ( )

v
v v v


  




 


. 

Then 

0 1 0 0( , ) ( , ) 1 ( , ), (D)v h v v C            . 

Hence, 

0 1
1 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

1

v h
v v

   
   



 
 


. 

Continuing this process in a similar way, for v2k+1(,) we have: 

2 2 1
2 1

( , ) ( , )
( , )

1

k k
k

v h
v

   
 






 



, 

let 

2k,0 2 0,1 2 ,0
2 1 3/ 2

( ) 3 ( ) 2 ( )
( , )

4 14( 1)

k k
k

v v v
h

   
 

 



  


,  

where  

2
2 ,0 2 2 ,1

(1, )
( ) (1, ), ( ) k

k k k

v
v v v


  




 


, 

then 

2 2 1 2 2( , ) ( , ) 1 ( , ), (D)k k k kv h v v C       
     . 

Hence, we have: 

2 2 1
2 1 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

1

k k
k k

v h
v v

   
   






 
 


. 

And, for v2k(,), we have: 
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2 1 2
2

( , ) ( , )
( , )

1

k k
k

v h
v

   
 



 



, 

if h2k() = –v2k–1(1,), kN, then  2kv C D . 

Note that    2 1 2,k kv C D v C D
   . 

Let us determine the functions wk(,). Rewrite relation (9) as follows: 
2 2

2 1,3 2 1,12 2 4 10 2 4
22 2 3

0 0

( ) ( , )
( )

k kk kk k k
k k

k k

h hw w w
c c w h

  
       

   

 
 

 

    
              

  . 

Hence, taking into account (5), we have:  
2

0
0 0 02

w
lw w h




  


,  w0(0,) = 0, 0lim ( , ) 0w


 


 ,                                (11) 

lw1 = 0, w1(0,) = 1() – v0(1,), 1lim ( , ) 0w


 


 ,                                    (12) 

1,30
2

3

( )hw
lw c



 


  


, w2(0,) = 0, 2lim ( , ) 0w


 


 ,                                  (13) 

1
3

w
lw c




 


, w3(0,) = 0, 3lim ( , ) 0w


 


 ,                                           (14) 

2
1,12 02

4 2

( , )hww
lw c c

 

 


   

 
, w4(0,) = 0, 4lim ( , ) 0w


 


 ,                     (15) 

2
23 1

5 2

w w
lw c c

 

 
  

 
, w5(0,) = 0, 5lim ( , ) 0w


 


 ,                                 (16) 

2
24 2

6 2

w w
lw c c

 

 
  

 
, w6(0,) = –v1(1,), 6lim ( , ) 0w


 


 ,                         (17) 

2
2 42

2

j j
j

w w
lw c c

 

  
  

 
, wj(0,) = 0, lim ( , ) 0, 7,8,9jw j


 


  ,                   (18) 

2
25 1 5 3

5 1 2

k k
k

w w
lw c c

 

 


 
  

 
, w5k+1(0,) = –vk(1,), 5 1lim ( , ) 0kw


 


 ,              (19) 

2
210 2 10 4

10 22
( )k k

k k

w w
lw c c h 

 

  
   

 
, w10k(0,) = 0, 10lim ( , ) 0kw


 


 ,              (20) 

2
2 1,3210 10 2

10 2 2 3

( )kk k
k

hw w
lw c c



  




 
   

 
, w10k+2(0,) = 0, 10 2lim ( , ) 0kw


 


 ,        (21) 

2
2 1,1210 2 10

10 4 2

( , )kk k
k

hw w
lw c c

 

 




 
   

 
, w10k+4(0,) = 0, 10 4lim ( , ) 0kw


 


 .      (22) 

Let us prove the following statement. 

Lemma. The problem 

0''( ) ( ) , (0, ), 0,1,3, (0) , lim ( ) 0
k t

c
z t t z t t k z z z t

t 
       , 

has a unique solution (here с, z
0
 are constants). 

Proof. We know that the corresponding linear homogeneous differential equation of the second or-

der ''( ) ( ) 0z t t z t   has two independent solutions: 

   5/ 4 5/ 4
1 2 / 5 2 2 / 5( ) 4 /5 , ( ) 4 /5z t tI t z t tK t  , 

where 2/5 2/5( ), ( )I s K s  are the modified Bessel functions. 
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Solutions to the homogeneous equation have the following property: 

5/ 4 5/ 41 4 1 4

8 5 8 5
1 2 1 2 1 2 1

1

1
( ) , ( ) , , (0) 0, (0) 0, ( , ) , 0 const

t t

z t O t e z t O t e t z z W z z c
c

     
          
   
   

. 

The solution to the inhomogeneous equation with the corresponding boundary conditions can be 

represented as  

 
0

/ 2 / 22
1 2 1 1 20

2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0)

t k k

t

z z t
z t cc z t s z s ds z t s z s ds

z

     . 

The asymptotic behavior of the solutions 1( )z t  and 2 ( )z t  to the homogeneous equation implies that 

 ( 1) / 2( ) kz t O t  when t∞, and  2 / 2( ) , 0,1,3kz t O t k  , when t0. This completes the proof of 

Lemma. 

By virtue of Lemma, there exist unique solutions to boundary value problems (11)–(22). It follows 

from the properties of z1(t) and z2(t) that w10k(t) = O(1/t
1/2

), w10k+2(t) = O(1/t
2
), w10k+4(t) = O(1/t), t∞, 

and the remaining solutions wn(t) are exponentially small when t  ∞. 

Let us consider boundary value problem (10), (6). Since /( 1), 0 1t a      , then the follow-

ing decomposition takes place: 

1

1 1 1 1
1 1 1 ... 1 ( )

! 2 2 2

j

j

j
j

 




   
         

   
 . 

Therefore, homogeneous differential equation (10) can be written in the following form: 

 
2

0
0 12

1 0, , ,
z

a z t D
t




   


 z0(0, ) = 2()–v0(a,), 0lim (t, ) 0,
t

z 


  

 
2 2 2

0 0 1 1
0 1 12 2 2

1 , , ,...., , , , t , , ,k k k
k k k

z z z z z
a z G z z t D

t tt


 

 


     
         

 

and the boundary conditions can be represented as z2n(0,) = –vn(a,), z2n–1(0,) = 0, lim (t, ) 0k
t

z 


 ,  

where the functions 
2 2

0 0 1 1
0 12 2
, , ,...., , , , tk k

k k

z z z z
G z z

t t 

 


    
     

 depend linearly on the previous solu-

tions and on the derivatives of these solutions, i.e. on
2

1 1
1 2
, ,k k

k

z z
z

t 

 


 

 
 and on the variable t.  

These problems have unique solutions, which decrease exponentially when t  : 

 
4 1

0 2 0( , ) ( ) v ( , ) a tz t a e       , 
4 1( , ) ( , )a t

k kz t e P t   , 1( )kP C D . 

We have determined all terms of formal asymptotic solution (4). Let us estimate the remainder of 

this expansion. 

Let 2 1 4 2 10 6 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )n n n nu V Z t W R                    , where 

 2 1 , ,nV     
2 1

0

,
n

k
k

k

v  




  ,    
4 2

4 2

0

, , ,
n

k
n k

k

Z t z t   






  ,    
10 6

10 6

0

1
, , ,

n
k

n k

k

W w     








  ,  

R 2n+1(,,) is the remainder of the series. 

Then we obtain the following problem for the residual function R n(,,): 
2 2

2 1 2 1( , , ) 1 ( , , ) ( ), 0, ( , )n
n nR R O D           
       ,                (23) 

 1/ 2 2
2 1 2 1R (1, , ) , (a, , ) ( ), 0, 0,2m
n nO e R O [ ]        
     .                (24) 

It is impossible to apply the maximum principle directly, since 1 0    for 1    а. Therefore, 

first of all, we replace R 2n+1(,,) = (а–2
/2)r2n+1(,,). 

Then problem (23)–(24) takes the form: 
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 2 22 1
2 1 2 12 2

4 4
1 , ( , )

2 2

nn
n n

r
r r O D

a a

 
    

 


 

 
       

  
, 

 1/ 2 2
2 1 2 1(1, , ) , ( , , ) ( ), 0, [0,2 ]m
n nr O e r a O        
     . 

For this problem, the maximum principle [3] can be applied. As a result, we obtain an asymptotic 

estimation: 2 1
2 1( , , ) ( ), 0, ( , )m
nr O D      
    . 

Therefore, 2 1
2 1( , , ) ( ), 0, ( , )m
nR O D      
    . 

This completes the proof of Theorem. 
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ВОЗМУЩЕННОЙ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ 
ЗАДАЧИ С НЕГЛАДКИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 
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Рассматривается неоднородная первая краевая задача, т. е. задача Дирихле в кольце для ли-

нейного неоднородного эллиптического уравнения второго порядка с двумя независимыми пере-

менными, содержащего малый параметр перед лапласианом. Потенциал уравнения не является 

гладкой функцией в исследуемой области. Решение исследуемой первой краевой задачи сущест-

вует и единственно. Явное решение первой краевой задачи построить невозможно. Нас интересу-

ет влияние малого параметра на решение задачи Дирихле в рассматриваемой области, когда ма-

лый параметр стремится к нулю. Поэтому требуется построить асимптотическое решение первой 

краевой задачи в кольце. Исследуемая задача имеет две сингулярности (бисингулярная задача): 

присутствие малого параметра перед лапласианом и решение соответствующего невозмущенного 

уравнения не является гладкой функцией в рассматриваемой области. Для построения асимпто-
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тического решения применяем модифицированный метод пограничных функций, так как класси-

ческий метод пограничных функций применить невозможно. Для начала строим формальное 

асимптотическое решение по малому параметру, а потом оцениваем остаточный член асимптоти-

ческого разложения. В результате нами построено полное равномерное асимптотическое разло-

жение решения первой краевой задачи в кольце по малому параметру. Построенный ряд решения 

первой краевой задачи является асимптотическим в смысле Эрдей. 

Ключевые слова: задача Дирихле для кольца; бисингулярная задача; асимптотика; оператор 

Лапласа; малый параметр. 

 

Литература 

1. Gie, Gung-Min Recent progresses in boundary layer theory / Gung-Min Gie, Chang-Yeol Jung, 

R. Temam // Discrete & Continuous Dynamical Systems - A. – 2014. – Vol. 36, no. 5. – P. 2521–2583. 

2. Ильин, А.М. Асимптотические методы в анализе / А.М. Ильин, А.Р. Данилин. – М.: Физ-

матлит, 2009. – 248 с. 

3. Гилбарг, Д. Эллиптические дифференциальные уравнения с частными производными вто-

рого порядка / Д. Гилбарг, Н. Трудингер. – М.: Наука, 1989. – 463 с. 

4. Турсунов, Д.А. Асимптотическое разложение решения задачи Дирихле для кольца с осо-

бенностью на границе / Д.А. Турсунов, У.З. Эркебаев // Вестник Томского государственного уни-

верситета. – 2016. – Т. 1(39). – С. 42–52. 

5. Tursunov, D.A. Asymptotic expansions of solutions to Dirichlet problem for elliptic equation 

with singularities / D.A. Tursunov, U.Z. Erkebaev // Ufa Mathematical Journal. – 2015. – Vol. 8, no. 1. – 

P. 97–107.  

6. Турсунов, Д.А. Обобщенный метод погранфункций для бисингулярных задач в круге / 

Д.А. Турсунов // Тр. ИММ УрО РАН. – 2017. – Т. 23, № 2. – С. 239–249. 
Поступила в редакцию 8 ноября 2019 г. 

 

 



Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2020, vol. 12, no. 3, pp. 48–55 

48 

Механика 
 
УДК 532.593+536.715 DOI: 10.14529/mmph200307 

 

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ПОЛИМЕРНОГО КОМПОЗИТА, 
АРМИРОВАННОГО S2 СТЕКЛОВОЛОКНОМ  
 
Ю.М. Ковалев 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: yum_kov@mail.ru 

 
Представлены результаты построения полуэмпирического уравнения 

состояния полимерного композита, армированного S2 стекловолокном. 

Уравнение состояния включает в себя тепловую и холодную составляющие. 

Для описания холодной составляющей уравнения состояния было проведе-

но обоснование выбора формы (m и n) потенциала межмолекулярного 

взаимодействия, адекватно описывающего структуру взаимодействий в 

компонентах композиционного материала. Для описания тепловой состав-

ляющей данного уравнения состояния свободная энергия Гельмгольца оп-

ределялась в приближении Дебая. При построении уравнения состояния 

было показано, что уравнение состояния полимерного композита, армиро-

ванного S2 стекловолокном, может быть представлено в форме Ми–

Грюнайзена. Предложен вид зависимости коэффициента Грюнайзена от 

объема и подход к определению коэффициента Грюнайзена при начальных 

условиях проведения эксперимента по ударно-волновому воздействию на 

композиционный материал. Построены экспериментальные и расчетные 

ударные адиабаты полимерного композита, армированного S2 стеклово-

локном. Равенство первой и второй производных экспериментальной и тео-

ретической ударных адиабат в точке, определяющей начальное состояние 

композитного материала, позволило определить коэффициенты, входящие 

структуру (m и n) потенциала межмолекулярного взаимодействия компо-

нентов композиционного материала. Сравнение давлений, рассчитанных по 

определенному в работе уравнению состояния полимерного композита, ар-

мированного S2 стекловолокном, с экспериментальной ударной адиабатой 

показало, что они совпадают с расхождением менее 1 %. 

Ключевые слова: уравнение состояния; энергия Гельмгольца; приближение 

Дебая; коэффициент Грюнайзена; уравнение Ми–Грюнайзена. 

 
Введение 

Изучение поведения разнородных материалов в условиях динамической загрузки имеет жиз-

ненно-важное значение для многих областей применения композитов. Сложность построения 

уравнений состояния таких материалов заключается в том, что компоненты, входящие в состав 

композита, имеют разные механические и термодинамические свойства. Понимание реакции 

композитных материалов на ударно-волновые нагрузки имеет важное практическое значение в 

ситуациях, связанных со смягчением удара и взрыва, а также оптимизацией конструкций соору-

жений, имеющих дело  с потенциальной опасностью динамического нагружения. В настоящее 

время множество различных материалов, начиная  от металла, керамики и полимеров, как в мо-

нолитных, так и в композитных формах, используются для достижения поставленных целей. 

Наибольшее распространение получили стекловолоконные [1] и углерод–углеродные компози-

ционные материалы [2].  

В литературе имеется большой объем экспериментальных данных о распространении удар-

ных волн в гетерогенных и композитных материалах [3–8]. Применение полимерных композитов, 

армированных S2 стекловолокном [9], в качестве важного компонента в системах, связанных со 

смягчением ударно-волновых нагрузок, требует углубленного и детального изучения поведения 

композиционного материала в широком диапазоне напряженных состояний. Для таких систем 

рассеяние, дисперсия и ослабление ударных волн играют решающую роль при определении тер-
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момеханической реакции среды. В частности, нелинейное поведение полимерного композицион-

ного материала, армированного S2 стекловолокном (GRP), можно отнести к сложной структуре 

материала, развитию многочисленных повреждений в виде обширного расслоения, сдвига волок-

на, разрушения волокна при растяжении, большого отклонения волокна, микроразрушения во-

локна и локального напряжения волокна.  

Несмотря на большой объем экспериментального материала, многие особенности ударно- 

волнового нагружения композиционных материалов могут быть исследованы только с помощью 

математического моделирования. Для быстропротекающих процессов математическое моделиро-

вание очень часто оказывается единственным надежным источником получения достоверной 

информации. Для замыкания математических моделей актуальной остается проблема получения 

точных уравнений состояния [9].  

Целью настоящей работы является разработка подхода к построению уравнения состояния 

S2 стеклопластиковых армированных полимерных композитов для описания экспериментов по 

ударно-волновому воздействию, представленных в работе [9], до уровней давления во фронте 

ударной волны 4,5 ГПа. 

 

Уравнения состояния полимерного композита, армированного S2 стекловолокном  
В зависимости от набора экспериментальных данных построение полуэмпирического урав-

нения состояния связующего [10–13] и минералов [13–18] начинается с выбора термодинамиче-

ского потенциала. В данной работе таким термодинамическим потенциалом является свободная 

энергия Гельмгольца ( , )F V T , которая наиболее простым и естественным образом связана  с мо-

делью строения вещества [10–13] и автоматически разбивается на тепловую и «холодную» со-

ставляющие:  

0 ln(1 exp( )),V

h
F U E kT

kT






      0

1

2
VE h 



  .           (1) 

Здесь U , T , h , k ,  , 0VE  – энергия межчастичного взаимодействия между атомами композит-

ного материала, температура тела, постоянная Планка, постоянная Больцмана, частоты нормаль-

ных колебаний, энергия нулевых колебаний соответственно. В формуле (1) суммирование произ-

водится по всем частотам нормальных колебаний молекул, входящих в структуру композитного 

материала. Определив выражение для функции свободной энергии Гельмгольца ( , )F V T , путем 

дифференцирования по объему и температуре данного термодинамического потенциала находят-

ся все выражения для определения как измеряемых (давление), так и вычисляемых термодина-

мических характеристик (внутренняя энергия, энтропия) [19]. 

Не ограничивая общности, применим подход Дебая и перепишем колебательную часть сво-

бодной энергии Гельмгольца ( , )F V T  свободной энергии в выражение (1) следующим образом: 

3

0

0

3 ln(1 exp( ))

D

T

V
D

T
F U E NRT d



  


 
     

 
 ,                     (2) 

здесь R , N , D  – универсальная газовая постоянная, поделенная на эффективную молекуляр-

ную массу композитного вещества  , число атомов, характеристическая температура Дебая. 

Интегрируя по частям третье слагаемое в выражении для свободной энергии  ,F V T , опре-

деленное равенством (2), а также вводя функцию Дебая  D x  [20]  

 
3

3
0

3
( )

exp 1

x
d

D x
x







 , 

получим следующее выражение для свободной энергии Гельмгольца: 

 0

( )
3 ln 1 exp( )

3

D
V D

D x
F U E NRT x

 
      

 
,       (3) 

где /D Dx T . 
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Выражение для свободной энергии  ,F V T  (3), позволяет определить давление P  и энтро-

пию S  путем дифференцирования свободной энергии Гельмгольца по объему и температуре со-

ответственно 

 
 

 
0

ln 1
3

ln

DV
D

T

ddEUF
P NRTD x

V V dV d V V

 
      

  
         (4) 

 
( )

3 ln 1 exp( ) 3 ( )
3

D
D D

D x
S NR x NMRD x

  
       

  
.          (5) 

При выводе формулы  5  было использовано свойство функции Дебая 

 
( ) ( )

exp 1 3

x x
D x D x

x
 


, 

где штрих обозначает дифференцирование по характеристической температуре x . 

Уравнения (3) и (5) позволяют определить выражения для энергии E  и теплоемкости при 

постоянном объеме VC : 

0 3 ( )V DE F TS U E NRTD x     ,          (6) 

3
3 4 ( )

exp( ) 1

D
V D

D

x
C NR D x

x

 
  

 
.         (7) 

Вводя в рассмотрение коэффициент Грюнайзена по формуле 

 
 

 

ln

ln

D
D

d
V

d V


   , 

выражение (4) можно записать в виде 

   0
3 D DV
NRT V D xdEU

P
V dV V


   


.          (8) 

Исходя из определения энергии нулевых колебаний и учитывая разделение частот, получаем 

выражения для функций 0VE  и 0VdE

dV
: 

 0

1 9

2 8
V DE h NR V



   ; 
   0 9

8

D DV
NR V VdE

dV V

 
  .           (9) 

Дифференцируя выражение (3) по объему V c учетом равенства (9), получим выражение для 

давления P: 

 
  

3
,

D
D X

NRT V
P D x P

V


   

9
( ) / ,

8
X D D

U
P NRT V x V

V



  


   (10) 

где второе выражение (10) определяет холодную составляющую давления композитного мате-

риала.  

Объединяя давление нулевых колебаний с тепловой частью давления, преобразуем первое 

равенство (10) к следующему виду 

3
3 ( ) ( ( ) )

8
D D D CP NRT V D x x P     C

U
P

V


 


.   (11) 

Подставляя выражение для энергии нулевых колебаний в равенство (6), получим следующее 

выражение для определения внутренней энергии 

 
9

3 ( )
8

D DE U NR V NRTD x   . 

Объединяя второй и третий члены правой части последнего уравнения, получим выражение для 

определения внутренней энергии 

3
3 ( ( ) )

8
D DE U NRT D x x   .                 (12) 
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Выражая второй член правой части уравнения (12) через внутреннюю энергию E и энергию 

меж частичного взаимодействия U и подставляя полученное равенство в уравнение (11), получим 

уравнение состояния в форме Ми–Грюнайзена  

( ) ( )C DP P V E U                    (13) 

Для полимерного композиционного материала, армированного S2 стекловолокном, в работе 

[8] на основании экспериментальных данных была получена зависимость скорости ударной вол-

ны D от массовой скорости полимерного композиционного материала, армированного S2 стекло-

волокном, за ударной волной u: 

3,228 0,996 ,D a bu u                      (14) 

где a и b – постоянные значения, определенные из экспериментов по ударно- волновому нагру-

жению полимерного композиционного материала, армированного S2 стекловолокном. Выраже-

ние для скорости ударной волны (14) позволяет построить ударную адиабату полимерного ком-

позиционного материала, армированного S2 стекловолокном в виде: 
2 2

0 (1 ) /(1 (1 )) ,P a x b x                        (15) 

где 0 /x   . Для уравнения Ми–Грюнайзена (13) построим ударную адиабату (адиабату Рен-

кина–Гюгонио). Соотношение, связывающее внутреннюю энергию и давление за фронтом силь-

ной ударной волны, имеет следующий вид 

0 0( ),
2

P
E E V V    

где E,P,V – значения внутренней энергии, давления и удельного объема за фронтом ударной вол-

ны соответственно, 0 0,E V  значения внутренней энергии и удельного объема до фронта ударной 

волны.  

Выражая внутреннюю энергию E из уравнения (13) и подставляя в последнее уравнение, по-

лучим уравнение для адиабаты Ренкина–Гюгонио 

0 0( ( ) ( )) /(1 0,5 ( ) ( ))C D DP P V E U V V V        .     (16) 

Выражение для коэффициента Грюнайзена в дальнейшем было принято в виде, полученном 

в работе [21, 22] 

0 0( ) ( / ),D V             (17) 

где 0  – значение коэффициента Грюнайзена при начальной плотности 0  равной 1,959 г/см
3
 [8]. 

Для определения начального значения коэффициента Грюнайзена 0  рассмотрим предельный 

случай, когда давление P стремится к бесконечности, и определим предельные значения плотно-

сти   или удельного объема V . Из уравнения (15) следует, что давление стремится к бесконеч-

ности, когда знаменатель равен нулю. Таким образом, из равенства 

1 (1 ) 0,b x    

следует, что 

( 1) / .x b b                   (18) 

Из уравнения Ренкина–Гюгонио (16) можно определить начальное значения коэффициента Грю-

найзена при условии стремления давления к бесконечности в точке .x
 
Из равенства нулю зна-

менателя в уравнении (16) 

01 0,5 (1 ) 0,x     

получаем, что начальное значение коэффициента Грюнайзена связано с параметром b экспери-

ментальной ударной адиабаты следующим образом: 

0 2 .b             (19) 

Таким образом, уравнение Ренкина–Гюгонио можно представить в следующем виде: 

0 0( 2 ( )) /(1 (1 ))CP P b E U b x     .                  (20) 

Сравнение выражений для описания холодной составляющей давления и внутренней энер-

гии, полученных в работе [23], с уравнением Винета [24], показало [23], что эти составляющие 

могут быть представлены следующим образом: 

 2 ( 1) ( 1)
0 03 ,m n

CP C x x                       (21) 
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2
0

1 1
3 ,m nU C x x

m n

  
  

 
           (22) 

где 0C  – объемная скорость звука, равная 2,6 км/с [8]. Из равенства нулю при x = 1 эксперимен-

тальных (15) и расчетных (20) значений давления на ударной адиабате следует, что 

2
0 0 0

1 1
3E U C

m n

 
   

 
.          (23) 

Для определения значений m и n, потребуем равенства первой и второй производных по x на 

экспериментальной (15) и расчетной (20) ударных адиабатах в точке x = 1. Получим систему из 

двух уравнений 

ex calc CP P P

x x x

  
 

  
       (24) 

2 2

2 2 2
,ex calc CP P P

x x x

  
 

  
         (25) 

где exP  и calcP  определяются из уравнений (15) и (20) соответственно. 

Подставляя в уравнения (24) и (25) выражения для соответствующих производных давления 

на ударных адиабатах, определенных равенствами (15) и (20) по x, получим следующую систему 

уравнений для нахождения параметров m и n: 
2 2

0/(3 ) ,a C m n                   (26) 

2 2
0(4 ) /(3 ) ( 1)( 2) ( 1)( 2).a b C m m n n                (27) 

В результате решения системы уравнений (26) и (27) были получены следующие значения:  

m = 0,7567, n = 0,2429. В таблице приведены значения давлений на экспериментальной [8] и рас-

четной ударной адиабате (20). 

 
Сравнение экспериментальных и рассчитанных значений давления  

  x  exP , ГПа calcP , ГПа 

0,01 0,99 0,2083 0,2083 

0,02 0,98 0,4250 0,4252 

0,03 0,97 0,6507 0,6512 

0,04 0,96 0,8857 0,8869 

0,05 0,95 1,1304 1,1377 

0,06 0,94 1,3854 1,3895 

0,07 0,93 1,6511 1,6576 

0,08 0,92 1,9280 1,9380 

0,09 0,91 2,2168 2,2312 

0,10 0,90 2,5179 2,5387 

0,11 0,89 2,8319 2,8580 

0,15 0,85 4,2320 4,2588 

Приведенные в таблице данные показывают, что расхождение экспериментальных и расчет-

ных значений давления на ударных адиабатах менее 1 %. 

 

Выводы 

1. Предложенный в данной работе подход позволил получить уравнение состояния, позво-

ляющее с высокой точностью воспроизводить экспериментальные данные по ударно-волновому 

нагружению полимерного композиционного материала, армированного S2 стекловолокном.  

2. Преставление уравнения состояния в форме Ми–Грюнайзена позволяет применять данную 

методику и к другим композитным материалам, для которых известны экспериментальные удар-

ные адиабаты и объемная скорость звука при нормальных условиях.  
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This article presents the results of building a semi-empirical equation of state for S2 glass-fiber rein-

forced polymer composite. The equation of state includes the heat and cold elements. To describe the 

cold element of the equation of state, the substantiation has been performed for the choice of the form 

(m and n) of the intermolecular potential adequately describing the structure of interactions in the com-

posite material’s components. To describe the heat element of this equation of state, the Helmholtz free 

energy has been determined with the Debye approximation. When building the equation of state, it has 

been shown that the equation of state for S2 glass-fiber reinforced polymer composite can be presented 

in the form of a Mie–Grüneisen equation. A type of dependency has been suggested between the 

Grüneisen coefficient and the volume, as well as an approach to determining the Grüneisen coefficient at 

the initial conditions of holding an experiment on the shock-wave exposure of the composite material. 

Experimental and calculated shock adiabats have been built for the for S2 glass-fiber reinforced polymer 

composite. The equality of the first and second derivatives of the experimental and theoretical shock 

adiabats in the point determining the initial state of the composite material has allowed to determine the 

coefficients being part of the structure (m and n) of the intermolecular potential of the composite materi-

al’s components. The comparing of the pressures calculated as per the work-determined equation of 

state for S2 glass-fiber reinforced polymer composite, with an experimental shock adiabat, has shown 

that those correspond with a difference of less than 1 %. 

Keywords: equation of state; Helmholtz energy; Debye approximation; Grüneisen coefficient; Mie–

Grüneisen equation. 

 

References 

1. Neubrand, A., Rodel J. Gradient materials: an overview of a novel concept. Zeitschrift für 

Metallkunde, 1997, Vol. 88, no. 5, pp. 358–371. 

2. Bulygin M.G., Kostin G.F., Tikhonov N.N., Dementyev О.N., Kovalev Yu. М., Yagafarov Sh. 

Sh. Structural Inhomogeneities Influence of Carbon-Carbon Composite Materials for Hypersonic Heat 

Shield of Aircraft on the Spreads in Ablating Forms. Konstrukcii iz kompozicionnyh materialov (Com-

posite materials constructions), 2004, no. 3, pp. 3–15. (in Russ.). 

3. Barker L.M. A Model for Stress Wave Propagation in Composite Materials. J. Composite Mate-

rials, 1971, Vol. 5, Iss. 2, pp. 140–162. DOI: 10.1177/002199837100500202 

4. Holmes B.S., Tsou F.K. steady shock waves in composite materials. J. Appl Phys., 1972, Vol. 43, 

Iss. 3, P. 957–961. DOI: 10.1063/1.1661314 

5.  Lundergan C.D.,  Drumheller D.S. Propagation of Stress Waves in a Laminated Plate Compo-

site. Journal of Applied Physics, 1971, Vol. 42, Iss. 2, pp. 669–675. DOI: 10.1063/1.1660078 



Ковалев Ю.М. Уравнение состояния полимерного композита, 
 армированного s2 стекловолокном 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2020, том 12, № 3, С. 48–55 

55 

6. Munson D.E., Boade R.R., Schuler K.W. Stress-wave propagation in Al2O3–epoxy mixtures. J. 

Appl. Phys., 1978, Vol. 49, Iss. 9, P. 4797–4807. DOI: 10.1063/1.325562 

7. Munson D.E., Schuler K.W. Steady wave analysis of wave propagation in laminates and mechan-

ical mixtures. Journal of Composite Materials, 1971, Vol. 5, Iss. 3, P. 286–304. 

DOI: 10.1177/002199837100500301 

8. Oved Y., Luttwak G.E., Rosenberg Z. Shock wave propagation in layered composites. J. Com-

pos. Mater., 1978, Vol. 12, Iss. 1, P. 84–96. DOI: 10.1177/002199837801200107 

9. Tsai L., Yuan F., Prakash V., Dandekar D.P. Shock compression behavior of a S2-glass fiber re-

inforced polymer Composite. J. Appl. Phys., 2009, Vol. 105, Iss. 9, pp. 093526-1–093526-11. 

DOI: 10.1063/1.3124622 

10. Kitaygorodskiy A.I. Molekulyarnye kristally (Molecular crystals). Moscow, Nauka Publ., 1971, 

424 p. (in Russ.). 

11. Bushman A.V., Fortov V.E. Model equations of state. Sov. Phys. Usp., 1983, Vol. 26, no. 6, 

pp. 465–496. DOI: 10.1070/PU1983v026n06ABEH004419 

12. Zharkov V.N., Kalinin V.A. Uravneniya sostoyaniya pri vysokikh temperaturakh i davleniyakh 

(Equations of state at high temperatures and pressures). Moscow, Nauka Publ., 1968, 311 p. 

13. Olinger B., Halleck P.M., Cady H.H. The isothermal linear and volume compression of 

pentaerythritol tetranitrate (PETN) to 10 GPa (100 kbar) and the calculated shock compression. J. Chem. 

Phys., 1975, Vol. 62, Iss. 11, pp. 4480– 4483. DOI: 10.1063/1.430355 

14. Dorogokupets P.I., Sokolova T.S., Danilov B.S., Litasov K.D. Near-Absolute Equations of State 

of Diamond, Ag, Al, Au, Cu, Mo, Nb, Pt, Ta, AND W FOR Quasi-Hydrostatic Conditions. Geodynam-

ics & Tectonophysics, 2012, Vol. 3, no. 2, pp. 129–166. DOI: 10.5800/GT-2012-3-2-0067 

15. Dorogokupets P.I., Dymshits A.M., Sokolova T.S., Danilov B.S., Litasov K.D. The Equations 

of State of Forsterite, Wadsleyite, Ringwoodite, Akimotoite, MgSiO3–Perovskite, and Postperovskite 

and Phase Diagram For The Mg2SiO4 System at Pressures of up to 130 GPa. Russian Geology and Geo-

physics, 2015, Vol. 56, Iss. 1–2, pp. 172–189. DOI: 10.1016/j.rgg.2015.01.011 

16. Dorogokupets P.I., Oganov A.R. Intrinsic Anharmonicity in Equations of State of Solids and 

Minerals. Doklady Earth Sciences, 2004, Vol. 395, no. 2, pp. 238–241. 

17. Dorogokupets, P.I. Thermodynamic functions at zero pressure and their relation to equations of 

state of minerals. American Mineralogist, 2000, Vol. 85, no. 2, pp. 329–337. DOI: 10.2138/am-2000-2-

311 

18. Dorogokupets P.I., Karpov I.K., Lashkevich V.V. Termicheskoe uravnenie sostoyaniya 

mineralov (Thermal equation of state for minerals). Zapiski Vsesoyuznogo mineralogicheskogo 

obshchestva, 1988, no. 3, pp. 334–344. (in Russ.). 

19. Bazarov I.P. Termodinamika (Thermodynamics). Moscow, Vysshaya shkola Publ., 1991, 375 p. 

(in Russ.). 

20. Landau L.D., Lifshits E.M. Statisticheskaya fizika. Ch. I (Statistical Physics. Part I). Moscow, 

Nauka Publ., 1976, 584 p. 

21. Kovalev Yu. M. Determination of Form of the Gruneisen Coefficient for Molecular Crystals. 

Doklady Akademii nauk, 2005, Vol. 403, no. 4, pp. 475–477. (in Russ.). 

22. Kovalev Yu.M. Gruneisen Function for Solid Explosives. VANT. Ser.: Mat. Mod. Fiz. Proc., 

2005, no. 2, pp. 55–59. (in Russ.). 

23. Kovalev Y.M. Determination of the Temperature Dependence of the Isobaric Volumetric Ex-

pansion Coefficient for Certain Molecular Crystals of Nitro Compounds. Journal of Engineering Phys-

ics and Thermophysics, 2018, Vol. 91, no. 6, pp. 1573–1582. DOI: 10.1007/s10891-018-1895-8 

24. Vinet P., Smith J.R., Ferrante J., Rose J.H. A Universal Equation of State for Solids. Journal of 

Physics C: Solid State Physics, Vol. 19, no. 20, L467–L473. DOI: 10.1088/0022-3719/19/20/001 
Received June 1, 2020 

 



Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2020, vol. 12, no. 3, pp. 56–58 

56 

Персоналии 
 

АХМАДЖОН КУШАКОВИЧ УРИНОВ. К 70-ЛЕТИЮ СО ДНЯ 
РОЖДЕНИЯ 
 

19 января 2020 года исполнилось 70 лет со дня рождения из-

вестному учёному-математику, доктору физико-математических 

наук, профессору, заслуженному профессору Ферганского государ-

ственного университета Ахмаджону Кушаковичу Уринову. 

Научная школа в Узбекистане по вырождающимся дифферен-

циальным уравнениям и дифференциальным уравнениям смешан-

ного и смешанно-составного типов связана с именами двух акаде-

миков АН Узбекистана М.С. Салахитдинова и Т.Дж. Джураева. Они 

были учениками выдающегося математика двадцатого века, члена-

корреспондента АН СССР А.В. Бицадзе. Академики М.С. Салахит-

динов и Т.Дж. Джураев в Узбекистане подготовили целую плеяду 

первоклассных ученых математиков. Одним из первых и ярких 

представителей этой математической школы является Ахмаджон 

Кушакович Уринов. 

А.К. Уринов родился 19 января 1950 года в сельской местности 

«Туда», в Риштанском районе Ферганской области в обычной семье 

сельских тружеников. Его детство прошло, как и у многих других обычных деревенских детей 

того времени. Учился в обычной сельской школе, где особенно в старших классах он проявлял 

особый интерес к математическим дисциплинам. Ему также легко поддавались уроки физики и 

химии. В 1966 году он успешно заканчивает среднюю общеобразовательную школу и поступает 

без колебания на математический факультет Ферганского государственного педагогического ин-

ститута (ныне Ферганский государственный университет). Математика для него была волшеб-

ным миром, куда ему захотелось войти и остаться там навсегда. В те времена студенты два раза в 

год мобилизовались к сельскохозяйственным работам. Несмотря на это, Ахмаджон Кушакович 

находит в себе силы и дополнительное время для того, чтобы хорошо освоить учебную програм-

му по всем разделам математики. В 1970 году успешно заканчивает институт. Заметив у него 

способность к математике и склонность к научной работе, профессор Дж.Х. Каримов, профессор 

К.Б. Бойкузиев и доцент Т. Абдурахмонов предложили молодому выпускнику остаться на фа-

культете и работать преподавателем на одной из существующих тогда математических кафедр. 

В 1978 году А.К. Уринов с благородной целью заниматься научной работой отправляется в 

Ташкент на научную стажировку в отдел дифференциальных уравнений института математики 

имени В.И. Романовского АН Уз.ССР. В течение двух лет он освоил азы теории дифференциаль-

ных уравнений смешанного типа. В 1980 году его научный руководитель академик М.С. Салахит-

динов предложит ему остаться в аспирантуре при данном научно-исследовательском институте. 

В 1984 году Ахмаджон Кушакович возвращается на работу в Фергану в родной институт уже с 

дипломом кандидата физико-математических наук. Работу начал с должности старшего препо-

давателя кафедры математического анализа. С этого времени и поныне он не менял место работы.  

В 1990 году Ферганский государственный педагогический институт преобразовался в Фер-

ганский государственный университет (ФерГУ). ФерГУ тогда являлся четвертым университетом 

в Советском Узбекистане. В 1993 году Ахмаджон Кушакович Уринов успешно защищает док-

торскую диссертацию и получает соответствующую ученую степень. В Фергане до 2019 года он 

был и оставался единственным доктором наук по научной специальности 01.01.02 – дифферен-

циальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление, пока его ученик 

Ш.Т. Каримов не защитил диссертацию на соискание ученой степени доктора физико-

математических наук.  

В 1993 году А.К. Уринов выступает инициатором создания кафедры дифференциальных 

уравнений в ФерГУ (ныне кафедра математического анализа и дифференциальных уравнений). 

До 1997 года он возглавлял эту кафедру. Но, Ахмаджан Кушакович не покинул эту кафедру. Он и 

по настоящее время работает профессором этой кафедры математического анализа и дифферен-
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циальных уравнений. Несмотря на большую научную карьеру, он стремительно продвигается и 

по административной лестнице. В 1997–1999 годах А.К. Уринов проработал проректором по 

учебной деятельности ФерГУ, а в 1999–2004 годах проявил свои организаторские качества на 

должности ректора ФерГУ. Во время пребывания на посту ректора ФерГУ А.К. Уринов внес зна-

чительный вклад в развитие науки, укрепление его кадрового потенциала, материально-

технической базы университета и стремился придать кампусу университета современный облик, 

соответствующий международным стандартам.  

А.К. Уринов заслуженно пользуется огромным признанием среди математиков как автор 

глубоких фундаментальных исследований в области теории краевых и спектральных задач для 

дифференциальных уравнений в частных производных. В настоящее время подготовка научных 

кадров в Фергане и все научные достижения по теории дифференциальных уравнений города 

связаны с его именем. 

На формирование молодого А.К. Уринова как ученого повлиял его научный руководитель 

академик АН Узб. ССР М.С. Салахитдинов. В аспирантские годы он исследовал ряд новых крае-

вых задач для уравнений смешанного типа с негладкой линией вырождения. Результаты этих ис-

следований стали основой его кандидатской диссертации. Ахмаджан Кушакович в 1983 году ус-

пешно защитил кандидатскую диссертацию в институте математики имени В.И. Романовского в 

Ташкенте. 

Стержневым направлением исследований А.К. Уринова стало введение новых операторов 

специального типа, содержащих функцию Бесселя в ядре. Он изучил качественные свойства этих 

операторов и их композиций с операторами интегро-дифференцирования дробного порядка. Эти 

результаты были применены при исследовании нелокальных краевых задач для уравнений сме-

шанного типа. Следует отметить, что такие операторы специального типа позволили изучить но-

вый вид нелокальных краевых задач для дифференциальных уравнений в частных производных 

со спектральным параметром. 

Наряду с изучением дифференциальных уравнений в частных производных смешанного типа 

в односвязных областях А.К. Уринов исследовал краевые задачи для этих уравнений и в двусвяз-

ных областях. В этих областях им были поставлены и исследованы новые нелокальные краевые 

задачи. Его работы по нелокальным краевым задачам для линейных уравнений смешанного эл-

липтико-гиперболичпеского типа со спектральным параметром содержат глубокий математиче-

ский смысл. Были найдены новые методы доказательства единственности решения внутренней 

краевой задачи со смещением, однозначной разрешимости нелокальных граничных задач в дву-

связной области и определения отсутствия дискретных спектров в конкретных секторах плоско-

сти спектрального параметра. Результаты этих исследований составили содержание его доктор-

ской диссертации, которая блестящее была защищена им в 1993 году в том же институте матема-

тики имени В.И. Романовского, где ранее он защитил кандидатскую диссертацию. 

В последующем А.К. Уриновым были развиты постановка и исследование новых спектральных 

задач для дифференциальных уравнений смешанного эллиптико-гиперболического типа с осо-

бенностями в коэффициентах, найдены собственные значения и собственные функции этих за-

дач, изучена полнота систем собственных функций, получены весомые результаты по исследова-

нию дифференциальных уравнений с вырождением типа и порядка, а также вырождающихся диф-

ференциальных уравнений второго рода. В частности, полученная им формула общего решения для 

одного класса вырождающегося дифференциального уравнения второго рода с успехом применяет-

ся в работе других математиков при постановке и исследовании новых начальных и краевых задач. 

В последние годы Ахмаджоном Кушаковичем разрабатывается еще одно направление, за-

ключающееся в исследовании уравнений Эйлера–Пуассона–Дарбу и их обобщений. Полученные 

им результаты по этому направлению применяются при постановке и исследовании локальных и 

нелокальных краевых задач для вырождающихся уравнений и уравнений смешанного эллиптико-

гиперболического и параболо-гиперболического типов с сингулярными коэффициентами. Среди 

математиков вызвали большой интерес его исследования по изучению задач типа Франкля для 

таких уравнений с негладкой линией вырождения.  

В исследовательской деятельности А.К. Уринова особое место занимает исследование нело-

кальных задач с интегральным условием для обыкновенных дифференциальных уравнений и 

уравнений в частных производных смешанного параболо-гиперболического и эллиптико-
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параболического типов. Им поставлены и разработаны методы исследования ряд новых задач с 

интегральным условием в непрямоугольных областях. Для дифференциальных уравнений эллип-

тического типа с сингулярными коэффициентами второго порядка и со спектральным парамет-

ром найдены фундаментальные решения в виде гипергеометрических рядов. 

Большой интерес представляют исследования Ахмаджона Кушаковича и его учеников по по-

становке и исследованию локальных и нелокальных задач для линейных дифференциальных 

уравнений с сингулярными коэффициентами эллиптического и смешанного типов в призматиче-

ских, цилиндрических областях и частях шара, а также по применению теории операторов пре-

образования и операторов интегро-дифференцирования дробного порядка, в частности обобщён-

ного оператора Эрдейи–Кобера, к решению начальных и граничных задач для дифференциаль-

ных уравнений в частных производных высшего порядка с оператором Бесселя.  

Наш рассказ о научной работе А.К. Уринова мы подытожим тем, что он является автором 

более 300 научных и научно-методических работ, опубликованных в национальных и междуна-

родных научных журналах. Свои научные результаты он оформил в виде 6 монографий и их из-

давал в авторитетных издательствах Ташкента. Резюмируя свой полувековой научно-

педагогический опыт, А.К. Уринов написал свыше 20 учебно-методических пособий и 10 учеб-

ных пособий для студентов механико-математических факультетов университетов. Ахмаджан 

Кушакович является организатором науки и наставником молодого поколения математиков. В 

1993 году в Ферганском государственном университете он организовал научный семинар «Акту-

альные проблемы дифференциальных уравнений и смежных областей математики». Сегодня под 

его руководством работает «Объединённый научный семинар математиков Ферганской долины», 

который несомненно вносит огромный вклад в развитие математической науки.  

А.К. Уринов ведёт большую научно-педагогическую работу. Много времени и сил он при-

кладывает в воспитании молодого поколения математиков. Среди его учеников Ш.Т. Каримов 

стал доктором физико-математических наук и 9 стали кандидатами физико-математических наук. 

Сегодня один ученик К.Т. Каримов подготовил диссертацию на соискание ученой степени док-

тора физико-математических наук, а другой ученик А.Б. Окбоев подготовил диссертацию на со-

искание ученой степени доктора философии по дифференциальным уравнениям. В настоящее 

время ученики А.К. Уринова стали депутатами Законодательной палаты Олий Мажлис Респуб-

лики Узбекистан, проректорами вузов, деканами факультетов, заведующими кафедр и многие 

стали именными стипендиатами.  

Ахмаджон Кушакович Уринов принимает активное участие и в общественной жизни Узбе-

кистана. В 1994–1996, 2003–2004 годах А.К. Уринов являлся членом специального совета по 

присуждению ученых степеней кандидата и доктора физико-математических наук при институте 

математики имени В.И. Романовского АН Узбекистана, в 2002–2005 годах он являлся членом 

Консультативного совета узбекского журнала «Наука и жизнь», был председателем, заместите-

лем председателя и членом организационного комитета ряда международных и республиканских 

научных конференций, побывал на посту председателя научно-координационного совета Фер-

ганского научного центра Академии Наук Республики Узбекистан (2002 г.), в 1999–2004 годах он 

избрался депутатом Совета народных депутатов города Ферганы. А.К. Уринов был руководите-

лем делегации руководителей организаций среднего специального образования Узбекистана во 

время поездки в Германию (25.06.2000–04.07.2000).  

Его коллеги по университету и по научной деятельности знают Ахмаджона Кушаковича 

Уринова как замечательного учёного, настойчивого педагога–наставника молодого поколения, 

терпеливым и целеустремлённым исследователем и добрым простым человеком. 

В знак признания его достижений в области науки имя А.К. Уринова включено в список 2000 

мировых ученых-интеллектуалов XXI века (лист опубликован в Англии). 

Многогранная жизнь настоящего ученого является важным критерием служения науке и на-

роду. В какой должности бы он не побывал, скромность, открытость к диалогу и доброжелатель-

ное отношение к людям снискали к А.К. Уринову глубокое уважение среди сотрудников ФерГУ. 

Ахмаджон Кушакович свой 70-летний юбилей встречает в расцвете творческих сил. От всей ду-

ши желаем ему крепкого здоровья, счастья и новых успехов в его научной деятельности! 
О.С. Зикиров, Б.И. Исломов, Ш.Т. Каримов, Н. Равшанов, Т.К. Юлдашев 
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