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Математика 
 
 DOI: 10.14529/mmph210201 
 

INVARIANT SPACES OF OSKOLKOV STOCHASTIC  
LINEAR EQUATIONS ON THE MANIFOLD 
 
O.G. Kitaeva 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: kitaevaog@susu.ru 
 

The Oskolkov equation is obtained from the Oskolkov system of equations 
describing the dynamics of a viscoelastic fluid, after stopping one of the spatial 
variables and introducing a stream function. The article considers a stochastic 
analogue of the linear Oskolkov equation for plane-parallel flows in spaces of dif-
ferential forms defined on a smooth compact oriented manifold without bound-
ary. In these Hilbert spaces, spaces of random K-variables and K-“noises” are 
constructed, and the question of the stability of solutions of the Oskolkov linear 
equation in the constructed spaces is solved in terms of stable and unstable in-
variant spaces and exponential dichotomies of solutions. Oskolkov stochastic lin-
ear equation is considered as a special case of a stochastic linear Sobolev-type 
equation, where the Nelson–Glicklich derivative is taken as the derivative, and a 
random process acts as the unknown. The existence of stable and unstable invari-
ant spaces is shown for different values of the parameters entering into the 
Oskolkov equation. 

Keywords: Sobolev-type equations; differential forms; Nelson-Glicklich deriva-
tive; invariant spaces. 

 

Introduction 
Consider the Oskolkov equation 

( ) 2

1 2

( , )

( , )x x

ψ ψλ ψ ν ψ ∂ ∆− ∆ ∆ = ∆ −ɺ .     (1) 

Equation (1) is a model of the flow of a viscous and elastic incompressible fluid [1], in which the 
parameter ν  is responsible for the viscous properties of the fluid. The parameter λ  that determines the 
elastic properties of a fluid can take positive and negative values [2]. In [3–5], the solvability of the 
Cauchy-Dirichlet problem for the Oskolkov equation (1) was considered, and in [6] for the linear 
Oskolkov equation 

( ) 2λ ψ ν ψ− ∆ ∆ = ∆ɺ .        (2) 

In [7], the problem of stability of solutions to equation (2) was solved in terms of exponential di-
chotomies, and in paper [8], the problem of stability of solutions in a neighborhood of the zero point of 
equation (1) was solved in terms of invariant manifolds. 

This article discusses the stability of the stochastic linear Oskolkov equation on manifold that has 
no boundary. To solve this issue, we use equation (2) as an equation of the following form: 

о
ηL Mη= ,             (3) 

where 
o
η  derivative in the sense [9] of the sought-for random process ( )tη η= . The number of works 

devoted to the study of equations of the form (3) is quite large at the present time (see, for example, [10–
13]), in which this equation was considered in various aspects. The present work is closest to [14] and 
[15], in which we study the solvability and stability of the Barenblatt–Zheltov–Kochina stochastic equa-
tion on a manifold. 

The article contains four parts. The first section is the introduction, the fourth section is the bibliog-
raphy. The second point is dedicated to deals with spaces of q-forms defined on a manifold that has no 
boundary, recalls the notions of a random variable, stochastic process, Nelson–Gliklikh derivative, con-
structs spaces of random K -variables and K -“noises”. The third point contains a description of the in-
variant spaces of the Oskolkov stochastic equation. 
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1. Spaces of “noises” on a manifold 
Consider n-dimensional manifold Ω  that has no boundary. Let it have the properties of connected-

ness, compactness and smoothness. Consider spaces of smooth shapes  ( ), 0q qE E M q n= ≤ ≤  on Ω , 
where the scalar products are defined by the following formulas: 

( )0
, ,a b a b

Ω

= Λ ∗∫  ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0
, , , , ,a b a b a b a b= ∆ ∆ + ∆ +  

d dδ δ∆ = +  is the Laplace–Beltrami operator, ( 1) 1( 1)n q dδ + += − ∗ ∗ , where *  is the Hodge operator 

associating a differential form qE  with a differential form n qE − , d  is the outer differentiation opera-
tor. The spectrum { }( ) kσ α∆ =  of the operator ∆  is positive discrete, and +∞  is the point of its con-

densation. Denote by 0
qH  and 2

qH  the completions of the lineal qE  with respect to the norms 
0

⋅  and 

2
⋅ . The basis in Hilbert spaces qlH  is the sequence of eigenfunctions { }kϕ  of the operator ∆  or-

thonormalized by the norms 
l

⋅ , 0,2l = . 

Next, we turn to the construction of spaces of random K - variables and K -“noises” in q
lH . Let 

( , , )А РΩ = Ω  be a full probability space. We define a random variable as a mapping : Rξ Ω →  and  

stochastic process as mapping : Rη ℑ× Ω →  (where ℑ  is a certain interval from R , a function 

( , )η η ω= ⋅  is a trajectory of the stochastic process). If almost all trajectories of a random process are 
continuous then such a process is called continuous. 

2L  is the set of random variables ξ  for which the variance D  is finite and the mathematical expec-

tation E  is zero, and 2СL  is the set of continuous stochastic processesη . We fix t ∈ ℑ , let 

( )η
t ηt

E = E | N , ηt
N  the σ -algebra generated by the random variable η . By the derivative in the sense 

[9] η
�

 of the stochastic process 2CLη ∈  в t ∈ ℑ  we mean a limit (if it exists) 

0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim lim

2
η

t t
t t

t t t t t t
E Eη ηη η η η

η η∆ → + ∆ → +

    + ∆ ⋅ − ⋅ ⋅ − − ∆ ⋅= +    
    

�

. 

Denote by 1
2C L  the space of stochastic processes whose trajectories are almost sure differentiable 

in the sense [9] on ℑ . The spaces 1 2C L  are called spaces of differentiable “noises”. 

Let us introduce into consideration the space , 0, 2q
lH l =  whose elements are  random K -variables 

1
k k k

k

η λ ξ ϕ
∞

=
=∑ . 

The norm in this space is defined by the following formula: 

2

1

q
l

k kH
k

Dη λ ξ
∞

=
=∑ , 

where { }kξ  is a sequence of random variables with bounded variance, { }kϕ  are the eigenfunctions of 

the operator ∆ , orthonormalized by ( ),
l

⋅ ⋅ , 0,2l = , and { }kK = λ  is a monotone sequence such that 

1
k

k

λ
∞

=
< +∞∑ . Let q

lC( ;H )ℑ  be the set of continuous stochastic K -processes 

1

( ) ( )k k k
k

t tη λ η ϕ
∞

=
=∑ , 2k СLη ∈ ,                (4) 

and 1( ; )q
lC Hℑ  be the set of continuously Nelson–Gliklikh differentiable K -processes 

1

( ) ( )η ηkk k
k

t tλ ϕ
∞

=
=∑

� �

, 2
lηk С L∈

�

,                (5) 
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if series (4) and (5) converge uniformly on Rℑ ⊂  (ℑ  is compact set in R). 
 
2. Stable and unstable invariant spaces 

Let us define the operators 
2( ) ,L Mλ ν= − + ∆ ∆ = ∆  

and the equation (2) in the space 0
qH  can be considered in the form  

o
ηL = Mη .            (6) 

The operators 0 2, : q qL M H H→  have the properties of linearity and continuity, and the operator M  is 

( ,0)L -bounded operator. 

By a solution to equation (6) we mean a stochastic K -process 1
0( ; )qС Hη ∈ ℑ  if, after substituting it 

into equation (6), we obtain the identity. 

Definition 1. A set 0
qP H∈  such that the following conditions are satisfied:  

(i) almost sure each trajectory of the solution ( )tη η=  to equation (6) belongs to P ; 

(ii) for almost all 0 Pη ∈ , there exists a solution to equation (6) satisfying the condition  

0(0)η η=             (7) 
is called a phase space of equation (6). 

It was shown (see, for example, [14]) that the phase space of equation (3) is the image of the resolv-

ing group 11
( )

2
t tU L M Le d

i
µ

γ
µ µ

π
−= −∫ . Therefore, the following theorem is true.  

Theorem 1. The set of the following form: 

{ }0

00

, ,

: ( , ) 0,

q
k

q
n n

P H

H

λ α

η η ϕ λ α

= ∈


∈ = =

    (8) 

is the phase space of equation (6) 

If the solution to problem (6), (7) is 1( ; )С Iη ∈ ℑ  for any 0η L∈ , I P⊂ , then the set I  called a in-
variant space of equation (6). 

Definition 2. A set +I  such that the following conditions are satisfied  

(i) +I  is an invariant space; 

(ii) 1 11
1

0 0

( )( ) ( ) ,m
q qH H

s t
t N e s s tη η− −≤ ≥ , where positive constants 1 1,N m , 1 Iη +∈  for all t R∈  

is called a stable invariant space of equation (6). A set I −  such that the following conditions are satis-
fied  

(i) +I  is an invariant space; 

(ii) 2 12
2

0 0

( )( ) ( ) ,m
q qH H

t s
t N e s t sη η− −≤ ≥ ,where positive constants 2 2,N m , 2 Iη −∈  for all 

t R∈   
is called an unstable invariant space of equation (6). 

Due to the fact that the relative spectrum of the operator M  ( ) ( ) ( )L L LM M Mσ σ σ+ −= + , where 

( ) ,L k
k

k

M
νασ λ α

λ α+
 −

= > − + 
, ( ) ,L k

k
k

M
νασ λ α

λ α−
 −

= < − + 
, 

and the results presented in [15] we obtain  
Theorem 2. (i) The stable invariant space is set of the form (8) for 0ν >  and 0λ < . 
(ii) The stable invariant space is set of the form  

{ }00 : ( , ) 0,q
k kI Hη η ϕ λ α+ = ∈ = > −  

and the unstable invariant space is the set of the form  
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{ }00 : ( , ) 0,q
k kI Hη η ϕ λ α− = ∈ = < −  

for 0ν >  and 0λ < . 
Remark 1. For 0ν >  and 0λ <  there is an exponentially dichotomous behavior of solutions to the 

equation (6). 
 
Conclusion 

In the future, we intend to study the question on the solvability and stability of the stochastic ana-
logue of semilinear equation (1). In addition, we intend to transfer all results for equation (1) to spaces 
of q-forms defined on a manifold with border. 
 

References 
1. Oskolkov A.P. Nonlocal Problems for one Class of Nonlinear Operator Equations that Arise in 

the Theory of Sobolev Type Equations. Journal of Soviet Mathematics, 1993, Vol. 64, Iss. 1, pp. 724–
736. DOI: 10.1007/BF02988478 

2. Amfilokhiev V.B., Voytkunskiy Ya.I., Mazaeva N.P. Techeniya polimernykh rastvorov pri na-
lichii konvektivnykh uskoreniy (The Flow of Polymer Solutions in the Presence of Convective Accel-
erations). Trudy Leninigradskogo korablestroitel'nogo instituta, 1975, Vol. 96, pp. 3–9. (in Russ.). 

3. Sviridyuk G.A. Quasistationary Trajectories of Semilinear Dynamical Equations of Sobolev 
Type. Russian Academy of Sciences. Izvestiya Mathematics, 1994, Vol. 42, no. 3, pp. 601–614. 
DOI: 10.1070/IM1994v042n03ABEH001547 

4. Sviridyuk G.A., Yakupov M.M. The Phase Space of The Initial-Boundary Value Problem for the 
Oskolkov System. Differential Equations, 1996, Vol. 32, no. 11, pp. 1535–1540. 

5. Sviridyuk G.A., Sukacheva T.G Cauchy Problem for a Class of Semilinear Equations of Sobolev 
Type. Siberian Mathematical Journal, 1990, Vol. 31, no. 5, pp. 794–802. DOI: 10.1007/BF00974493 

6. Sviridyuk G.A., Shafranov D.E. Zadacha Koshi dlya lineynogo uravneniya Oskolkova na glad-
kom mnogoobrazii (The Cauchy Problem for the Linear Oskolkov Equation on a Smooth Manifold). 
Vestnik Chelyabinsk Gos. Univ., 2003, Iss. 7, pp. 146–153 (in Russ.). 

7. Sviridyuk G.A., Keller A.V. Invariant Spaces and Dichotomies of Solutions of a Class of Linear 
Equations of the Sobolev Type. Russian Mathematics (Izvestiya VUZ. Matematika), 1997, Vol. 41, 
no. 5, pp. 57–65. 

8. Kitaeva O. G., Sviridyuk G.A. Ustoychivoe i neustoychivoe invariantnye mnogoobraziya urav-
neniya Oskolkova (Stable and Unstable Invariant Manifolds of the Oskolkov Equation). Trudy mezhdu-
narodnogo seminara “Neklassicheskie uravneniya matematicheskoy fiziki”, posvyashchennogo 60-letiyu 
so dnya rozhdeniya professora V.N.Vragova, Novosibirsk, 3–5 oktyabrya 2005 g. (Proc. of the Interna-
tional Seminar on Nonclassical Equations of Mathematical Physics Dedicated to the 60th Birth Anniver-
sary of Professor Vladimir N. Vragov, Novosibirsk, Russia, October 3–5, 2005). Novosibirsk, Publish-
ing house of the Institute of Mathematics, 2005, pp. 160–166. (in Russ.). 

9. Gliklikh Yu.E. Global and Stochastic Analysis with Applications to Mathematical Physics. 
Springer, London, Dordrecht, Heidelberg, N.-Y., 2011, 436 p. DOI: 10.1007/978-0-85729-163-9 

10. Favini A., Sviridiuk G.A., Manakova N.A. Linear Sobolev Type Equations with Relatively p-
Sectorial Operators in Space of “noises”. Abstract and Applied Analysis, 2015, Vol. 2015, Article 
ID 697410. DOI: 10.1155/2015/697410 

11. Favini A., Sviridiuk G.A., Sagadeeva M.A. Linear Sobolev Type Equations with Relatively p-
Radial Operators in Space of "Noises". Mediterranean Journal of Mathematics, 2016, Vol. 13, no. 6, 
pp. 4607–4621. DOI: 10.1007/s00009-016-0765-x 

12. Favini A., Sviridiuk G.A., Zamyshlyaeva A.A. One Class of Sobolev Type Equations of Higher 
Order with Additive “White Noise”. Communications on Pure and Applied Analysis, 2016, Vol. 15, 
no. 1, pp. 185–196. DOI: 10.3934/cpaa.2016.15.185 

13. Favini A., Zagrebina S.A., Sviridiuk G.A. Multipoint Initial-Final Value Problems for Dynami-
cal Sobolev-type Equations in the Space of Noises. Electronic Journal of Differential Equations, 2018, 
Vol. 2018, p. 128. 



Kitaeva O.G. Invariant Spaces of Oskolkov Stochastic Linear Equati ons 
 on the Manifold 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2021, том 13, № 2, С. 5–10 

9 

14. Shafranov D.E., Kitaeva O.G. The Barenblatt–Zheltov–Kochina Model with the Showalter–
Sidorov Condition and Additive “White Noise” in Spaces of Differential Forms on Riemannian Mani-
folds without Boundary. Global and Stochastic Analysis, 2018, Vol. 5, no. 2, pp. 145–159.  

15. Kitaeva O.G., Shafranov D.E., Sviridiuk G.A. Exponential Dichotomies in the Barenblatt–
Zheltov–Kochina Model in Spaces of Differential Forms with “Noise”. Bulletin of the South Ural State 
University. Ser. Mathematical Modelling, Programming and Computer Software (Bulletin SUSU 
MMCS), 2019, Vol. 2, no. 12, pp. 47–57. DOI: 10.14529/mmp190204 

Received January 16, 2021 
 
 

Bulletin of the South Ural State University 
Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 

2021, vol. 13, no. 2, pp. 5–10  
 
УДК 517.9 DOI: 10.14529/mmph210201 
 
ИНВАРИАНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА СТОХАСТИЧЕСКОГО ЛИНЕЙНОГО  
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Уравнение Осколкова получается из системы уравнений Осколкова, описывающей динамику 
вязкоупругой жидкости, после купирования одной из пространственных переменных и введения 
функции тока. В статье рассматривается стохастический аналог линейного уравнения Осколкова 
плоскопараллельных течений в пространствах дифференциальных форм, определенных на глад-
ком компактном ориентированном многообразии без края. В данных гильбертовых пространст-
вах строятся пространства случайных K-величин и K-«шумов» и решается вопрос об устойчиво-
сти решений линейного уравнения Осколкова в построенных пространствах в терминах устойчи-
вого и неустойчивого инвариантных пространств и экспоненциальных дихотомий решений. Сто-
хастическое линейное уравнение Осколкова рассматривается как частный случай стохастическо-
го линейного уравнения соболевского типа, где в качестве производной берется производная 
Нельсона–Гликлиха, а в качестве неизвестного выступает случайный процесс. При различных 
значения параметров, входящих в уравнение Осколкова, показано существование устойчивого и 
неустойчивого инвариантных пространств. 

Ключевые слова: уравнения соболевского типа; дифференциальные формы; производная 
Нельсона–Гликлиха; инвариантные пространства. 
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ON ONE EQUATION OF INTERNAL WAVES 
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The Cauchy–Dirichlet problem is considered for the equation of internal 
waves. This equation has various applications in hydrodynamics, for example, in 
the study of waves in the ocean. The article provides an analytical study of one 
equation of internal waves. This equation characterizes propagation of waves in a 
homogeneous incompressible stratified fluid. The equation of internal waves is 
reduced to an abstract semilinear Sobolev type equation of the second order. The 
study of the equation is carried out within the framework of the theory of poly-
nomially bounded operator pencils. In this work, we construct propagators for 
the equation of internal waves. Also, we present two model examples, where the 
domain D is represented in the form of a cylinder and a parallelepiped. The result 
of the work is an analytical solution to the considered cases for the equation of in-
ternal waves. 

Keywords: internal wave equation; polynomially bounded pencils of operators; 
Sobolev-type equation; propagators. 

 

1. Introduction 
Equation of internal waves in a homogeneous incompressible non-rotating fluid is described 

by the Poincare equation 

( )2 0,tt xx yyu N u u∆ + + =                    (1) 

where 2N  is buoyancy frequency. Earlier, the equation was considered in the works of  
S.A. Gabov and P.A. Krutitsky [1] when working with the excitation of nonstationary internal 
waves in a two-layer model of a stratified fluid, the behavior of the solution at a large time was stud-
ied. Yu.D. Pletner [2] studied some initial-boundary value problems and the fundamental solution to 
the equation of internal waves in the case of an incompressible exponentially stratified fluid.  
L.V. Perova and A.G. Sveshnikov [3] generalized the works of the authors devoted to the propaga-
tion of small perturbations in stratified and rotating fluids. The equation of internal waves can be 
written in another form, for example, given in [4]. Interest in the study of problems with the equation 
of internal waves is still topical. This problem is quite interesting from a mathematical point of view, 
since the solution to the Cauchy-Dirichlet problem is obtained within the framework of the theory of 
polynomially bounded operator pencils.   

Let D  be a bounded domain from 3R  with a smooth boundary D∂ . Consider the Dirichlet condi-
tion 

( ) ( ), , , 0, , , ,u x y z t x y z t D R= ∈∂ ×       (2) 
and the Cauchy condition 

( ) ( )0 1, , ,0 , , , ,0 .tu x y z u u x y z u= =      (3) 
The solution to problem (1)–(3) is found in the framework of the theory of Sobolev-type equations. 

In this paper, we use methods based on the theory of semigroups (groups) of operators [5, 6]. The 
monographs [6, 7] present the results of studying Sobolev-type equations and equations that are not 
solved with respect to the high-order derivative. In the paper [7] different classes of Sobolev-type equa-
tions are introduced and, by structure, equation (1) is considered to be a simple Sobolev-type equation. 
 

2. (A, p)-bounded Operators 
Let U,F  be Banach spaces and the operators ( )0 1 1, , , , ;nA B B B L F U−… ∈ . Denote by B

��
 a pencil 

formed by the operators 0 1 1, ,..., nB B B − . The sets 

( ) ( ) ( )
11

1 1 0{ : ... ; }A n n
nB A B B B L F Uρ µ µ µ µ

−−
−= ∈ − − − − ∈

��
ℂ  and ( ) ( )\A Aσ B = ρ B

�� ��
ℂ  are called an 

A-resolvent set and an A-spectrum of the pencil B
��

, respectively. The operator-function of a complex 
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variable ( ) ( ) 11
1 1 0...A n n

µ nR B A B B Bµ µ µ
−−

−= − − − −
��

 with the domain ( )Aρ B
��

is called an A-resolvent of 

the pencil B
��

. 
Definition 1. [9] The operator pencil B

��
  is called polynomially bounded with respect to 

an operator A  (or polynomially A-bounded) if  ( ) ( ) ( )( )A
µa µ µ a R B L F;U+∃ ∈ ∀ ∈ > ⇒ ∈
��

ℝ ℂ . 

Remark 1. [9] If there exists an operator ( )1 ;A L F U− ∈ ) then the pencil B  is polynomially A-

bounded. 
To decompose the spaces U,F  into a direct sum of subspaces, it is necessary to construct projec-

tors. Condition (4) is necessary for the existence of projectors [8]. 

( ) , 0,1, , – 2,k A
µR B k n

γ
µ ≡ = …∫

��
O         (4) 

where the circuit { : }.C r aγ µ µ= ∈ = >  

Lemma 1. [9] Let the operator pencil B
��

 be polynomially A-bounded and condition (4) be fulfilled. 
Then the operators 

( ) ( )1 11 1
,

2 2
A n n A
µ µP R B Ad Q AR B d

i iγ γ
µ µ µ µ

π π
− −= =∫ ∫

�� ��
 

are projectors in the spaces U  and F  respectively. 
Denote 0 0 1 1ker , ker , im , imU P F Q U P F Q= = = = . According to Lemma 1,  

0 1 0 1,U U U F F F= ⊕ = ⊕ . Denote by ( )k k
lA B  a restriction of the operator ( )lA B  on 

( ), 0,1; 0,1,..., 1.k kU F k l n= = −  

Theorem 1. [9] Let the operator pencil B
��

 be polynomially A-bounded and condition (4) be ful-
filled. Then 

(i) ( ), , 0,1;k k kA L U F k∈ =  

(ii ) ( ), , 0,1, 0,1,..., 1;k k k
lB L U F k l n∈ = = −  

(iii ) the operator ( ) ( )11 1 1,A L U F
−

∈  exists; 

(iv)  the operator ( ) ( )10 0 0
0 ,B L U F

−
∈  exists. 

Using Theorem 1, construct the operators: ( ) ( )10 0 0
0 0H B A L U

−
= ∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 10 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1,..., n nH B B L U H B B L U

− −
− −= ∈ = ∈  and 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1, ,..., n nS A B L U S A B L U S A B L U

− − −
− −= ∈ = ∈ = ∈ . 

Definition 2. [9] Define the family of operators 1 2{ , ,..., }n
q q qK K K  as follows: 

0 0, , ,s nK s n K= ≠ =O I  
1 2
1 0 1 1 1 1 1 1, ,..., ,..., ,s n

s nK H K H K H K H− −= = − = − =  
1 2 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1, , , , ,n n s s n
q q q q q q q q sK K H K K K H K K K H−

− − − − − −= = − … = − … 1
1 1 1, 1,2,...s n n

q q q nK K K H q−
− − −= − =  

The A-resolvent of the pencil B
��

 can be represented by the Laurent series 

( ) ( ) ( )
1 11 0

1 1 0 0
0

...n n q n
n q

q

A B B B K B Qµ µ µ µ
∞− −−

−
=

− − − − = − − +∑ I  
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( )1 1
1 1 0 1

1

... .
qq n

n
q

S S S L Qµ µ µ
∞

− − −
−

=
+ + + +∑  

Definition 3. [9] The point ∞  is called 

(i) a removable singularity of an A-resolvent of the pencil B
��

, if  1 , 1,2,...,sK s n≡ =O ;  

(ii) a pole of the order p ∈ N  of an A-resolvent of the pencil B
��

, if : s
pp K∃ , 1,2,..., ,s n=O  but 

1 , 1,2,..., ;s
pK s n+ ≡ =O  

(iii) an essential singularity of an A-resolvent of the pencil B
��

, if n
qK q N∀ ∈O . 

Further, for brevity, a removable singularity of an A-resolvent of the pencil B
��

 is called a pole of the 
order 0. If the operator pencil B

��
 is polynomially A-bounded and the point ∞  is a pole of the order 

{0}p N∈ ∪  of an A-resolvent of the pencil B
��

, then the operator pencil B
��

 is called polynomially 
(A,p)-bounded. 
 

3. Abstract Problem 
Consider the Cauchy problem 

( ) ( )0 10 , 0tu u u u= =      (5) 
for the second-order Sobolev-type equation 

tt 1 t 0Au = B u + B u.                (6) 

Operator-functions t
kU , k = 0, 1, of the form 

( )( )0 1
1

2
t A tU R B A B e d

i
µ

µ
γ

µ µ
π

= −∫ ,    (7) 

( )1
1

2
t A tU R B Ae d

i
µ

µ
γ

µ
π

= ∫           (8) 

are propagators. Here the circuit γ∈ℂ  bounds a domain containing the A-spectrum of the operator pen-

cil B
��

. The solution to problem (5), (6) in terms of the theory of degenerate groups was obtained in [8], 

under the condition that the operator pencil B
��

 is polynomially bounded with respect to the operator A. 
Theorem 2. [10] Let the operator pencil B

��
 be polynomially A-bounded, condition (4) be fulfilled, 

and ∞  be a pole of the order {0}p N∈ ∪  of the A-resolvent of B
��

. There exists a unique solu-

tion ( )u C ,U∞∈ ℝ  to problem (5), (6) of the form 

1 1 0 0( )u t U u U u= + ,     (9) 

where 0 0 0
1 0 1im im , 0,1,imku U U k U∈ = =  and 0

0imU  is a subspace in U . 
 

4. Internal Wave Equation 
Consider the cases when the domain D  is a parallelepiped or a cylinder. Let the domain 

3[0, ] [0, ] [0, ]D a b c R= × × ⊂  be the parallelepiped. Problem (1)–(3) can be reduced to Cauchy problem 
(5) for equation (6). 

Introduce the spaces ( ) ( )2
2 2,l lU W D F W D+= =  and define the operators in the given spaces  
2 2 2 2 2

2
1 02 2 2 2 2

, ,A B B N
x y z x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + = = − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
O . 

For any {0}l N∈ ∪ , the operators ( )1 0, , , .A B B L U F∈  Define 

( ) ( ) ( )2 2 22
, ,k m n k a m b n cλ π π π− = − − −  to be the eigenvalues of the Dirichlet problem for the Laplace 

operator. Denote by ( ) ( ) ( ), , sin sin sink m n kx a my b nz cϕ π π π=  the orthogonal eigenfunctions that cor-

respond to { 2
, ,k m nλ− }in the sense of the scalar product in ( )2 .L D  
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Since ( ), ,{ }k m n C Dϕ ∞⊂ , then 

2 2 2 2 2
1 0 , , , , , , ,

, , 1

, ,k m n k m k m n k m n
k m n

A B B Nµ µ µ λ λ ϕ ϕ
∞

=

 − − = − + < ⋅ > ∑  

where 2
0 , , , , , ,k m n k m k m nB ϕ λ ϕ= − and ·,·< >  is the inner product in ( )2L D .  Construct the equation to deter-

mine the A-spectrum: 

2 2 2 2
, , , 0,k m n k mNλ µ λ− + =  

,1,2
, , 2

, ,

.k m
k m n

k m n

N
i

λ
µ

λ
= ±  

The A-spectrum ( ) 1,2
, ,{ }A

k m nBσ µ=
��

 is bounded, because 1,2
, ,k m n Nµ ≤ . Since the operator A  is con-

tinuously invertible in the given spaces, then condition (4) is satisfied. As a result, the conditions of 
Lemma 1 hold. 

Construct propagators by formulas (7), (8) as follows: 

,
0 0 , , 0 , ,2

, , 1 , ,

cos , ,k mt
k m n k m n

k m n k m n

N
U u t u

λ
ϕ ϕ

λ

∞

=

 
 = < >
 
 

∑  

, ,
1 1 , , 1 , ,2 2

, , 1 , , , ,

sin , .k m k mt
k m n k m n

k m n k m n k m n

N N
U u t u

λ λ
ϕ ϕ

λ λ

∞

=

 
 = < >
 
 

∑  

By Theorem 2, the solution to problem (1)–(3) has the form 

( ) ,
, , 0 , ,2

, , 1 , ,

, , , cos ,k m
k m n k m n

k m n k m n

N
u x y z t t u

λ
ϕ ϕ

λ

∞

=

 
 = < > +
 
 

∑

, ,
, , 1 , ,2 2

, , 1 , , , ,

sin , .k m k m
k m n k m n

k m n k m n k m n

N N
t u

λ λ
ϕ ϕ

λ λ

∞

=

 
 + < >
 
 

∑  

Now consider the case when the domain D  is a cylinder. Similarly, as in the case of the parallelepi-
ped, problem (1)–(3) can be reduced to Cauchy problem (5) for equation (6). Use the operators 1 0, ,A B B  
of the form 

2 2 2 2 2
2

1 02 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
, , .A B O B N

r r r rr r z r rϕ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + = = − + +  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Write down the equation to determine points of the A-spectrum: 

( ) ( )( )2
( )2 2 2 2( ) ( ) 0,nn
k km l Nµ ν π ν+ + =  

where ( )
0 , , , ,

n
k m n k m nkB φ ν φ=  and ·,·〈 〉   is the scalar product in ( )2L D . We get the A-spectrum of the form 

( )( )( )1,2 2 2
, , ( ) ( ) .n n

k m n k kN m l iµ ν ν π= ± +  

Let us construct propagators according to formulas (7), (8) as follows: 
( )

0 0 , , 0 , ,( ) 2 2
, , 1

cos , ,
( ) ( )

n
t k

k m n k m nn
k m n k

N
U u t u

m l

ν ϕ ϕ
ν π

∞

=

 
 = < >
 + 

∑  

( )

( )( ) 2 2

1 1 , , 1 , ,( ) 2 2
, , 1

( ) ( )
sin , .

( ) ( )

nn
kt k

k m n k m nn n
k m n k k

m l N
U u t u

N m l

ν π ν ϕ ϕ
ν ν π

∞

=

 +  = < >
 + 

∑  

By Theorem 2, the solution to problem (1)–(3) has the form 
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As a result of the work, we obtain solutions to initial-boundary value problem (2)–(3) in a closed 

form on the considered domains for equation of internal waves (1). 
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ОБ ОДНОМ УРАВНЕНИИ ВНУТРЕННИХ ВОЛН 
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E-mail: kotlovanovki@susu.ru

В статье приводится аналитическое исследование одного уравнения внутренних волн, в не-

которых источниках именуемое уравнением Пуанкаре, выведенное из основной системы гидро-

динамики. Данное уравнение характеризует распространение волн в толще однородной несжи-

маемой стратифицированной и, в отличии от уравнения Соболева, невращающейся жидкости. 

Рассмотрен случай, когда частота плавучести есть величина постоянная. Для уравнения внутрен-

них волн рассматривается задача Коши–Дирихле. Данное уравнение имеет различные приложе-
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ния в гидродинамике, например, при исследовании волн в океане. Исследование уравнения про-
водится в рамках теории полиномиально ограниченных пучков операторов. Уравнение внутрен-
них волн редуцируется к задаче Коши абстрактному полулинейному уравнению соболевского 
типа второго порядка. Затем показывается, что решение поставленной задачи удовлетворяет аб-
страктной теории. Далее рассмотрены два примера. В первом примере область ограничена парал-
лелепипедом, а во втором – цилиндром. Для каждого случая области показано, что относитель-
ный спектр пучка операторов ограничен, частотой плавучести. После строятся пропагаторы, раз-
решающие оператор-функции, для уравнения внутренних волн для каждой из областей. Подста-
вив начальные данные в пропагаторы, получим аналитическое решение задачи Коши для уравне-
ния внутренних волн. 

Ключевые слова: уравнение внутренних волн; полиномиально ограниченный пучок операто-
ров; уравнение соболевского типа; пропагаторы. 
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ОБ АНАЛОГЕ ЗАДАЧИ ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА СМЕШАННОГО ТИПА  
 
А.М. Лайпанова 
Российский университет транспорта, г. Москва, Российская Федерация 
E-mail: aida7@list.ru 
 

Как известно, уравнениями смешанного типа называются уравнения в 
частных производных, которые принадлежат разным типам в разных час-
тях рассматриваемой области. Например, в одной части области уравнение 
может принадлежать эллиптическому, а в другой – гиперболическому типу; 
эти части разделены линией перехода, на которой уравнение вырождается в 
параболическое или не определено. 

В 1923 г. итальянский математик Ф. Трикоми рассмотрел краевую за-
дачу для одного уравнения смешанного эллиптико-гиперболического типа 
(впоследствии названного его именем) в области, ограниченной в верхней 
полуплоскости ляпуновской кривой, а в нижней – выходящими из концов 
этой кривой характеристиками уравнения; краевые условия при этом ста-
вились на кривой и на одной из характеристик. Решение должно было быть 
непрерывным в замыкании области, непрерывно дифференцируемым 
внутри нее и дважды непрерывно дифференцируемым в верхней (эллипти-
ческой) и нижней (гиперболической) подобластях; для первых производных 
решения допускались особенности интегрируемого порядка вблизи концов 
кривой. Ф. Трикоми доказал существование и единственность решения по-
ставленной задачи в указанном классе; при доказательстве существования 
он свел задачу к сингулярному интегральному уравнению.  

В данной статье исследован аналог задачи Трикоми для одного сме-
шанного гиперболо-параболического уравнения третьего порядка со спек-
тральным параметром. Доказаны единственность и существование реше-
ния поставленной задачи. Единственность решения задачи доказывается 
методом интегралов энергии, а существование решения – методом редукции 
к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, разрешимость ко-
торого вытекает из единственности решения задачи.  

Ключевые слова: гиперболо-параболическое уравнение; задача Трикоми; 
уравнение смешанного типа; краевая задача; интегральные уравнения. 

 

В современной концепции уравнений в частных производных (УрЧП) большое значение 
имеет изучение уравнений смешанного типа. 

Поставим задачу. Исследуем следующее уравнение: 

1

2

0, 0,

0, 0,

xxx y

xx yy

u u u y

u u u y

λ
λ

− − = >
 − + = <

.                                                          (1) 

где 1 2,λ λ  – числовые параметры в некоторой конечной области D  плоскости ( , )x y , образован-

ной следующими линиями: 1) в полуплоскости 0y >  отрезками 1 1,AA BB , 1 1,A B  лежащими на 

прямых 0, 1, ,x x y h= = = 1 1(0,0), (0, ), (1,0), (1, )A A h B B h ; 2) в полуплоскости 0y <  двумя характе-

ристиками уравнения (1): : ,AL x y= − : 1BL x y− = , исходящими из определенной точки 

1 1
,

2 2
L
 − 
 

 [1]. 

Область D  разделена на две части: 1 ( 0)D D y= ∩ >  – это параболическая часть смешанной 

области D; 2 ( 0)аD D y= ∩ < −  гиперболическая подобласть области D . 

Задача 1. Требуется отыскать функцию u(x,y), обладающую указанными свойствами: 

1) 1 (3,1) 2
1 , 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( );x yu x y С D С D АА С D C D∈ ∩ ∪ ∩ ∩  

2) ( , )u x y  является регулярным для уравнения (1) решением в области D ;  
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3) ( , )u x y  отвечает требованиям краевых условий:  

1(0, ) ( ),u y yϕ= 2(1, ) ( ),u y yϕ= 3(1, ) ( ),xu y yϕ= 0 ,y h≤ ≤      (2) 

( , ) ( ),u x x xψ− = 1
0 ,

2
x≤ ≤                     (3) 

где ψ(x)−  функция, непрерывная совместно со второй производной, при этом 

1(0) (0);ψ ϕ= 1( ),yϕ 2( ),yϕ 3( )yϕ −  данные непрерывные функции [1]. 

Определение. В области D  для уравнения (1) регулярным решением вышеуказанной задачи 
называется всякая функция 

1 (3,1) 2
1 , 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),x yu x y С D С D АА С D C D∈ ∩ ∪ ∩ ∩  

удовлетворяющая краевым требованиям (2) и (3). 
Предположим, что: 

3
2

1 2( )λ λ≥ − , 3 2
1 2 2 13 , 0.λ λ λ π λ≥ − + >  

Можно ввести новую некоторую неизвестную функцию  
( , ) exp( ) ( , ),v x y x u x yρ= −             (4) 

где const 0.ρ = >  
Уравнение (1) в итоге станет таким: 

2 3
1

0 2
2

3 3 ( ) , 0,
0 ( )

2 ( ) , 0,

xxx y xx x

xx yy x

v y
L

y

υ υ ρ ρ υ ρ λ υ
υ

υ υ ρυ ρ λ υ

 − + + + − >= = 
− + + + <

         (5) 

Теорема. Если ( , )u x y  есть регулярное решение однородной задачи 1, то при соблюдении 

требований 1) или 2) решение ( , )u x y  в области D  тождественно равно нулю [1]. 

Доказательство. Потребуем на концах интервала 0x =  и 1x =  выполнения следующего 
дополнительного условия: 

[ ] [ ]
0 1 0

lim ( ,0) ( ,0) ( ,0) lim ( ,0) ( ,0) ( ,0) 0xx x xx x
x x

u x u x u x u x u x u xρ ρ
→ + → −

+ = + =                   (6) 

Перейдем в области 2D  к характеристическим координатам x yξ = + , x yη = − . Тогда урав-

нение (5) при 0y <  станет 
2

2
0( ) ( ) 0

2 4
L ξη ξ η

ρ λρυ υ υ υ υ+= + + + = ,                                            (7) 

а область 2D  будет отображена с областью { }( , ) | 0 1ξ η ξ η∆ = < < < . 

Рассмотрим тождество  
2 2 2 2

0 20 4 ( ) (2 ) (2 ) ( ) 4L η ξ ξ η ξ ηυ υ υυ ρυ υυ ρυ ρ λ υ υ υ= = + + + + + − .                    (8) 

Выразим из уравнения (7) ξυ  и в правой части (8) изменим последний член: 
2 2 2

2 2 22 2
2

( )4
4 ( ) (2 )

2 4
ξ η η ξ η

ρ λ ρ λυ υ υ υ υ υ
ρ ρ ρ

+ +
− = + + − . 

Тождество (8) перепишем в виде, учитывая последнее равенство: 

2 2 2
0

4
0 4 ( ) (2 ) (2 )L η η ξ ξ ηυ υ υυ ρυ υ υυ ρυ

ρ
= = + + + + +

2 2 2 2
2 22 2 2

2

( ) (3 )
(2 )

2 4
η

ρ λ ρ λ ρ λυ υ υ
ρ ρ
+ + −

+ + .(9) 

Взяв точку ( , )x x  ( 0 1x≤ ≤ ) на прямой η ξ= , проведем через эту точку характеристику xη =  
уравнения (7). 

Через x∆  «отметим» область, которая ограничена отрезками прямых η= x, ,η ξ= 0ξ = . По 

этой области x∆  проинтегрируем тождество (9): 

2

0 0 0

4
2 ( ,0) ( ,0) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x x x

yt t dt d dξ η ηυ υ υ ξ ξ υ ξ ξ υ ξ ξ ξ υ ξ ξ ξ
ρ

 = − = + ∫ ∫ ∫                      (10) 
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2 2 2 2
2 2 2 22 2 2

2
0

( ) (3 )
(2 ) ( , ) ( , ) 0

2 4

x

x x

d d x d x x d dη
ρ λ ρ λ ρ λυ υ ξ η ρ υ ξ ξ υ υ ξ η

ρ ρ∆ ∆

+ + −
+ + + + + ≥∫ ∫ ∫ . 

Рассмотрим в области 1D  тождество: 

2 2 2 2 2
1

2 3 2
1

1 3
( 3 3 ( ) ) ( 3 )

2 2

(3 ( ) ) 0.

xxx y xx x xx x x x

y x

υ υ υ ρυ ρ υ ρ λ υ υυ υ ρυυ ρ υ

υυ ρυ λ ρ υ

− + + + − = − + + −

− − + − ≡
      (11) 

Вдоль ( , ) (1 , )A h B hε ε−  ( ,h ε − как угодно маленькие числа, большие нуля) проинтегрируем 

(11) по x, а потом перейдем в полученном равенстве к пределу 0h →  и 0ε → . Принимая во 
внимание условия (6), в итоге имеем равенство 

}
1 1

2 2 3 2
1

0 0

1
( ,0) ( ,0) (1,0) [3 ( ,0) ( ) ( ,0)]

2y x xx x dx x x d xυ υ υ ρυ λ ρ υ= − + + −


∫ ∫ .             (12) 

Из неравенств (10) и  
2

2 2( ) ( )
b b

a a

b a
z x dx z x dx

π
−  ′≤  

 
∫ ∫ , 

из (12) имеем 
1 3

2 21
2

0

( )
(1,0) 2 [3 ] ( ,0) 0x x x dx

λ ρυ ρ υ
π
−+ + ≤∫ . 

В (10) и (12) положим теперь 3
1ρ λ=  или 2ρ λ= − .Тогда (1,0) 0, ( ,0) const.xυ υ= =  Отсюда 

следует, что ( , ) 0.x yυ ≡  Из выражения (4) тогда получим, что ( , ) 0.u x y ≡  

Изучим тождество в области 1D : 

2 2 2
1 1

1 1
( ) ( ) ( ) 0

2 2xxx y xx x x yu u u u uu u u uλ λ− − = − − − ≡ . 

Это тождество интегрируем по области 1D  и с учетом того, что 1 2 3(0) (0) (0) 0ϕ ϕ ϕ= = = , по-
лучим: 

1
2 2 2 2 2

1
01

2 2
1

0 1

1 1
2 [( ) ( ) ] ( , ) ( ,0)

2 2

(1, ) 2 ( , ) 0.

xx x x y

b

x

uu u u u dxdy u x h u x dx

u y dy u x y dxdy

λ

λ

Ω

Ω

 − − − − ≡ − + 

+ + =

∫ ∫

∫ ∫

  (13) 

Из-за того, что ( ,0) 0u x = , из формулы (13) имеем, что ( , ) 0u x h =  и (1, ) 0xu y = , однородная 

( , ) 0,u x y ≡ 1( , )x y D∀ ∈ . Задача Дарбу ( ,0) 0,u x = ( , ) 0u x x− =  в области 2D  для уравнения (1) при 

0y <  имеет только тривиальное решение ( , ) 0u x y = , 2( , )x y D∀ ∈ . Значит, ( , ) 0u x y ≡  в D . 
После этого докажем существование решения задачи 1. Для этого нужно перейти к лимиту 

(пределу) при 0y → +  в уравнении (1) и принять к сведению краевые условия (2), [1]: 
'''

1( ) ( ) ( ),x x v xτ λ τ− =             (14) 
'

1 2 3(0) (0), (1) (0), (0) (0)τ ϕ τ ϕ τ ϕ= = = ,            (15) 

где ( ) ( ,0), ( ) ( ,0)yx u x v x u xτ = = . 

Применяя трёхкратное интегрирование к равенству (14) и принимая во внимание (15), соста-
вим функциональное соотношение между ( ) ( )x иv xτ , принесенное из части 1D  на 0y = : 

21

0

( ) ( ) ( )
2

x

x x t t dt
λτ τ− − =∫

2 '' 2
3 1

0

1 1
( ) ( ) (0) (0) (0),

2 2

x

x t v t dt x xτ ϕ ϕ− + + +∫                       (16) 

где  
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1
'' 2

1
0

(0) (1 ) ( )t t dtτ λ τ= − − −∫
1

2
3 1 2

0

(1 ) ( ) 2 (0) 2 (0) 2 (0).t v t dt ϕ ϕ ϕ− − − +∫  

Заранее предполагая, что правая сторона равенства (16) известна и равна выражению ( )q x , 

имеем интегральное уравнение Вольтерра второго рода для ( )xτ  [1]: 

21

0

( ) ( ) ( ) ( )
2

x

x q x x t t dt
λτ τ= + −∫ .              (17) 

После обращения уравнения (17) имеем: 

0

( ) ( ) ( , ) ( )
x

x q x R x t q t dtτ λ= + ∫ ,                                                    (18) 

где ( , )R x t  есть резольвента ядра 2 1( ) ,
2

x t
λλ− = . 

Принимая в расчет значение q(x) в (18), получаем 
2

'' 2
3

0 0

( ) ( , ) ( ) (0)[ ( , ) ] (0)
2 2

x xx
x M x t v t dt R x t t dt

λτ τ ϕ= + + +∫ ∫
0

[ ( , ) ]
x

x R x t tdtλ+ +∫ 1
0

(0)[1 ( , ) ]
x

R x t dtϕ λ+ ∫ ,(19) 

где  

2 2
1 1 1

1
( , ) ( ) ( , )( ) ]

2 2

x

t

М x t x t R x t t t dt
λ= − + −∫ .                                      (20) 

Теперь принесём из гиперболической части 2D  на линию 0y =  функциональное соотноше-

ние между ( )xτ  и ( )v x . Чтобы его получить, проанализируем для уравнения (1) при 0y <  реше-

ние задачи Коши ( ) ( ,0), ( ) ( ,0)yx u x v x u xτ = = . Следуем [2]: 

2 2
1 22

2 2

2 2
0 2

( ( ) )( ) ( )
( , ) ( ) ( )

2 2 ( )

1
( ( ) ) ( ) ,

2

x y

x y

x y

x y

I y xyx y x y
u x y d

y x

I y x v d

λ ξλτ τ τ ξ ξ
ξ

λ ξ ξ ξ

+

−

+

−

 − −− + +  = + +
− −

 + − − 

∫

∫

          (21) 

где 0( )I z  и 1( )I z  – функции Бесселя мнимого аргумента нулевого и первого порядков. 
Если (21) удовлетворит краевому условию (3), то получится  интегральное уравнение типа 

Вольтера 

0 2
0

( ) ( ) ( ) ( ( )) ,
x x

x x I x d
x

τ ρ τ ξ λ ξ ξ ξ
ξ

∂= − −
∂∫                                           (22) 

где  

0 2
0

( ) 2 (0) ( ( )) ( ) .
2

xx
x I x v dρ ψ ψ λ ξ ξ ξ ξ = − + − 

 
∫  

Предполагая ρ(x) известной и применяя формулу обращения для уравнение типа (22), будем 
иметь [1]: 

0 2
0

( ) ( ( )) ( ) ( ),
x

x J x t v t dt g xτ λ= − +∫     (23) 

где  

'
0 2

0

( ) [ ( ) ] .
2

x t
g x J x x t dtψ λ = − − 

 
∫                                                   (24) 

Принимая во внимание значение ''(0)τ , равенство (19) перезапишем так: 
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1 1

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
x

x М x t v t dt Q x t t dt x t v t dt g xτ τ= + + ℑ +∫ ∫ ∫ ɶ                             (25) 

где  

2 2 2
1

0

1
( , ) ( , ); ( , ) ( ( , ) )(1 ) ;

2

x

Q x t x t x t x R x t t dt tλ λ= ℑ ℑ = − + −∫  

2 2
2 1 3 3 1

0 0 0

( ) ( (0) (0) (0))( ( , ) ) (0)( ( , ) (0)(1 ( , ) ).
x x x

g x x R x t t dt x R x t tdt R x t dtϕ ϕ ϕ λ ϕ λ ϕ λ= − − + + + + +∫ ∫ ∫ɶ  

Из (23) и (25) «устраним» ( )xτ . Тогда получим для нахождения ( )v x  интегральное уравнение 
первого рода: 

0 2
0

( ( )) ( )
x

J x t v t dtλ −∫
1

0 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
x

М x t v t dt Q x t v t dt h x= + +∫ ∫ ɶ                          (26) 

1 1

1 0 2 1 1
0

( , ) ( , ) ( , ) ( ( )) ; ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ).
t

Q x t x t Q x t J t t dt h x Q x t g t dt g x g xλ= ℑ + − = + −∫ ∫ɶ ɶ  

Так как в смысле гладкости резольвента ( , )R x t  поступает также, как ядро 2( )x t− , то учиты-

вая свойства заданных функций ( ), 1,3, ( )i y i xϕ ψ= , функции ( , ), ( , )M x t Q x t  непрерывны совмест-

но с частными производными первого порядка по аргументам ;x иt ( )h x непрерывна вместе с 

производной в областях своего определения, притом что 0( , ) 0, (0) 1.M x x J= =  

Найдя производную по аргументу x  от уравнения (26), приходим к смешанному интеграль-
ному уравнению. Обратим его, как интегральное уравнение Вольтерра второго рода: 

1

1
0

( ) ( , ) ( ) ( ),v x Г x t v t dt h x= +∫                                                      (27) 

где ядро ( , )Г x t  и его правая часть 1( )h x  выражаются в терминах резольвенты ( , )R x t  ядра 
2( )x t−  и данных функций ( ), 1,3, ( )i y i xϕ ψ= , при том [ ] [ ] [ ]1( , ) ( 0,1 0,1 ), ( ) 0,1 .Г x t C h x C∈ × ∈  

Как видно, выражение (27) есть интегральное уравнение Фредгольма второго рода. Из един-
ственности решения исходной задачи вытекает разрешимость этого уравнения. Таким образом, 
функцию ( )v x  можно определить из уравнения (27). Далее, найдя функцию ( )v x , в области 2D  

по формуле (21) определим решение ( , )u x y  задачи, а в 1D  как решение уравнения (1) при 0y >  

с краевыми условиями (2) и ( ,0) ( ).u x xτ=  

Решение задачи (1) и (2), ( ,0) ( )u x xτ=  удовлетворяет интегральному уравнению, согласно 
[1]: 

1
1

0
0 0

( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) ,
y

u x y u x y d G x y z d
λ ξ ξ η ξ η η
π

= − ∫ ∫                                   (28) 

0 1
0

1
( , ) ( , ;0, ) ( )

y

u x y G x y dξξ η ϕ η η
π
= −

∫ 1

0

( , ;0, ) ( )
y

G x y dξ η ϕ η η −∫  

2
0

( , ;1, ) ( )
y

G x y dξξ η ϕ η η− +∫ }
1

0

( , ; ,0) ( ) ,G x y dξ ξ τ ξ ξ∫  

где ( , , )G x yξ η  есть функция Грина краевой задачи (1), (2), ( ,0) ( )u x xτ=  уравнения 

0xxx yu u− = .           (29) 

Эта вышеупомянутая функция Грина ( , , )G x yξ η  описывается посредством фундаментальных 

решений (29): 
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1
( , , ) , ,

1 1
3 3( ) ( )

0, ,

x
u x y f y

y y

y

ξξ η η

η η
η

  
  

−  = >  
   − − 

 ≤

1
( , , ) , ,

1 ( )
3( )

0, ,

x
v x y y

y

y

y

ξξ η ϕ η
η

η
η

  −= >  −  


−
 ≤

 

3 3
2 22 2( ) ,1 13 3 3 3 3 3

3 3

z
f z I z I z

π
    
    

= +    
    

    

3 3
2 22 2( ) ,1 13 3 3 3 3 3

3 3

z
z I z I z

πϕ
    
    

= −    
    

    

 

где ( )vI z  – функция Бесселя. Функции f(z) и (z)ϕ  именуются функциями Эйри и удовлетворяют 

уравнению ''( ) ( ) / 3 0.t z zt z+ =  
В [2] рассмотрена однозначная разрешимость уравнения (28), а по формуле (21) можно ре-

шить задачу Коши. 
При вышесказанных предположениях относительно 1λ  и 2λ , а именно при 

3
2

1 2( ) ,λ λ≥ − 3 2
1 2 2 13 , 0λ λ λ π λ≥ − + >  исследована однозначная разрешимость поставленной задачи 

для смешанного гиперболо-параболического уравнения третьего порядка со спектральным пара-
метром. 
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It is commonly known that equations of mixed type are partial differential equations that belong to 

different types in different parts of the domain under consideration. For example, the equation may be-
long to the elliptic type in one part of the domain and to the hyperbolic type in another one; these parts 
are separated by a transition line, at which the equation degenerates into parabolic or undefined. 

In 1923, the Italian mathematician F. Tricomi considered a boundary value problem for one equa-
tion of mixed elliptic-hyperbolic type (later named after him) in a domain bounded in the upper half-
plane by the Lyapunov curve, and in the lower half-plane by the characteristics of the equation that 
emerge from the ends of this curve; the boundary conditions were then set on the curve and on one of 
the characteristics. The solution had to be continuous in the closure of the domain, continuously differ-
entiable within it, and twice continuously differentiable in the upper (elliptic) and lower (hyperbolic) 
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subdomains; for the first derivatives of the solution, singularities of integrable order were allowed near 
the ends of the curve. Tricomi proved the existence and uniqueness of the solution to the problem in the 
specified class; when proving the existence, he reduced the problem to a singular integral equation. 

The article studies an analogue of the Tricomi problem for a third-order hyperbolic-parabolic equa-
tion of mixed type with a spectral parameter. The uniqueness and existence of a solution to the problem 
are proved. The uniqueness of the solution to the problem is proved by the method of energy integrals, 
and the existence of the solution is proved by the method of reduction to the Fredholm integral equation 
of the second kind, the solvability of which follows from the uniqueness of the solution to the problem. 

Keywords: hyperbolic-parabolic equation; Tricomi problem; equation of mixed type; boundary 
value problem; integral equations. 
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РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНОЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
С ИЗВЕСТНЫМ ЗНАЧЕНИЕМ НА ПРЯМОЙ 
 
А.О. Мамытов 
Ошский государственный университет, г. Ош, Киргизская Респу�блика 
E-mail: mamytov1968@list.ru 
 

Определения либо ядра, либо правых частей интегро-
дифференциальных уравнений, или значения либо начальных, либо крае-
вых условий для интегро-дифференциальных уравнений, либо определения 
правой части для интегро-дифференциального уравнения с переопределе-
нием во внутренней точке по дополнительной информации о решении ис-
ходной задачи называют обратными задачами. Математические модели со-
временных проблем геофизики, океанологии, атмосферы, физики, техники 
и других наук описываются с помощью интегро-дифференциальных урав-
нений с частными производными четвертого порядка. Предлагаемая статья 
посвящена разрешимости обратной задачи, т. е. восстановлению ядра в на-
чально-краевой задаче для интегро-дифференциального уравнения с 
частными производными четвертого порядка с известным значением иско-
мого решения на прямой x = x0, 0 < x0 < 1, то есть с переопределением во 
внутренней прямой. Нами впервые доказана существование и единствен-
ность решения рассматриваемой обратной задачи. Для достижения постав-
ленной цели нами использованы известные методы: метод сведения обрат-
ной задачи к линейному интегральному уравнению Вольтерра второго ро-
да, метод функций Грина для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка с однородными краевыми условиями. При решении 
поставленной обратной задачи найдены достаточные условия существова-
ния и единственность решения обратной задачи по восстановлению ядра в 
интегро-дифференциальном уравнении в частных производных четвертого 
порядка. Сначала с помощью преобразований и функции Грина исходная 
задача сводится к эквивалентной задаче, для которой доказывается теорема 
существования и единственности решения. Далее с помощью методов тео-
рии обратных задач составляются три интегральных уравнения Вольтерра 
второго рода и доказывается существование и единственность решения 
систем интегральных уравнений Вольтерра второго рода.  

Ключевые слова: обратная задача; интегро-дифференциальные уравнения с 
частными производными; ядра; функция Грина. 

 

Введение. Обычно определения либо ядра, либо правых частей интегро-дифференциальных 
уравнений, или значения либо начальных, либо краевых условий для интегро-дифференциальных 
уравнений, либо определения правой части для интегро-дифференциального уравнения с переоп-
ределением во внутренней точке по дополнительной информации о решении исходной задачи 
называют обратными задачами. 

Почти во всех сферах науки и техники, при решении практических задач, обратные задачи 
занимают особое место. Математические модели современных проблем геофизики, океанологии, 
атмосферы, физики техники и других наук описываются с помощью дифференциальных уравне-
ний с частными производными четвертого порядка. Различные обратные задачи рассмотрены в 
работах [1–5]. 

Наша статья посвящена разрешимости обратной задачи, т. е. восстановления ядра в началь-
но-краевой задаче для интегро-дифференциального уравнения четвертого порядка с известным 
значением искомого решения на прямой 0 0, (0,1)x x x= ∈ . 

Нами доказано существование и единственность решения поставленной обратной задачи.  
Для достижения поставленной цели нами использованы: метод сведения обратной задачи к 

линейному интегральному уравнению Вольтерра второго рода, метод функций Грина для обык-
новенных дифференциальных уравнений второго порядка с однородными краевыми условиями.  
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При решении поставленной обратной задачи найдены достаточные условия существования и 
единственность решения обратной задачи по восстановлению ядра в интегро-дифференциальном 
уравнении в частных производных четвертого порядка. 

Постановка задачи. Исследуем линейное неоднородное интегро-дифференциальное урав-
нение четвертого порядка в частных производных: 

0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )
t

tt xxtt xx ssu t x u t x u t x K t s u s x ds f t x , t xα β= + + − + ∈Ω∫ ,  (1) 

с начальными условиями: 
(0, ) ( ), (0, ) ( ), 0 1,tu x x u x x xϕ ψ′= = ≤ ≤     (2) 

однородными краевыми условиями: 
( ,0) ( ,1) 0, 0 ,u t u t t T= = ≤ ≤             (3) 

а также с известным значением искомого решения ( , )u t x  на прямой 0 0, (0,1)x x x= ∈ : 

0( , ) ( ), [0, ],u t x g t t T= ∈               (4) 

где постоянные 0,0 , 0 Tβ α< < <  известны, ( , )f t x  – известная функция, ( )K t  и ( , )u t x  – 
неизвестные функции, {( , ) | 0 1, 0 }x t x t TΩ = < < < ≤ . 

Ставится вопрос: при каких условиях в области Ω  существует единственное решение 
{ ( ), ( , )}K t u t x  обратной задачи (1)–(4)? 

Пусть выполняются следующие условия: 
U1. Известная функция ( , )f t x  непрерывна в замкнутом прямоугольнике 

{( , ) | 0 1, 0 }x t x t TΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

U2. 
2( ), ( ) [0,1], (0) (1) 0, (0) (1) 0x x Cϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ∈ = = = = . 

U3. 
3

0[0, ], ( ) (0)g C T x gϕ∈ = . 

Лемма 1. Пусть 0, , ,R
βγ α β
α

= − > ∈  тогда резольвента ( , )R t s  ядра ( , ) ( )K t s t sγ= − , 

{ }( , ) ( , ) : 0t s G t s s t T∈ = ≤ ≤ ≤
  
определяется однозначно и в явном виде: 

( )( , ) sh ( ) , ( , )R t s t s t s Gγ γ= − ∈ .                   (5) 

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно доказать следующее равенство 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , )
t

s

R t s K t R s d K t s t s Gτ τ τ= + ∈∫ . 

Для проверки этого равенства мы вставляем выражения для ядра ( , ) ( )K t s t sγ= −
 
и 

резольвенты ( )( , ) sh ( )R t s t sγ γ= − : 

( )( , ) ( , ) ( , ) ( ) sh ( ) ( )
t t

s s

K t R s d K t s t s d t sτ τ τ γ τ γ γ τ τ γ+ = − − + − =∫ ∫  

( ) ( )( )ch(0) sh ( ) ( ) sh ( ) ( , ).
t

s
t s s t s t s R t s

τ

τ
γ γ γ τ γ γ γ

=

=
= − − + − + − = − =  

Лемма 1 доказана. 
Лемма 2. Пусть ( ) [0,1]f x C∈  и 0α > , тогда решение двухточечной краевой задачи 

1
''( ) ( ) ( ), (0,1), (0) (1) 0z x z x f x x z z

α
− = ∈ = =  

можно записать с помощью функции Грина [6]: 
1

0

( ) ( , ) ( )z x G x f dξ ξ ξ= ∫ , 

где 
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2

2 2

2

2 2

sh sh
1 1

, 0 1,
2 2 2 2

1 1

( , )

sh sh
1 1

, 0 1.
2 2 2 2

1 1

x x

x x

e
e e e e x

e e

G x

e
e e e e x

e e

α ξ ξ
α α α α

α α

α ξ ξ
α α α α

α α

ξ ξ
α αα α ξ

ξ
ξ ξ

α αα α ξ

− −

−−

  
   
   − − + − ≤ ≤ ≤   
   − −      =

        − + + + ≤ ≤ ≤      − −     

 

Введем обозначение 
( , ) ( , ).ttv t x u t x=                                                                  (6) 

Интегрируя (10) по переменной t , имеем: 

0

( , ) ( , ) ( )
t

tu t x v s x ds C x= +∫ , 

где С(х) – произвольная функция.  
Учитывая начальное условие (0, ) ( )tu x xψ′ = , выберем С(х) так, чтобы выполнялось это 

начальное условие:  
0

0

(0, ) ( , ) ( ) ( ) ( )tu x v s x ds C x C x xψ= + ⇒ =∫ . 

Отсюда получаем: 

0

( , ) ( , ) ( )
t

tu t x v s x ds xψ= +∫ .                                                         (7) 

Далее, интегрируя (7) по переменной t , имеем: 

1
0 0 0

( , ) ( , ) ( ) ( )
t t

u t x v s x dsd x dt C x
τ

τ ψ= + +∫ ∫ ∫ , 

где С1(х) – произвольная функция.  
Учитывая начальное условие (0, ) ( )u x xϕ= , выберем С1(х): 

0 0

1 1
0 0 0

(0, ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v s x dsd x dt C x C x x
τ

τ ψ ϕ= + + ⇒ =∫ ∫ ∫ . 

Для двойного интеграла 
0 0

( , )
t

v s x dsd
τ

τ∫ ∫ , используя формулу Дирихле, получаем: 

0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
t t t t t t

s s

v s x dsd v s x d ds v s x ds d t s v s x ds
τ

τ τ τ= = = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Отсюда получаем: 

0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
t

u t x t s v s x ds x t xψ ϕ= − + +∫                                                (8) 

Учитывая обозначение (6) интегро-дифференциальное уравнение (1) запишем в виде: 

0

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
t

xx xxv t x v t x u t x K t s v s x ds f t xα β= + + − +∫ ,                               (9) 

а интеграл 
0

( ) ( , )
t

K t s v s x ds−∫  можно записать в виде  
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0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )
t t

K t s v s x ds K s v t s x ds− = −∫ ∫ .                                             (10) 

Дифференцируя соотношение (8) дважды по переменной x , получаем 

0

( , ) ( ) ( , ) ''( ) ''( )
t

xx xxu t x t s v s x ds x t xψ ϕ= − + +∫ .                                        (11) 

Подставляя выражения (10) и (11) в уравнение (9), получим: 

0 0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , )
t t

xx xxv t x v t x t s v s x ds x t x K s v t s x ds f t xα β βψ βϕ= + − + + + − +∫ ∫ , 

или 

0 0

1 1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , )

t t

xx xxv t x v t x t s v s x ds x t x K s v t s x ds f t x
β β βψ ϕ

α α α α α α
− = − − − − − − −∫ ∫ .(12) 

Учитывая лемму 1, получим 

 

( )
0

0 0

1 1 1
( , ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , )

1 1 1
( ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , ) .

t

xx

t s

v t x v t x x t x K s v t s x ds f t x

sh t s v s x x s x K v s x d f s xds

γψ γϕ
α α α

γ γ γψ γϕ τ τ τ
α α α

− = + − − − +

 
− + + − − − 

 
 

+

∫

∫ ∫

 (13) 

На основании обозначения (6) из однородных краевых условий (3) имеем: 
( ,0) ( ,1) 0, 0 .v t v t t T= = ≤ ≤                                     (14) 

Применяя лемму 2 к задаче (13), (14), получаем интегральное уравнение Вольтерра вторго 
рода: 

1

0 0

1 1
( , ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , )

t

v t x G x t K s v t s ds f tξ γψ ξ γϕ ξ ξ ξ
α α


= + − − − +




∫ ∫  

( )
0 0

1 1 1
sh ( ) ( , ) ''( ) ''( ) ( ) ( , ) ( , ) .

t s

t s v s s K v s d f s ds dγ ξ γψ ξ γϕ ξ τ τ ξ τ ξ ξ
α α α

 
+ − + + − − − 
   

∫ ∫    (15) 

Пусть  

( )
1

0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) sh ( )

tf t f t
F t x G x t s t s ds d

ξ ξξ γψ ξ γϕ ξ γ ψ ξ γϕ ξ γ ξ
α α

  ′′ ′′ ′′ ′′= + − + + − −     
∫ ∫ (16) 

Тогда интегральное уравнение (15) примет вид: 
1

0 0

1 1

0 0 0 0 0

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).

t

t t s

v t x G x R t s v s d ds

G x K s v t s d ds R t s G x K v s d d ds F t x

ξ ξ ξ
α

ξ ξ ξ ξ τ τ ξ τ ξ
α α

= −

− − − − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

          (17) 

Нетрудно заметить, что в равенстве (17) при 0t = : 
(0, ) (0, ), [0,1].v x F x x= ∈                                                        (18) 

Дифференцируя равенство (17) по переменной t  и учитывая соотношение (18), имеем 
1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1
( , ) ( , ) (0, ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

t t

t t tv t x G x F d K t G x R t s v s d ds G x K s v t s d dsξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
α α α
 

+ = − − − 
  
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

1

0 0 0

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).

t s

t tG x R t s K v s d d ds F t xξ τ τ ξ ξ τ
α

− − +∫ ∫ ∫               (19) 
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Теперь в полученном соотношении (19) полагаем, что 0x x= . Учитывая условие (4) и соот-
ношение (8), мы получаем следующее равенство: 

1 1 1

0 0 0
0 0 0 0 0

1 1 1
( , ) (0, ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

t t

t tG x F d K t G x R t s v s d ds G x K s v t s d dsξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
α α α
 

= − − − 
  
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

1

0 0
0 0 0

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) '''( ).

t s

t tG x R t s K v s d d ds F t x g tξ τ τ ξ ξ τ
α

− − + −∫ ∫ ∫         (20) 

Таким образом, для определения неизвестных ( ), ( , ), ( , )tK t v t x v t x  мы получили систему нели-
нейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода (17), (19) и (20). 

Нами доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть выполняются условия U1, U2, U3 и неравенство 
1

0
0

1
( , ) (0, ) 0G x F dξ ξ ξ

α
≠∫ . То-

гда при достаточно малом значении 0T >  обратная задача (1)–(4) имеет единственное решение 

{ }( , ), ( )u t x K t  в классе [ ] [ ]( ) [ ]2,2 0, 0,1 0, .C T C T× ×  

Причем [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )2,2( , ) 0, 0,1 ( , ) 0, 0,1xxttu t x C T u t x C T∈ × ⇔ ∈ × . 
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SOLVABILITY OF THE INVERSE INITIAL-BOUNDARY VALUE P ROBLEM  
WITH A KNOWN VALUE ON THE LINE 
 
A.O. Mamytov 
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The definitions of either the kernel or the right-hand sides of integro-differential equations, or the 
values of either the initial or boundary conditions for integro-differential equations or the definition of 
the right-hand side for an integro-differential equation with over determination at an interior point based 
on additional information about the solution of the original problem is called inverse problems. Mathe-
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matical models of modern problems of geophysics, oceanology, atmosphere, physics, technology and 
other sciences are described using integro-differential equations with partial derivatives of the fourth 
order. The present article is devoted to the solvability of the inverse problem, that is, the recovery of the 
kernel in the initial-boundary value problem for a fourth-order integro-differential equation with partial 
derivatives with a known value of the desired solution on the straight line x = x0, 0 < x0 < 1, that is, with 
a new definition in the inner line. The authors have proved for the first time the existence and unique-
ness of the solution of the inverse problem under consideration. Well-known methods are used to 
achieve this goal: the method of reducing the inverse problem to a linear integral Volterra equation of 
the second kind, the method of Green's functions for ordinary differential equations of the second order 
with homogeneous boundary conditions. When solving the formulated inverse problem, sufficient con-
ditions for the existence and uniqueness of the solution of the inverse problem of recovering the kernel 
in a fourth order partial integro-differential equation are found. First, using transformations and the 
Green's function, the original problem is reduced to an equivalent problem, for which a theorem on the 
existence and uniqueness of a solution is proved. Further, using the methods of the theory of inverse 
problems, three Volterra integral equations of the second kind are compiled and the existence and 
uniqueness of the solution of systems of Volterra integral equations of the second kind are proved. 

Keywords: inverse problem; integro-differential equation with partial derivatives; kernels; Green's 
function. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-КОНЕЧНОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА 
 

М.А. Сагадеева, Л.М. Фаткуллина, О.В. Уфимцева 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация  
E-mail: sagadeevama@susu.ru 
 

Основной целью данной статьи является доказательство сходимости 
численного решения нестационарной системы леонтьеского типа с началь-
но-конечным условием. Нестационарные системы леонтьевского типа воз-
никают при исследовании динамических балансовых моделей экономики. 
Отметим, что нестационарность системы описывается с помощью скаляр-
ной функции, на которую умножена одна из матриц системы. Также под-
черкнем, что отличительной чертой систем леонтьевского типа является 
вырожденность матрицы при производной по времени, что обусловлено 
тем, что некоторые виды ресурсов экономических систем невозможно за-
пасти. В данной статье вместо стандартного начального условия использу-
ется начально-конечное условие, которое для экономических систем может 
интерпретироваться как учет показателей не только в начальный момент 
времени, но и показателей, которые будут достигнуты в конечный момент 
времени. Ранее решение такой задачи было изучено и описано с помощью 
контурных интегралов. Однако, для большеразмерных систем такой вид 
решения не очень удобен, поэтому в данной статье предлагается описание 
численного решения без использования контурных интегралов, а также ис-
следуется сходимость данного численного решения. 

Ключевые слова: относительно регулярные матрицы; задача Коши; задача 
Шоуолтера–Сидорова; аппроксимации разрешающих потоков матриц; сходи-
мость численного решения. 

 

Введение 
При построении математических моделей экономических систем и процессов широко ис-

пользуются балансовые модели [1,2]. Использование динамических моделей позволяет описать 
процесс изменения экономических показателей, установить непосредственную взаимосвязь меж-
ду предыдущими и последующими этапами развития и тем самым приблизить анализ на основе 
экономико-математической модели к реальным условиям развития экономической системы. 
Кроме того отметим, что реальные модели обычно имеют большую размерность. 

Рассмотрим в nR  динамическую балансовую модель в виде нестационарной системы леон-
тьевского типа 
 ),()()()( tftMxtatxL +=ɺ  (1) 

где ML,  – квадратные матрицы порядка n , причем 0det =L . Здесь +→ R];0[: Ta  – скаляр-
ная функция, описывающая изменение во времени параметров взаимовлияния значений иссле-
дуемой системы, а матрица M  – ),( pL -регулярна (т. е. существует С∈µ  такая, что 

0)det( ≠− MLµ , и бесконечно удаленная точка является полюсом матриц-функции 1)( −− MLµ  

порядка 0N∈p , здесь и далее NN ∪≡ }0{0 ). Вектор-функция nTf R→];0[:  описывает 

внешние воздействия на систему. Отметим, что условие вырожденности системы 0det =L  явля-
ется одной из отличительных черт систем леонтьевского типа, описывающих балансовые модели 
экономики, так как ресурсы определенного типа запасти нельзя [2]. Кроме того заметим, что ба-
лансовые модели зачастую имеют нестационарный вид, т. е. матрицы, входящие в систему (1), 
зависят от времени [3]. 

Системы леонтьевского типа являются конечномерным аналогом уравнений соболевского 
типа [4–6]. Данное исследование проведено в рамках теории вырожденных разрешающих се-
мейств операторов [5]. Нестационарные уравнения соболевского типа впервые были рассмотре-
ны в работе [7], далее для исследования таких уравнений было предложено использовать вырож-
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денные потоки операторов, которые являются аналогами разрешающих (полу)групп операторов 
[5] в стационарном случае. Разрешающие потоки матриц для нестационарных систем леонтьев-
ского типа рассмотрены в работе [8]. 

При решении прикладных задач возникают ситуации, когда часть условий на искомую век-
тор-функцию нам известна в начальный момент времени, а остальные условия, в силу учета осо-
бенностей моделируемого процесса, нам известны в конечный момент времени. В таком случае 
адекватно рассматривать начально-конечные условия [9] для систем леонтьевского типа. Началь-
но-конечную задачу будем рассматривать в следующем виде: 
 0))((,0))0(( 00 =−=− TT xTxPxxP , (2) 

где TPP ,0  – матрицы, с помощью которых задаются условия в начальный и конечный моменты 

времени, а векторы n
Txx R∈,0  описывают желаемые значения системы в начальный и конеч-

ный моменты времени соответственно. Начально-конечные условия могут быть применены при 
изучении различных математических моделей (см., например, [10–13]). Отметим, что начально-
конечные условия являются обобщением [14] условий Шоуолтера–Сидорова [15], которые при 
исследовании вырожденных операторно-дифференциальных уравнений являются более естест-
венными, так как снимают необходимость проверять согласование начальных данных [16]. 

Основной целью данной статьи является построение численного решения задачи (1), (2) без 
использования контурных интегралов, а также исследование сходимости этого решения. Числен-
ные решения начальных задач для систем леонтьевского типа исследуются, например, в работах 
[16–18]. 

Статья кроме введения, заключения и списка литературы содержит две части. В первой при-
водится необходимая информация для описания решений начальных задач для систем леонтьев-
ского типа, для которых разрешающие семейства матриц описаны с помощью предельных пере-
ходов. Во второй части приводится основной результат статьи, а именно построено численное 
решение начально-конечной задачи (1), (2) и показана его сходимость к точному решению. 
 

Решение начальных задач для нестационарной системы леонтьевского типа 
Пусть ML,  – квадратные матрицы порядка n , причем 0det =L . Рассмотрим в nR  неста-

ционарную систему леонтьевского типа 
 ),()()( tMxtatxL =ɺ  (3) 

где +→ R];0[: Ta  – скалярная функция, описывающая изменение во времени параметров взаи-

мовлияния значений исследуемой системы, вектор-функция nTx R→];0[:  искомая. 

Будем называть матрицу M  ),( pL -регулярной, если существует С∈µ  такая, что 

0)det( ≠− MLµ , и бесконечно удаленная точка является полюсом матриц-функции 1)( −− MLµ  

порядка 0N∈p . Этот термин является аналогом термина «регулярный пучок матриц ML −µ » 

К. Вейерштрасса [19]. 

Лемма 1 [8]. Пусть матрица M  ),( pL -регулярна )1,0( −= np . Тогда существуют проек-
торы, задаваемые с помощью матриц 

( ) ( ) .)(lim,)(lim
111111 +−

∞→

+−

∞→
−=−= p

kk

p

kk
MLLQLMLP  

Определение 1. Вектор-функция )];;0([1 nTCx R∈  называется решением (3), если подста-

новка этой вектор-функции в уравнение (3) делает его верным тожеством. Решение )(txx =  
уравнения (3) будем называть решением задачи Коши 
 00)( xtx =  (4) 

для уравнения (3) (коротко, задачи (3), (4)), если оно удовлетворяет условию Коши (4) при неко-

тором nx R∈0 . 

Определение 2. Вектор-функция )];,0([1 nTCx R∈  называется решением (1), если подста-
новка этой вектор-функции в уравнение (1) делает его верным тожеством при некоторой вектор-
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функции nTf R→],0[: . Решение )(txx =  уравнения (1) будем называть решением задачи 
Шоуолтера–Сидорова  
 0))(( 00 =− xtxP  (5) 

для уравнения (1) (коротко, задачи (1), (5)), если оно удовлетворяет условию (5) при некотором 
nx R∈0 . 

Используя аппроксимации Хилле–Уиддера–Поста [20] для матриц разрешающего потока [8], 
получим справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1 [8]. Пусть матрица M  обратима и ),( pL -регулярна )1,0( −= np , а функция 

)];,0([1
+

+∈ RTCa p . Тогда для любой вектор-функции nTf R→];0[: , такой что 

)];;0([ nTCQf R∈  и )];;0([)( 1 np
n TCfQE R+∈− , а также для любого начального значения 

nx R∈0  существует единственное решение )];,0([1 nTCx R∈  задачи Шоуолтера–Сидорова 

(1), (5), которое имеет вид 
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Если дополнительно выполнено условие согласования 
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то функция (6) является единственным решением задачи Коши (4) для уравнения (1). 
Здесь и далее через nE  обозначена единичная матрица размера n . Отметим, что условие об-

ратимости матрицы M  в теореме 1 не является ограничительным, так как при проведении заме-
ны в системе (1) всегда можно добиться его выполнения (подробнее см. в [8]). 
 

2. Численное решение начально-конечной задачи для нестационарной системы леонтьев-
ского типа 

Пусть ML,  – квадратные матрицы порядка n , такие что 0det =L , а матрица M  ),( pL -

регулярна )1,0( −= np . Для постановки начально-конечной задачи обычно применяются спек-
тральные проекторы [9–14], которые задаются с помощью контурных интегралов. Однако в ко-
нечномерном случае такое задание матриц-условий можно упростить. Именно, представим мат-
рицу P  из леммы 1 в виде суммы двух матриц TPPP += 0 , причем эти матрицы TPP ,0  описы-

вают проекторы в nR , т. е. обладают теми же свойствами, что и матрица P . С помощью этих 
матриц задаются начально-конечные условия 
 0))((,0))0(( 00 =−=− TT xTxPxxP  (7) 
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с n
Txx R∈,0  описывающие желаемые значения в начальный и конечный моменты времени для 

нестационарной системы леонтьевского типа 
 ),()()()( tftMxtatxL +=ɺ              (8) 

где +→ R];0[: Ta  – скалярная функция, описывающая изменение во времени параметров взаи-

мовлияния значений исследуемой системы, вектор-функция nTf R→];0[:  описывают внешние 

воздействия на систему. Отметим, что аналогично матрицам TPP ,0  существуют соответствую-

щие им матрицы TQQ ,0 , для которых также выполнено равенство TQQQ += 0  для матрицы 

Qиз леммы 1. 

Определение 3. Решение )];,0([1 nTCx R∈  уравнения (8) назовем решением начально-
конечной задачи (7), (8), если оно дополнительно удовлетворяет этому условию (7). 

Сформулируем теорему о виде решения начально-конечной задачи для нестационарной сис-
темы леонтьевского типа. 

Теорема 2. Пусть матрица M  обратима и ),( pL -регулярна )1,0( −= np , а функция 

)];,0([1
+

+∈ RTCa p . Тогда для любой вектор-функции nTf R→];0[: , такой что 

)];;0([ nTCQf R∈  и )];;0([)( 1 np
n TCfQE R+∈− , а также для любых значений n

Txx R∈,0  

существует единственное решение )];,0([1 nTCx R∈  начально-конечной задачи (7), (8), кото-
рое имеет вид 
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Справедливость данного утверждения следует из применения теоремы 1 к задаче (7), (8). 
В теореме 2 через )(tx  обозначено точное решение задачи (7), (8), а через )(txk  – прибли-

женное численное решение этой задачи. 
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 2, тогда приближенное решение )(txk  на-

чально-конечной задачи (7), (8) сходится к точному решению )(tx  этой задачи, причем выполне-

но неравенство ( ) ( ) constkx t x t k− ≤ . 

Доказательство. Для того, чтобы показать справедливость данного утверждения, предста-

вим решение (9) в виде )()()()()()( 04321 txtxtxtxtxtx ++++= , где )(txi  – предел соответст-

вующего слагаемого из (9). Покажем сходимость каждого из слагаемых )(txi
k  ( 4,3,2,1,0=i ). 

При достаточно больших k  для первых двух слагаемых решения имеют место неравенства  
1 1

1( ) ( )kx t x t C k− ≤ ,  2 2
2( ) ( )kx t x t C k− ≤  ( 21,СС  не зависят от k ), 
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которые справедливы в силу результатов из [21] для аппроксимации матриц разрешающих полу-
групп. Аналогично для третьего и четвертого слагаемого, используя оценки интегралов и резуль-
татов о сходимости из [21], получим неравенства вида 

3 3
3( ) ( )kx t x t C k− ≤ , 4 4

4( ) ( )kx t x t C k− ≤ , 

где 43,СС  также не зависят от k . Последнее слагаемое в решении также подчинено подобной 

оценке. 
В силу всех этих оценок мы получаем утверждение следствия. 
Заключение. В дальнейшем планируется применить полученные результаты при исследова-

нии конкретных моделей леонтьевского типа, а также для проведения вычислительных экспери-
ментов. Кроме того, в дальнейшем можно будет перейти к исследованию многоточечных началь-
но-конечных условий для систем леонтьевского типа. 
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The main purpose of the paper is to prove the convergence of a numerical solution to a non-
stationary Leontief-type system with an initial-final condition. Non-stationary Leontief-type systems are 
used in the study of dynamic balance models of the economy. Nonstationarity of systems is described 
using a scalar function, which is multiplied by one of the matrices of the system. The distinctive feature 
of Leontief-type systems is the matrix singularity at the derivative with time, which is due to the fact 
that some types of resources of economic systems cannot be stored. In the article, the initial-final condi-
tion is used instead of the standard initial condition, which for economic systems can be interpreted as 
taking into account indicators not only at the initial moment of time, but also indicators that will be 
achieved at the final moment of time. Previously, the solution of such a problem was studied and de-
scribed using contour integrals. However, this type of solution is not very convenient for large-
dimensional systems, so this article proposes a description of the numerical solution without the use of 
contour integrals, and also examines the convergence of this numerical solution. 

Keywords: relatively regular matrices; Cauchy problem; Showalter–Sidorov problem; approxima-
tions of resolving matrix flows; convergence of the numerical solution. 
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Исследуются условия разрешимости одного класса краевых задач для 
нелокального полигармонического уравнения в единичном шаре с усло-
виями Дирихле на границе, порожденного некоторой ортогональной мат-
рицей. Исследованы существование и единственность решения поставлен-
ной задачи Дирихле и построена функция Грина. 

Сначала устанавливаются некоторые вспомогательные утверждения: 
исследуется обратимость матрицы Вандермонда из корней m-й степени из 
единицы, затем находятся собственные векторы и собственные числа вспо-
могательной матрицы, порожденной коэффициентами нелокального опера-
тора задачи и, далее, находится обратная матрица к ней. Для доказательст-
ва единственности решения поставленной задачи устанавливается комму-
тативность граничных операторов и нелокального оператора задачи и по-
казывается, что если решение задачи существует, то это решение – поли-
гармоническая функция. Затем находятся условия единственности решения 
рассматриваемой задачи. Далее, на основании полученных выше вспомога-
тельных утверждений находятся условия существования решения нело-
кальной задачи. Решение этой задачи выписывается через решения вспомо-
гательных задач Дирихле для полигармонического уравнения в единичном 
шаре. Наконец, по известной функции Грина задачи Дирихле для полигар-
монического уравнения в единичном шаре строится функция Грина исход-
ной нелокальной задачи. 

Ключевые слова: нелокальный оператор; задача Дирихле; полигармониче-
ское уравнение; условия разрешимости; функция Грина. 

 

Введение. Понятие нелокального оператора и связанные с ним понятия нелокального диф-
ференциального уравнения и нелокальной краевой задачи появились в математике относительно 
недавно. Например, в [1] рассматриваются уравнения, содержащие дробные производные иско-
мой функции, уравнения с отклоняющимися аргументами, другими словами, уравнения, в кото-
рые входят неизвестная функция и ее производные, вообще говоря, для разных значений аргу-
ментов называются нелокальными дифференциальными уравнениями. 

Краевые и начально-краевые задачи для нелокальных аналогов классических уравнений ис-
следовались в работах [2–6]. Многочисленные приложения нелокальных уравнений и нелокаль-
ных краевых задач для эллиптических уравнений к задачам физики, техники и других отраслей 
науки подробно описаны в [7, 8]. Краевые задачи для эллиптических уравнений второго и чет-
вертого порядка с инволюцией, как частные случаи нелокальных задач, рассматриваются в [9–
13].  

Пусть { :| | 1}nx xΩ = ∈ <ℝ  – единичный шар в n
ℝ , 2n ≥ , а { :| | 1}nx x∂Ω = ∈ =ℝ  – единичная 

сфера и S – действительная ортогональная матрица TSS E= , для которой существует натураль-

ное число m∈ℕ  такое, что mS E= . Отметим, что если x∈Ω , или s∈∂Ω , тогда для любого 

k ∈ℕ  справедливы следующие включения: kS x∈Ω , или kS s∈∂Ω . Это так, поскольку преобра-

зование n
ℝ  матрицей S сохраняет норму 2 2| | ( , ) ( , ) | |Tx S Sx x Sx Sx Sx= = = . 

Рассмотрим нелокальный дифференциальный оператор  

( )
1

0

( ) ( )
m

l k
k

k

Lu x a u S x
−

=
≡ −∆∑ , 

где 0 1 1, ,..., ma a a −  – некоторые действительные числа и l ∈ℕ . Исследуем в Ω  следующую задачу.  
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Задача Дирихле. Найти функцию 2 1( ) ( ) ( )m mu x C C −∈ Ω ∩ Ω , удовлетворяющую следующим 
условиям:  

( ) ( ),Lu x f x x= ∈Ω  ,                                                              (1) 

( )
( ), 0,1, , 1

k

kk

u x
g x k m

ν ∂Ω

∂ = = −
∂

… ,                                                 (2) 

где ν – внешняя единичная нормаль к ∂Ω .  
Вспомогательные утверждения.  Для исследования поставленной выше задачи нам пона-

добятся некоторые вспомогательные утверждения.  
Лемма 1. Пусть 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы, тогда справедливо 

равенство 
10 1 1

0 0 0

0 1 1
1 1 1 1

0 1 1
1 1 1

1
.

m

m
T

m
m m m

M M
m

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ

−−

−
−

−
− − −

 
 
 ≡ = 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

…

…

 

Доказательство. Найдем ,i je  – элемент i -й строки и j -го столбца в произведении матрицы 

из левой части равенства и матрицы из правой части. Он равен 
1 1

, ,
0 0

0,1 1
( ) ,

1,

m m
k k k

i j i j i j i j
k k

i j
e

i jm m
µ µ µ µ δ

− −

= =

≠
= = = = =

∑ ∑  

поскольку i jµ µ  – тоже корень степени m  из единицы, не равный 1 при i j≠  и 2| | 1i i iµ µ µ= = . 

Поэтому произведение этих матриц равно E . Это доказывает лемму. 
Рассмотрим следующую матрицу, сформированную коэффициентами 0 1 1, , , ma a a −…  

0 1 1

1 0 2

1 2 0

m

m m

a a a

a a a
A

a a a

−

− −

 
 
 =
 
 
 

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

…

…
,                                                     (3) 

Лемма 2. Пусть µ  – корень степени m  из единицы и 
1

0

( ) ,
m

k
k

k

A aµσ µ
−

=
=∑                                                                (4) 

тогда для матрицы A  справедливо равенство 
0 0

0 1 1
1 1

1 0 2

1 11 2 0

( ) ,

m

m m

m m

a a a

a a a
A

a a a

µ

µ µ

µ µσ

µ µ

−

− −

− −

    
    
     =    
    
       

⋮ ⋮

…

⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋯

…

 

т. е. вектор 0 1 1m ( , , , )m T
µ µ µ µ −= …  – собственный вектор матрицы A , а ( )Aµσ  – собственное 

значение, ему отвечающее. Если 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы, то 

собственные вектора 
0 1

m , ,m
mµ µ −

…  линейно независимы и 

0 1

1

0

det (a·m ) ( ) ( )
k m

m

k

A A Aµ µ µσ σ
−

−

=
= =∏ ⋯ , 

где 0 1 1a ( , , , )Tma a a −= … . 
Доказательство. Нетрудно видеть, что элемент i -й строки в произведении матрицы A  и 

вектора mµ  равен 
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1 1 1 1

0 0

·m
i m i m

row k k i k i i k i
i m k i k i m k i k i

k k i k k i

A a a a aµ µ µ µ µ µ µ
− − − −

− −
+ − − + − −

= = = =
= + = + =∑ ∑ ∑ ∑  

1 1 1

0 0

( ) .
m m i m

i k k i k i
k k k

k m i k k

a a a Aµµ µ µ µ µ σ µ
− − − −

′ ′ ′
′ ′ ′

′ ′ ′= − = =

 
= + = = 

 
∑ ∑ ∑  

Здесь в первой сумме из второй строчки была сделана замена индекса m k i k′+ − =  и учтено, 

что k m kµ µ′ ′− = , а во второй сумме замена индекса k i k′− = . Следовательно, m ( )mA Aµ µ µσ= . 

Первое утверждение леммы доказано.  

В силу леммы 1 матрица 
0 1

(m , ,m )
m

TM µ µ −
= …  обратима и, значит, неособенная, а поэтому ее 

ранк по строкам равен m , т. е. они линейно независимы. Далее, поскольку определитель матри-
цы равен произведению ее собственных чисел, то имеем 

0 1
det ( ) ( )

m
A A Aµ µσ σ

−
= ⋯  и поскольку 

1

0

( ) a·m ,
m

k
k

k

A aµ µσ µ
−

=
= =∑  

то 

0 1

1

0

det ( ) ( ) (a·m )
m k

m

k

A A Aµ µ µσ σ
−

−

=
= = ∏⋯ . 

Поскольку 0 1 1, , , mµ µ µ −…  тоже различные корни степени m  из единицы, то 

0 1
det ( ) ( )

m
A A Aµ µσ σ

−
= ⋯ .  Лемма доказана.  

Лемма 3. Пусть матрица A  построена на числах 0 1 1, , , ma a a −… , а матрица B  на числах 

0 1 1, , , mb b b −… , тогда матрицы A  и B  коммутируют AB BA=  и матрица AB имеет структуру мат-

риц A  и B . Если 10 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы и ( ) 0
k

Aµσ ≠ , 

0,1, , 1k m= −… , то 

0 1 1
1

1 0 21

0
, 0, 1

1 2 0

1 1

( )
k

m
m

m m
j i

k k i j m

c c c

c c c
A

m A
c c c

µµ σ

−
−

− −−
−

= = −

 
  
  =
  

   
 

≡∑
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

…

…
, 

где 
1

0

1
, 0,1, , 1

( )
k

jm
k

j
k

с j m
m Aµ

µ
σ

−

=
= = −∑ …                                                 (5) 

и, значит, матрица C  имеет структуру матрицы A . 
Доказательство леммы опустим.  
Замечание 1. Поскольку 

1 1
( )

( )
k

k
A

Aµ
µ

σ
σ

− = , 

то при 1µ =  верны равенства 
0

1

1

( )
m

j
j

aAσ
−

=
=∑  и 1

1

1

0

( )
m

i
i

сAσ
=

−
−

= ∑ , а значит 
1 1

0 0

1
m m

j i
j i

a c
− −

= =
=∑ ∑ . 

 

Единственность решения задачи 
Лемма 4. [5, лемма 3.1] Оператор ( ) ( )SI u x u Sx=  и оператор Лапласа ∆  коммутируют 

( ) ( )S SI u x I u x∆ = ∆  на функциях 2( )u C∈ Ω . Оператор 
1

( )
i

n

i x
i

x u x
=

Λ =∑  и оператор SI  также комму-

тируют ( ) ( )S SI u x I u xΛ = Λ  на функциях 1( )u C∈ Ω  и верно равенство T
S SI I S∇ = ∇ . 

Следствие 1. Если функция ( )u x  – l -гармоническая в Ω , то функция ( ) ( )Su Sx I u x=  тоже  
l -гармоническая в Ω . 
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Действительно, в силу леммы 4 ( ) 0lu x∆ = ⇒  ( ) ( ) 0l l
S SI u x I u x∆ = ∆ = . 

Отсюда следует, что если функция ( )u x  – полигармоническая в Ω , то она удовлетворяет од-
нородному уравнению (1) в Ω . 

Верно и обратное утверждение.  

Лемма 5. Пусть функция 2 ( )lu C∈ Ω  удовлетворяет однородному уравнению (1) и 

( ) 0
k

Aµσ ≠  при 0,1, , 1k m= −… , где 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы, 

тогда функция ( )u x  является l -гармонической в области Ω . 

Доказательство. Пусть функция 2 ( )lu C∈ Ω  удовлетворяет однородному уравнению (1). 
Обозначим 

1

0

( ) ( )
m

k
k

k

v x a u S x
−

=
=∑ .                                                             (6) 

Очевидно, что 2( ) ( )lv x C∈ Ω  и ( ) ( ) 0,l v x x−∆ = ∈Ω , т. е. функция ( )v x  является l -

гармонической в области Ω . В силу следствия 1 функции ( )kv S x  тоже l -гармонические в облас-

ти Ω . С другой стороны из (6), в силу условия mS E= , имеют место равенства  
1

1 0 2

2 1
2 1 3

1 1
1 2 0

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ... ( )

...........................................................................

( ) ( ) ( ) ... ( )

m
m m

m
m m m

m m

v Sx a u x a u Sx a u S x

v S x a u x a u Sx a u S x

v S x a u x a u Sx a u S x

−
− −

−
− − −

− −

= + + +

= + + +

= + + +

.                                  (7) 

Таким образом, для функций 1( ), ( ), , ( )mu x u Sx u S x−
…  получаем систему алгебраических урав-

нений (6), (7) с матрицей A  из (3) 

0 1 1

1 0 2

1 1
1 2 0

( ) ( )...

( ) ( )...

( ) ( )

m

m m

m m

v x u xa a a

v Sx u Sxa a a

a a av S x u S x

−

− −

− −

    
    
    =
    
       

    

⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

. 

По условию леммы, в силу леммы 2, определитель этой системы не обращается в нуль. Вос-

пользуемся леммой 3. Первая строка матрицы 1A−  имеет вид ( )0 1 1с , ,...,
T

mс с с −= , где jс  при 

0,1, , 1j m= −…  находятся из (5) и значит  
1

1
0 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

j m
j m

j

u x c v S x c v x c v Sx c v S x
−

−
−

=
= = + + +∑ … .                               (8) 

Как отмечалось выше, функции ( )jv S x  при 0,1, , 1j m= −…  – l -гармонические функции в 
Ω , а значит, функция ( )u x  из (8) также является l -гармонической в области Ω . Лемма доказана. 

Теорема 1. Пусть 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы, выполнены ус-

ловия ( ) 0
k

Aµσ ≠ , 0, , 1k m= −…  и решение задачи Дирихле (1), (2) существует, тогда оно един-

ственно. 
Доказательство. Докажем, что однородная задача (1), (2) имеет только нулевое решение, а 

значит, решение неоднородной задачи (1), (2) единственно. Пусть u(x) – решение однородной 
задачи (1), (2). Если ( ) 0

k
Aµσ ≠  (4), при 0, , 1k m= −… , то по лемме 5 функция ( )u x  является l -

гармонической в области Ω и удовлетворяет однородным условиям (2). Следовательно, функция 
u(x) – решение следующей задачи Дирихле 

( )
( ) 0, ; 0, 0,1,. 1

k
m

k

u x
u x x  k m

ν ∂Ω

∂∆ = ∈Ω = = −
∂

… . 

В силу единственности решения задачи Дирихле имеем ( ) 0u x ≡  в Ω . Теорема доказана. 
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Существование решения задачи Дирихле. В этом разделе исследуем существование реше-
ния задачи Дирихле (1), (2).  

Теорема 2. Пусть 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы и 
1

0

( ) 0
k i

m
i
k

i

A aµσ µ
−

=
= ≠∑ , ( ) ( ), ( ) ( ), 0,1,..., 1m j

jf x C g x C j mλ λ+ −∈ Ω ∈ ∂Ω = − . Тогда решение задачи 

Дирихле (1), (2) существует, единственно и представляется в виде 
1

0

( ) ( )
m

q
q

q

u x с v S x
−

=
=∑ ,                                                              (9) 

где коэффициенты qc  определяются из (5), а ( )v x  – решение следующей задачи Дирихле 

1

0

( )
( ) ( ) ( ), ; ( ) ( ), 0,1, , 1,

j m
l k

k j jj
k

v x
v x f x x a g S x h x j m x

ν

−

=∂Ω

∂−∆ = ∈Ω = ≡ = − ∈∂Ω
∂

∑ … .        (10) 

Доказательство. Пусть ( )u x  – решение задачи Дирихле (1), (2). Обозначим  
1

0

( ) ( )
m

k
k

k

v x a u S x
−

=
=∑ . 

Тогда для функции ( )v x , в силу леммы 4, получаем задачу (10):  ( ) ( ) ( )l v x f x−∆ =  и 
1 1

0 0

( )
( ) | ( ) ( )

j jm m
k k

k k j jj j
k k

v x u
a S x a g S x h x

ν ν

− −

∂Ω
= =∂Ω

∂ ∂= = =
∂ ∂

∑ ∑ . 

Если ( ) ( ), 0,1, , 1l j
jg x C j mλ+ −∈ ∂Ω = −… , то 

1

0

( ) ( ) ( )
m

k l j
j k j

k

h x a g S x C λ
−

+ −

=
= ∈ ∂Ω∑ . Известно (см., 

например, [14]), что для заданных функций ( )f x  и 
1

0

( ) ( )
m

k
j k j

k

h x a g S x
−

=
= ∑  решение задачи (10) 

существует и единственно. Как и в случае теоремы 1 между функциями ( )v x  и ( )u x  получаем 
алгебраическое соотношение вида ,AU V=  где  

( )1( ), ( ), , ( )
TmU u x u Sx u S x−= … , ( )1( ), ( ), , ( )

TmV v x v Sx v S x−= … . 

Если 
1

0

( ) 0
k i

m
i
k

i

A aµσ µ
−

=
= ≠∑ , то в силу утверждения теоремы 1 неизвестная функция ( )u x  од-

нозначно определяется через функцию ( )v x  по формуле (9).  
Пусть наоборот – функция ( )v x  является решением задачи (10). Покажем, что функция ( )u x , 

определяемая по формуле (9), удовлетворяет всем условиям задачи (1), (2).  

Действительно, если ( ) ( ), ( ) ( ), 0,1, , 1l j
jf x C g x C j mλ λ+ −∈ Ω ∈ ∂Ω = −… , то будем иметь 

2( ) ( ) ( )l lv x C C λ+∈ Ω ∩ Ω . Отсюда получим 2( ) ( ) ( )l lu x C C λ+∈ Ω ∩ Ω . Поэтому, согласно лемме 2, 
имеем в Ω  равенство 

1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q q

m m m m
l l q l q

q q q qS S
q q q q

u x c v S x c I v x c I f x c f S x
− − − −

= = = =
−∆ = −∆ = −∆ = =∑ ∑ ∑ ∑ . 

Будем считать индексы коэффициентов qc  по модулю m . Тогда, если считать 1 1mc c− −= , то, 

поскольку mS E= , получаем 
1 2

1 1
1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m

m m q q
S q q m

q q

I u x u Sx c f S x c f S x c f x
− −

+ +
−

= =
−∆ = −∆ = = + =∑ ∑  

1 1

1 1 1
1 0

( ) ( ) ( )
m m

q q
q q

q q

c f x c f S x c f S x
− −

− − −
= =

= + =∑ ∑ . 
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Аналогично если считать 2 2mc c− −= , то найдем 
1 2

2 1 1
1 1 2

0 0

1 1

2 2 2
1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

m m
m q q

q q m
q q

m m
q q

q q
q q

u S x c f S x c f S x c f x

с f x c f S x с f S x

− −
+ +

− − −
= =

− −

− − −
= =

−∆ = = + =

= + =

∑ ∑

∑ ∑
 

Продолжая этот процесс, считая p m pс с− −= , получим 

1

0

( ) ( ) ( )
m

m p q
q p

q

u S x с f S x
−

−
=

−∆ =∑ , 

где 0, , 1p m= −… . Учитывая полученные равенства, запишем 
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
m m m m m

l p q q
p p q p p q p

p p q q p

a u S x a c f S x f S x a c
− − − − −

− −
= = = = =

−∆ = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Вспоминая значения pc  из (5) и ( )
k

Aµσ  из (4) вычислим 

1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

( )

( ) ( )

1 1 1

( )

1 k

k k k

qq p qm m m m m m m
kp qk k

p q p p p k k
p p k k p k k

a c a a
m m m m

A

A A A
µ

µ µ µ

µ σµ µ
µ µ

σ σ σ

−− − − − − − −

−
= = = = = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Учитывая, что { }0, , 1k s m∀ ∃ ∈ −…  
(2 )

q
i sq m

k e
π

µ
−

= , будем иметь 
1

0

1, 0 mod( )

0, иначе,

m

p q p
p

q m
a c

−

−
=

=
= 


∑                                                   (11) 

и значит уравнение (1) удовлетворяется 
1

0

( ) ( ) ( )
m

m p
p

p

a u S x f x
−

=
−∆ =∑ . 

Проверим граничные условия задачи (2). При x∈∂Ω  имеем 
1

0

( ) ( ), 0,1,..., 1
m

j
k j k

j

h x a g S x k m
−

=
= = −∑ , 

откуда, считая индексы коэффициентов ja  по модулю m  ( 1 1ma a− −= ), запишем 

1 2
1 1

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
m m

j j
k j k j k m k

j j

h Sx a g S x a g S x a g x
− −

+ +
−

= =
= = + =∑ ∑  

1 1

1 1 1
1 0

( ) ( ) ( )
m m

j j
k j k j k

j j

a g x a g S x a g S x
− −

− − −
= =

= + =∑ ∑  

и аналогично по индукции будем иметь 
1 2

1 1 1
1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m

p p j j
k S k j p k j p k m p k p k

j j

h S x I h S x a g S x a g S x a g x a g x
− −

− + +
− + − + − −

= =
= = = + = +∑ ∑  

1 1

1 0

( ) ( )
m m

j j
j p k j p k

j j

a g S x a g S x
− −

− −
= =

+ =∑ ∑ . 

Поэтому в силу леммы 4 
1 1 1 1

0 0 0 0

( ) ( )
( ) ( )

k k pm m m m
p j

p p k p j p kk k
p p p j

u x v S x
c c h S x c a g S x

ν ν

− − − −

−
= = = =∂Ω ∂Ω

∂ ∂= = = =
∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑  

1 1

0 0

( )
m m

j
k j p p

j p

g S x a c
− −

−
= =

= ∑ ∑ . 
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Учитывая равенство (11) и соглашение ,q m q q m qa a c c+ −= = , найдем 

1 1 1 1

0 0 1 0 1 0

1, 0

0,

j jm m m m

j p p j p p j p m p m q j q q j q q j q
p p p j q q j q

j
a с a с a с a с a с a c

j q

− − − −

− − − + − − − −
= = = + = = + =

=
= + = + = =  ≠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Тогда 
1 1

0 0

( )
( ) ( ), 0,1, , 1

k m m
j

k j p p kk
j p

u x
g S x a c g x k m

ν

− −

−
= =∂Ω

∂ = = = −
∂

∑ ∑ … , 

и значит, граничные условия (2) для функции ( )u x  выполнены. Теорема доказана. 
Далее, обозначим через ( , )G x y  функцию Грина задачи Дирихле (10). Отметим, что явный 

вид функции Грина ( , )G x y  для шара построен различными способами в работах [14–16]. Напри-
мер, в работе [14] показано, что функция ( , )G x y  имеет вид 

( )
( , )

2 2 1 1
,

1

, | | ( 1)
g x y

m n m n
m nG x y K x y t t dt− − −= − −∫ , 

где  

( ), 2

1 1
( , ) ,

(2 2)!
m n

n

x
g x y y x K

x y x mω
= − =

− −
. 

Теорема 3. Пусть 0 1 1, , , mµ µ µ −…  – различные корни степени m  из единицы и 
1

0

( ) 0
k i

m
i
k

i

A aµσ µ
−

=
= ≠∑ , ( ) ( )f x Cλ∈ Ω  и ( ) 0, 0,1, , 1jg x j m= = −… . Тогда решение задачи (1), (2) 

представляется в виде ( ) ( , ) ( )Su x G x y f y dy
Ω

= ∫ , где 
1

0

( , ) ( , )
m

q
S q

q

G x y с G S x y
−

=
=∑ , а коэффициенты qc  

при 1, ,q l= …  находятся из (5). 
Доказательство. Как известно, решение задачи Дирихле (10) в случае 

( ) 0, 0,1, , 1jg x j m= = −…  представляется в виде ( ) ( , ) ( )v x G x y f y dy
Ω

= ∫ . Поэтому 

( ) ( , ) ( ) , 0,1, , 1q qv S x G S x y f y dy q m
Ω

= = −∫ … . 

Далее, на основании теоремы 2, подставляя это значение ( )qv S x  в равенство (9) для решения 
( )u x  задачи (1), (2) получим искомое представление. Теорема доказана. 
Исследование выполнено при поддержке грантового финансирования Комитета науки Ми-

нистерства образования и науки Республики Казахстан в рамках научного проекта 
№ АР08855810 и финансовой поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 
16.03.2013 г.), соглашение № 02.A03.21.0011. 
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The paper studies the solvability conditions for one class of boundary value problems for a nonlocal 
polyharmonic equation in the unit ball with Dirichlet conditions on the boundary generated by a certain 
orthogonal matrix. The existence and uniqueness of the solution to the posed Dirichlet problem are in-
vestigated and the Green's function is constructed.  

First, some auxiliary statements are established: the inversability of the Vandermonde matrix of the 
mth roots of unity is investigated, then the eigenvectors and eigenvalues of the auxiliary matrix generated 
by the coefficients of the nonlocal operator of the problem are found, and then the inverse matrix to it is 
obtained. To prove the uniqueness of the solution to the problem, the commutativity of the boundary 
operators and the nonlocal operator of the problem is established, and it is shown that if a solution to the 
problem exists, then this solution is a polyharmonic function. Then the conditions for the uniqueness of 
the solution to the problem under consideration are obtained. Further, on the basis of the auxiliary state-
ments obtained above, conditions for the existence of a solution to the nonlocal problem are found. The 
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solution to this problem is written out through the solution of auxiliary Dirichlet problems for the poly-
harmonic equation in the unit ball. Finally, using the well-known Green's function of the Dirichlet prob-
lem for the polyharmonic equation in the unit ball, the Green's function of the original nonlocal problem 
is constructed.  

Keywords: nonlocal operator; Dirichlet problem; polyharmonic equation; solvability conditions; 
Green's function. 
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ДВУХЗОННОЙ ДВУХТОЧЕЧНОЙ 
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 
Д.А. Турсунов, Г.А. Омаралиева 
Ошский государственный университет, г. Ош, Киргизская Респу�блика 
E-mail: dtursunov@oshsu.kg 
 

Исследуется асимптотическое поведение решения двухточечной крае-
вой задачи на отрезке для линейного неоднородного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения второго порядка с малым параметром при стар-
шей производной. Существенные особенности задачи – присутствие малого 
параметра перед производной второго порядка от искомой функции, суще-
ствование двухслойного пограничного слоя на левом конце отрезка при 
х = 0 и негладкость решения соответствующей невозмущенной краевой за-
дачи. Требуется построить равномерное асимптотическое разложение ре-
шения двухзонной двухточечной краевой задачи на единичном отрезке с 
любой степенью точности при стремлении малого параметра к нулю. Из-за 
второй и третьей особенности задачи так легко невозможно построить 
асимптотическое разложение решения по малому параметру известными 
асимптотическими методами. При решении поставленной задачи нами ис-
пользуются: методы интегрирования обыкновенных дифференциальных 
уравнений, метод малого параметра, классический метод пограничных 
функций, обобщенный метод пограничных функций и принцип максимума. 
Задача решается в два этапа: на первом этапе строится формальное разло-
жение решения двухточечной краевой задачи, а на втором этапе приводится 
обоснование этого разложения, т. е. оценивается остаточный член разложе-
ния. На первом этапе формальное асимптотическое решение ищется в виде 
суммы трех решений: гладкое внешнее решение на всем отрезке; классиче-
ское погранслойное решений в окрестности х = 0, которое экспоненциально 
убывает вне погранслоя и промежуточное погранслойное решение при х = 0, 
которое степенным характером убывает вне погранслоя. Построенное 
асимптотическое разложение решения двухточечной краевой задачи явля-
ется асимптотическим в смысле Эрдей.  

Ключевые слова: асимптотическое решение; малый параметр; двухзонная 
задача; бисингулярная задача; двух точечная краевая задача; обыкновенное 
дифференциальное уравнение с малым параметром. 

 
Введение. Как нам известно, математическими моделями многих задач науки и техники яв-

ляются обыкновенные дифференциальные уравнения с малыми параметрами при старшей произ-
водной [1–3]. Например, тесно связанные между собой два процесса можно описать с помощью 
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка  

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1).y x p x y x q x y x f x xε ε εε + + = ∈  

Первый процесс – распределение тепла в движущейся среде, зависящее только от x  и не за-
висящее от времени. Здесь ε  описывает малую теплопроводность, а функция ( )p x  – скорость 
среды. Второй процесс – случайное блуждание частицы на рассматриваемом промежутке, здесь 

( )p x  – средняя скорость движения, малая дисперсия обозначена через ε  [3]. 
Проведенные исследования и увеличение числа публикаций по теории возмущений 

доказывают, что дифференциальные уравнения с малым параметром при старшей производной 
или сингулярно (бисингулярно) возмущенные дифференциальные уравнения составляют само-
стоятельную область математики, так как они представляют большой прикладной интерес, [1–
12].  

Постановка задачи. Рассмотрим следующую двухточечную краевую задачу 
4 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),y x x p x y x q x y x f x xε ε εε ε+ − = ∈                                 (1) 

(0) , (1) ,y a y bε ε= =                                                             (2) 
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где 0 1ε< ≪ , ,a b  – известные постоянные, 0 ( ),0 ( ), ( )p x q x f x< <  – бесконечно дифференцируе-

мые известные функции при [0,1]x∈ , 0 00 (0) , 0 (0)p p q q< = < = , a ' ( )y xε  – искомая функция, 
зависящая от малого параметра ε. 

Нам известно, что при 0ε >  существует единственное решение двухточечной краевой 
задачи [3, с. 116]. От нас требуется построить полное асимптотическое приближение решения 
двухточечной краевой задачи с любой степенью точности при малом ε , т. е. когда 0ε → . 

Особенности задачи. Уравнение (1) называется возмущенным, так как в нём присутствует 
малый параметр ε. Для начала определим особенности возмущенной задачи (1), (2).  

Соответствующее невозмущенное уравнение (ε = 0): 
2 ( ) '( ) ( ), (0,1)x p x y x f x x= ∈ɶ  

является обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка, поэтому в общем слу-
чае решение этого уравнения не может удовлетворить двум краевым условиям (2), т.е. возмуще-
ние является сингулярным – первая особенность.  

Попробуем построить внешнее асимптотическое решение двухточечной краевой задачи (1), 
(2), которое будем искать в виде степенного ряда по малому параметру, т. е. в следующем виде: 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n

nZ x z x z x z x z xε ε ε ε= + + + + +                                      (3) 
Подставляя (3) в двухточечную краевую задачу (1) и (2), имеем: 

4 2

0 0 0

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),k k k
k k k

k k k

z x x p x z x q x z x f x xε ε ε ε ε
∞ ∞ ∞

= = =
+ − = ∈∑ ∑ ∑  

2
0 1 2(1) (1) (1) ... (1) ...n

nz z z z bε ε ε+ + + + + =  
или, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε , получим 

2
4 1 0'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1), {0,1,2,...},k k kz x x p x z x q x z x f x x k N− −+ − = ∈ ∈ =  

0(1) 0, (1) 0, ,kz z k N= = ∈  

где ( ) 0, 0.sz x s≡ <  

При k = 0 имеем: 2
0 0( ) ' ( ) ( ), (0,1), (1)x p x z x f x x z b= ∈ = , 

интегрируя, получаем: 0 02
1

( ) 1
( ) ( ) , 0;

( )

x f s
z x ds b z x O x

xs p s

 = + ⇒ = → 
 

∫  

при k = 1 имеем: 2
1 0 1( ) ' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0x p x z x q x z x x z= ∈ = , 

интегрируя, получаем: 0
1 12 2

1

( )z ( ) 1
( ) ( ) , 0.

( )

x q s s
z x ds z x O x

s p s x

 = ⇒ = → 
 

∫  

Методом математической индукции можно доказать, что  

1

1
( ) , 0.n n

z x O x
x +

 = → 
 

 

Поэтому ряд (3) представим в виде: 
2

0 1 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...,
n

nZ x z x z x z x z x
x x x x x x xε

ε ε ε   = + + + + +   
   

ɶ ɶ ɶ ɶ                           (4) 

где 0 0(1) , (1) 0, , (0,1), .k mz b z k N z C m N∞= = ∈ ∈ ∈ɶ ɶ ɶ  
Заметим, что с ростом номера n растет и особенность в точке х = 0. Ряд (4) теряет свойство 

асимптотического ряда, когда (0, ]x ε∈ . Эта особенность является второй. 
Таким образом, рассматриваемая задача является бисингулярной [3]. 
Еще одна дополнительная особенность заключается в том, что в окрестности особой точки 

х = 0 существуют две погранслойные функции: одна из них экспоненциально убывает вне погра-
ничного слоя, а вторая степенным образом убывает вне пограничного слоя.  

Основной результат. Асимптотическое приближенное решение двухточечной краевой зада-
чи (1), (2) будем искать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ),y x V x W tε ε ε µ τ= + + Π                                                       (5) 
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где 
0 0 0

1
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),k k k

k k k
k k k

V x v x W t w tε ε µε ε τ µ π τ
ε

∞ ∞ ∞

= = =
= = Π =∑ ∑ ∑  3, ,x t xε µ τ ε µ= = = . 

Формально подставляя (5) в (1), имеем: 
4 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),V x x p x V x q x V x f x H x xε ε ε εε ε+ − = − ∈                       (6) 

2 1'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0, ),W t t p t W t q t W t H x tε ε ε εε ε ε ε −+ − = ∈                           (7) 
2 3 3 3'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) 0, (0, ),p qµ µ µτ µτ µ τ τ µ τ τ τ µ−Π + Π − Π = ∈                          (8) 

где ,0 ,1 ,0 ,1
0

( ) ( ), ,k
k k k k

k

H x h h x h hε ε
∞

=
= + −∑ пока неизвестные постоянные. 

Подставляя (5) в граничные условия (2), получаем: 
1 3(0) (0) (0), (1) ( ) ( ),a V W b V Wε ε µ ε ε µε µ− −= + + Π = + + Π  

отсюда запишем 
(1) ,V bε =                                                                       (9) 

1( ) 0,Wε ε − =                                                                  (10) 

2 2
3(0) (0) (0), ( ) 0, 0.a V Wµ µµ µ µ µ−Π = − − Π → →                            (11) 

Из (6) и (9) при k = 0 имеем: 
2

0 0,0 0,1 0( ) ' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1)x p x v x f x h h x x v b= − + ∈ = , 

интегрируя, получаем: 0,0 0,1
0 2

1

( ) ( )
( )

( )

x f s h h s
v x ds b

s p s

− +
= +∫ . 

По условию задачи 
( )

0

(0)
[0,1] ( )

!

k
k

k

f
f C f x x

k

∞
∞

=
∈ ⇒ =∑ . 

Если 0,0 0,1(0), '(0)h f h f= = , то 0 [0,1]v C∞∈ . 

Из (6) и (9) при k = 1 имеем:  
2

1 0 1,0 1,1 1( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0x p x v x q x v x h h x x v= − + ∈ = , 

интегрируя, получаем: 0 1,0 1,1
1 2

1

( ) ( ) ( )
( )

( )

x q s v s h h s
v x ds

s p s

− +
= ∫ . 

Пусть ( )1,0 0 1,1 0 0 0(0) (0), '( ) ( ) ( ) ' ( ) xh q v h q x v x q x v x == = + , тогда 1 [0,1]v C∞∈ . 

Аналогично определяя ( ), 2,3,...kv x k=  из соотношения 
2

4 1 ,0 1,1'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),k k k kv x x p x v x q x v x h h x x− −+ − = − + ∈  

получаем 

1 4 ,0 ,1
2

1

( ) ( ) '' ( ) ( )
( )

( )

x
k k k k

k

q s v s v s h h s
v x ds

s p s

− −− − +
= ∫ , 

и здесь выбираем ,0 ,1, , 2,3,...k kh h k=  так чтобы [0,1], 2,3,...kv C k∞∈ = , т.е. 

,0 1 4 ,1 1 1 4(0) (0) '' (0), '(0) (0) (0) ' (0) ''' (0)k k k k k k kh q v v h q v q v v− − − − −= − = + − . 

Уравнение (7) запишем в виде 
2 1

,0 ,1 1( ) ' ( ) ( ) ( ) '' ( ), (0, ).k k k k kt p t w t q t w t h h t w t tε ε ε ε −
−− = + − ∈  

Учитывая условие (10), при k = 0 имеем 

0,0 0,1 1 1
0 0 02 2

( )
' ( ) ( ) , (0, ), ( ) 0

( ) ( )

h h tq t
w t w t t w

t p t t p t

εε ε ε
ε ε

− −+
− = ∈ = , 

интегрируя это уравнение, получаем: 



Турсунов Д.А., Асимптотика решения двухзонной 
Омаралиева Г.А. двухточечной краевой задачи 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2021, том 13, № 2, С. 46–52 

49 

2 2
1 1

2
1

( ) ( )

( ) ( )0,0 0,1
0 ( )
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t q s q s
ds dst

h hs p s s p s

p
w t e e d

ϕ

ε ε

ε ε
εϕε ε

ϕ εϕ
ε

ϕ− −

−

−
+∫ ∫

= ∫ . 

Докажем, что 0( )w t  ограничена при 0t → . 

2 2 2 2
1 1 1 1

1 1

2
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )0,0 0,1 0,0 0,1
0 2

( )

( )0,0 0,1 0,0 0,1
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( )( )

( ) (
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t

q s q s q s q s
ds ds ds dst t
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w t e e d e d e
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e
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ε ε ε ε
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ε ε ε ε
ε ε ε ε

ε ε

ε
ε

εϕ εϕ
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εϕϕ εϕ

ε
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− −

−

− − 
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 
 
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∫+ +
= − +

∫ ∫

2 2
1 1

1

( ) ( )

( ) ( )0,0 0,1 ,
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t q s q s
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s p s s p sh h
e e d

q

ϕ

ε ε

ε ε
ε ε

ε

εϕ
ϕ
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−

−∫ ∫′+ 
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0,0
0(0)

(0)

h
w

q
= −  и 1

0( ) 0,w ε − =  а также 1
0 [0, ]w C ε∞ −∈ .  

При k ∈ N имеем: 

,0 ,1 1 1 1
2 2

'' ( )( )
' ( ) ( ) , (0, ), ( ) 0

( ) ( )
k k k

k k k

h h t w tq t
w t w t t w

t p t t p t

εε ε ε
ε ε

− − −+ −
− = ∈ = , 

интегрируя дифференциальное уравнение первого порядка с краевым условием, получаем: 

2 2
1 1

1

( ) ( )

( ) ( ),0 ,1 1
2

'' ( )
( ) , .

( )

t q s q s
ds dst

s p s s p sk k k
k

h h w
w t e e d k N

p

ϕ

ε ε

ε ε
ε ε

ε

εϕ ϕ
ϕ

ϕ εϕ
− −

−

−
−

∫ ∫+ −
= ∈∫  

Отсюда следует, что k,0 1'' (0)
(0)

(0)
k

k

h w
w

q
−−

= − , 1( ) 0kw ε − =  и 1[0, ]kw C ε∞ −∈ . 

Рассмотрим теперь задачу (8), (11). Задачу (8), (11) запишем в виде 
3

0 0 0'' ( ) ( ) 0, (0, ),qπ τ π τ τ µ−− = ∈                                                 (12) 
3 3

0 1 1 0 0'' ( ) ( ) ( , , , ' ,..., , ' ), (0, ), ,k k k k kq k Nπ τ π τ τ µ τ π π π π τ µ −
− −− = Φ ∈ ∈                     (13) 

3
0 0 0 0(0) (0) (0), ( ) 0, 0,a v wπ π µ µ−= − − → →                             (14) 

3
2 2

3
2 1 2 1

(0) (0) (0), ( ) 0, 0, ,

(0) 0, ( ) 0, 0, ,

k k k k

k k

v w k N

k N

π π µ µ

π π µ µ

−

−
− −

= − − → → ∈

= → → ∈
                    (15) 

где функция 3
1 1 0 0( , , , ' ,..., , ' )k k kτ µ τ π π π π− −Φ  линейно зависит от переменных 1 1 0 0, ' ,..., , 'k kπ π π π− −  

и полиномиально зависит от 3иτ µ τ . 
Решение задачи (12), (14) представимо в виде 

0
0 0 0( ) ( (0) (0))e ,qa v w τπ τ −= − −  

Решения задач (13), (15) тоже существуют, единственны и экспоненциально убывают при 
τ→∞, (µ→0): 

0 0
2 ( ) ( (0) (0))e ( , )e ,q q
k k k kv w Pτ τπ τ τ µτ− −= − + +  

0
2 1 2 1( ) ( , )e ,q
k kP τπ τ τ µτ −

− −=  

где ( , )sP τ µτ  – полиномы, при τ = 0: (0,0) 0sP ≡ . 

Таким образом, полностью определены функции ( ), ( ), ( )V x W tε ε µ τΠ . Оценим остаточный 

член асимптотического приближения (5). Пусть  
2

,
0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n n n
k k k

k k k n
k k k

y x v x w t R xε εε ε µ π τ
ε= = =

= + + +∑ ∑ ∑                             (16) 

тогда подставляя (16) в задачу (1)–(2), получаем 
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4 2 1/ 2
, , ,'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) , (0,1),n

n n nR x x p x R x q x R x xε ε εε ε ε ++ − = Ψ ∈                           (1) 
3(0) /

, ,(0) 0, (1) ( ), 0q
n nR R O e µ

ε ε µ−= = →                                            (2) 

где , ( )nR xε  – остаточный член ряда, 

3 5 7
3 2 1

3
2 1 2 2 0 0

( ) ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( )

( , , , ' ,..., , ' ).

n n n n n n

n n n

q x v x v x v x v x v x w tµ µ µ µ µ µ

τ µ τ π π π π
− − −

+

Ψ = + + + + + +

+Φ
 

Для задачи (1)–(2), применяя теорему 26.2 [3, с. 116], получаем оценку для остаточного чле-
на: 

1/ 2
,| ( ) | , 0 const .n

nR x c cε ε −≤ < −  

Вывод. Нами построено полное асимптотическое приближение решения по малому парамет-
ру двухточечной краевой задачи на отрезке для линейного неоднородного обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка с малым параметром при старшей производной. Ис-
следованная задача отличается от ранее исследованных задач тем, что в окрестности левой гра-
ничной точки х = 0 существует двухслойный пограничный слой, также решение соответствую-
щей невозмущенной задачи не является гладкой функцией. Поэтому одним классическим мето-
дом пограничных функций невозможно решить задачу. Сначала формальное асимптотическое 
приближение исследуемой задачи построили обобщенным и классическим методами погранич-
ных функций, затем с помощью принципа максимума получили оценку для остаточной функции 
построенного ряда. Полученный ряд является асимптотическим в смысле Эрдей. 
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION TO A TWO-BAND TWO-POINT  BOUNDARY 
VALUE PROBLEM 
 
D.A. Tursunov, G.A. Omaralieva 
Osh State University, Osh, Kyrgyz Republic 
E-mail: dtursunov@oshsu.kg 
 

The article investigates the asymptotic behavior of the solution of a two-point boundary value prob-
lem on an interval for a linear inhomogeneous ordinary differential equation of the second order with a 
small parameter at the highest derivative. The essential features of the problem are the presence of a 
small parameter in front of the second-order derivative of the desired function, the existence of a two-
dimensional boundary layer at the left end of the segment at x = 0, and the non-smoothness of the solu-
tion to the corresponding unperturbed boundary value problem. It is required to construct a uniform as-
ymptotic expansion of the solution to a two-zone two-point boundary value problem on a unit interval, 
with any degree of accuracy, as the small parameter tends to zero. Due to the second and third features 
of the problem, it is not easy to construct an asymptotic solution expansion with respect to the small pa-
rameter using the known asymptotic methods. When solving the problem, the following methods are 
used: methods of integration of ordinary differential equations; the method of a small parameter; the 
classical method of boundary functions; and the generalized method of boundary functions and the 
maximum principle. The problem is solved in two stages: in the first stage, a formal expansion of the 
solution to the two-point boundary value problem is constructed, and in the second stage, the justifica-
tion of this expansion is given, i.e. the remainder term of the expansion is estimated. In the first stage, a 
formal asymptotic solution is sought in the form of the sum of three solutions: a smooth outer solution 
on the entire segment; classical boundary layer solution in the vicinity of x = 0, which exponentially de-
creases outside the boundary layer; and an intermediate boundary layer solution at x = 0, which de-
creases in power mode outside the boundary layer. The constructed asymptotic expansion of the solution 
to the two-point boundary value problem is asymptotic in the sense of Erdei. 

Keywords: asymptotic solution; small parameter, two-band problem; bisingular problem; two-point 
boundary value problem; ordinary differential equation with a small parameter. 
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EVOLUTION OF PLASTIC DEFORMATION AND TEMPERATURE 
AT THE REFLECTION OF A SHOCK PULSE FROM SUPERFICIES  
WITH A NANORELIEF OR WITH SUPPLIED NANOPARTICLES 
 

A.A. Ebel, A.E. Mayer   
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: ebelaa@susu.ru, mayerae@susu.ru 
 

Intense irradiation and high-speed collision of metals results in the forma-
tion and dissemination of shock compression pulses in them. The recent develop-
ment of experimental technology using high-power subpicosecond laser pulses 
makes it possible to obtain shock pulses of the picosecond range. A molecular dy-
namics simulation of high-speed collisions for aluminium samples is conducted. 
The presence of a nanorelief or precipitated nanoparticles on the back superficies 
of the sample may essentially enhance the rear splitting threshold. The coopera-
tion of a shock wave with a nanorelief or precipitated nanoparticles results in 
strong plastic deformation. Consequently, part of the compression pulse energy is 
spent on plastic deformation, which prevents spall destruction. The effect of in-
creasing the threshold can reach hundreds of meters per second in terms of colli-
sion speed and tens of gigapascals in amplitude of the incident shock wave. The 
distribution of shear strain and temperature in the sample is considered. It is 
shown that the maximum degree of deformation and maximum heating are ob-
served in those parts of the nanorelief, for which the greatest change in shape is 
observed. The maximum temperature reaches the melting point, but no obvious 
traces of melting are found, which may be related to the speed of the processes. 

Keywords: high speed impact; plastic deformation; molecular dynamics; nanore-
lief. 

 

Introduction 
High-speed collision [1, 2] and intense irradiation [3, 4] of metals results in the formation and des-

simination of shock compression pulses in them. The recent development of experimental technology 
using high-power sub-picosecond laser pulses makes it possible to obtain shock pulses of the picosecond 
range [2, 4, 5]. The method of molecular dynamics (MD) is often used in the theoretical study of the 
phenomenon of broken fragments. At the same time the study of the behavior of the nanometric zones of 
metals in the conditions of the model train [6–10] and the direct modeling of the formation and the 
elimination of shock waves triggered by a piston or a hammer [6, 11–16]. Despite the fact that only rela-
tively small system volumes and process times can be considered due to technical restrictions, MD mod-
eling offers several advantages. It offers the possibility of automatically taking into account the evolu-
tion of the structure of the material during high speed forming, at least qualitatively. The accuracy of the 
quantitative description is determined by the quality of the interatomic potentials used. 

Practically important is the question of the stability of the material to rear fragmentation and the in-
tensity of the threshold of the incident shock wave or the speed of impact of the threshold at which 
fragmentation will occur. The fragmentation threshold is determined by two factors: (i) the resistance of 
the material to tensile stresses; (ii) the relationship between the amplitude of the incident compression 
pulse and the amplitude of the expansion pulse reflected from the free superficy. The tensile strength of 
metals was carefully studied by modeling [6–9, 11–16], including the effect of [6–8], cavities [9, 12, 
16], grain boundaries [12–14], twins [15] inclusions. Also noteworthy is the problem of reducing the 
amplitude of the tensile wave that forms on the free superficy. 

If the free superficy is not flat and has protrusions or grooves, the uniaxial deformed state per-
formed in a plane shock wave will be replaced by a more complex deformed state when interacting with 
these relief elements. For example, when a shock wave enters cylindrical protrusions on the rear super-
ficy of the target, a discharge on the lateral superficies of the cylinders leads to a transition to a state of 
uniaxial tension. As a result, compressive and tensile stresses are limited by the dynamic yield strength. 
The process of interaction of the incident shock wave with the protrusions leads to intense plastic de-
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plastic deformation in the superficy layer, as a result of which part of the energy of the compression 
pulse is scattered. This should lead to a decrease in the amplitude of the expansion wave and, 
consequently, to an increase in the fragmentation threshold. A significant effect should be expected 
when the size of the reliefs or other elements in the relief are comparable to the width of the 
compression pulse. If the width of the compression pulse is much larger than the height of the 
protrusions or if the shock wave is strong enough, the allowed plastic deformation of the protrusions 
becomes insufficient to effectively suppress the reflected wave. The presence of protrusions in this case 
can lead to the development of Richtmyer–Mashkov instability and to release [17–19] jets, as in the case 
of liquids. Work is underway on modeling MD ejection stream from nanostructured metal superficite, 
initiated by sufficiently strong shock waves [18, 19]. At the same time, there are no MD studies 
regarding the effect of dorsal superfica relief on the scaling threshold. Also of interest is the 
investigation with MD with a similar effect in the presence of a layer of precipitated nanoparticles on a 
flat superficy. This article deals with the analysis of this effect. The development of the plastic 
deformation and temperature is considered after the reflection of an impact compression pulse from the 
superficy with nanorelief and with deposited nanoparticles. 
 

1. Problem Statement 
The molecular dynamic systems of samples from single-crystalline aluminum are considered. The 

direction of the x, y and z axes is chosen by the crystallographic directions [100], [010], and [001]. After 
initial thermalization for 2 ps in a thermostat at 300 K and in a barostat at zero pressure, the flat, superfi-
cial layer of thickness H (15 or 30 grating periods) received an additional velocity v, which along the x-
axis was normal to the boundary with the x was directed to rest of the system (Fig. 1) [20]. The lateral 
dimensions of the system were 30 lattice periods. The additional velocity was added to the thermal ve-
locity of each atom of this flat layer that played the role of a drummer. Either a cylindrical projection 
with a height of l and a diameter d or precipitated particles with a common layer thickness of 1 and 
different diameters d were set on the rear superficy of the target. The height l of the cylinder or the 
thickness of the layer of particles varied from 0, which corresponds to a flat back ultrafast, up to 60 
lattice parameters. The diameter d of the cylindrical protrusion or deposited nanoparticles also varied 
from 14 to 30 lattice periods. Note that we compared the strength of the samples with the same total 
thickness L, which includes the height of the protrusion or of the deposited particles. 

Molecular dynamics modeling was carried out using LAMMPS [21]. The calculations were made 
for aluminum using the interatomic potential [22]. Both potentials are based on the method of immersed 
atoms. The atomic configurations were visualized using the OVITO [23] program. The fault structure 
was visualized on the basis of a central symmetry parameter [24], which is zero for an ideal fcc network, 
and the difference of zero shows the degree of defect; the common neighbor analysis algorithm was also 
used [25, 26]. 

To reach a state of thermodynamic equilibrium before the collision started, a barostat and a Nose-
Hoover thermostat were used. After establishing the impact velocity, the calculations were made within 
the NVE set (the time energy E, the volume of the system V and the number of particles N are constant). 
Periodic boundary conditions have been specified along all axes. The calculation domain was chosen to 
be significantly larger than the size of the molecular dynamics system along the direction of the collision 
coinciding with the x axis. This ensured compliance with the conditions of the free superficy at the at-
tacker's border and the rear superficy of the target. A finished thickness beater generated a compression 
pulse composed of a shock wave followed by an unloading wave. Maximum compressive stresses were 
determined by the impact velocity v. In the case of the presence of protrusions or deposited 
nanoparticles on the back superficy (l > 0), this is equivalent to a sample with periodically located pro-
trusions [20, 27–29]. 

    
Fig. 1. Configuration of the MD system at the begin ning of the collision: a) the schematic model and b) the general view, 

the color shows the x component of the atom velocit y [20]  
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2. Discussion of Results 
Plastic deformation, as in the macroscopic case, is defined as irreversible deformation of the 

material after removal of the external load. The magnitude of the deformation is calculated through the 
derivatives with respect to the coordinates of the displacement of atoms from the initial state. In the con-
sidered problems, the removal of the load means the departure of the wave from the region near the back 
superficy. Thus, irreversibility is the main feature that allows us to distinguish plastic deformation, in-
cluding in molecular dynamics calculations. An indirect sign that the deformation is plastic is the magni-
tude of shear deformation: shear deformations greater than 0,1–0,2 correspond to the plastic mode. 

The magnitude of plastic deformation upon reflection of a shock pulse from a nanorelief superficy 
is analyzed. In Fig. 2 shows, in the case of a flat boundary, the distribution of shear strain calculated 
from the displacement of atoms [30]. Similarly calculated and shown in Fig. 3 distribution of shear 
strain in the case of a cylindrical protrusion and deposited nanoparticles. The magnitude of the deforma-
tion reaches one or more, which is substantially more than the possible elastic deformations. From this it 
follows that the presented distributions correspond precisely to plastic deformation. In this case, the 
zones of plastic deformation correspond to those parts of the nanorelief that have undergone the greatest 
change in shape when exposed to a shock wave. Also, the deformation corresponds to the region of the 
sample in which a spallation is formed in the case of a flat superficy (Fig. 2) and an incomplete spalla-
tion in the case of a nanorelief at a high impact velocity (Fig. 3). 

Plastic deformation is accompanied by heating of the material. The temperature distributions calcu-
lated from the average kinetic energy of a disordered motion are shown in Fig. 4, 5 for the same time 
points as the deformation in Fig. 2, 3. The greatest temperature increase is observed in the most de-
formed parts of the nanorelief and in the spall formation zone. The maximum temperature reaches the 
melting point, but no obvious traces of melting are found, which may be due to the speed of the proc-
esses. At later stages, thermal conductivity has a significant effect on the temperature distribution in the 
sample. 

 
Fig. 2. Shear deformation in the central section of  an aluminum target with a flat rear superficy; whe n the impactor speed 

is 1500 m/s and the total target thickness is 120 l attice parameters (48,6 nm) 
 

   
Fig. 3. Shear deformation in the central section of  an aluminum target with a hammer speed of 1500 m/s  and a total target 
thickness of 120 lattice parameters (48,6 nm): a) w ith cylindrical projections with l/H = 1; b) with deposited particles with 

l/ H = 1 (diameter of 30 lattice parameters (12,15 nm),  one layer) 
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Fig. 4. The temperature in the central section of t he aluminum target with a flat rear superficy; when  the impactor speed 

is 1500 m/s and the total target thickness is 120 l attice parameters (48,6 nm) 
 

  
Fig. 5. The temperature in the central section of t he aluminum target with a hammer speed of 1500 m/s and a total target 
thickness of 120 lattice parameters (48,6 nm): a) w ith cylindrical projections with l/H = 1; b) with deposited particles with 

l/H = 1 (diameter of 30 lattice parameters (12,15 nm), one layer) 
 

Conclusion 
A study of the molecular dynamics of high speed collisions for aluminum samples shows that the 

presence of cylindrical protuberances or nanoparticles deposited on the rear superficy of the sample can 
considerably increase the rear fractionation threshold. Note that the deposited nanoparticles make the 
free superficy more resistant to burst fracture initiated by the reflected compression pulse. The reason is 
that when a shock wave arrives at the rear of the superficy with protrusions, the discharge of the 
protrusions on the lateral superficy occurs, leading to severe plastic deformation. Consequently, part of 
the energy of the compression pulse is devoted to plastic deformation, which limits the amplitude of the 
stretching pulse and suppresses the destruction of the substance during tensile stresses. The effect of 
increasing the threshold can reach hundreds of meters per second in terms of collision speed and tens of 
gigapascals in amplitude of the incident shock wave. An analysis of the distribution of shear 
deformations and temperature in the sample shows that the maximum degree of deformation and 
maximum heating are observed in those parts of the nanorelief for which the greatest change in shape is 
observed. The maximum temperature reaches the melting point, but no obvious traces of melting were 
found, which may be related to the speed of the processes. 
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Интенсивное облучение и высокоскоростное столкновение металлов приводит к формирова-
нию и распространению в них импульсов ударного сжатия. Недавнее развитие эксперименталь-
ной техники с использованием мощных субпикосекундных лазерных импульсов позволяет полу-
чать ударные импульсы пикосекундного диапазона. В работе проведено молекулярно-
динамическое моделирование высокоскоростных столкновений для образцов алюминия. Наличие 
нанорельефа или осажденных наночастиц на задней поверхности образца может значительно 
увеличить задний порог расщепления. Взаимодействие ударной волны с нанорельефом или оса-
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жденными наночастицами приводит к сильной пластической деформации. В результате часть 
энергии импульса сжатия расходуется на пластическую деформацию, которая предотвращает 
разрушение откола. Эффект от повышения порога может достигать сотен метров в секунду по 
скорости столкновения и десятков гигапаскалей по амплитуде падающей ударной волны. Рас-
смотрено распределение деформации сдвига и температуры в образце. Показано, что максималь-
ная степень деформации и максимальный нагрев наблюдаются в тех частях нанорельефа, для ко-
торых наблюдается наибольшее изменение формы. Максимальная температура достигает точки 
плавления, но явных следов плавления не обнаружено, что может быть связано со скоростью 
протекания процессов. 

Ключевые слова: высокоскоростное воздействие; пластическая деформация; молекулярная 
динамика; нанорельеф. 
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The completion theorem for metric spaces is always proven using the space 
of Cauchy sequences. In this paper, we give a short and alternative proof of this 
theorem via Zorn’s lemma. First, we give a way of adding one point to an incom-
plete space to get a chosen non-convergent Cauchy sequence convergent. Later, 
we show that every metric space has a completion by constructing a partial or-
dered set of metric spaces. 

Keywords: Completion theorem; metric space; complete space; Zorn’s lemma. 
 
Introduction 

The completion theorem for metric spaces states that every metric space can be embedded in a 
complete metric space and the original space's image is dense in that complete space. In several sources, 
the proof is given by a classical method based on the space of the equivalence classes of all the Cauchy 
sequences, denoted by X̂ , of the given metric space X , see [1]. In this proof, it is shown that X̂  is a 
complete metric space, X  can be embedded in X

⌢
, the image of X  is dense in ̂X  and this completion 

is unique up to isometry. 
In this paper, we propose another way to prove the completion theorem by not using the embedding. 

We prove that if a metric space X  is not complete, there exists a complete metric space X̂  including 

X  such that X  is dense in ̂X , i.e. ˆ=X X . 
 
The proof 

Lemma 1. Let ( )X,d  be a metric space and ( )nx  be a Cauchy sequence that is not convergent 

in X . We define a new space { }=X X c∪ɶ  with the metric dɶ  as follows: 

( )

( )
( )
( )

, , , ,

, , = , ,lim
, =

, , , = ,lim

0, = = ,

n
n

n
n

d x y if x y X

d x y if x c y X
d x y

d x x if x X y c

if x y c

→∞

→∞

 ∈
 ∈
 ∈



ɶ  

where c  is an element that does not belong to X . Then, ( ),X dɶɶ  is a metric space satisfying the proper-

ties ( ) ( ), = ,d x y d x yɶ  for each x,y X∈ , lim n
n

x = c
→∞

 and =X Xɶ .   

Proof. By the reverse triangle inequality ( ) ( ) ( )n m n md x ,y d x ,y d x ,x− ≤ , the sequence ( ){ }nd x ,y  

is a Cauchy sequence in ℝ  because ( )nx  is a Cauchy sequence in X . Since ℝ  is complete, then 

( ){ }nd x ,y  is a convergent sequence for each y X∈ . Therefore, the function dɶ  is well-defined from 

X X×ɶ ɶ  to ℝ . Also, it is easy to see that dɶ  is a metric on the set Xɶ . Now, we show that the sequence 

( )nx  converges to c  in the metric space ( ),X dɶɶ . Given 0ε > , there exists a natural number εn  such 

that ( )n m
ε

d x ,x <
2

 for all εn,m > n . Then, we have  
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 ( ) ( ), = , <lim
2n n m

m
d x c d x x

ε ε
→∞

≤ɶ  

for each εn > n . This proves the above assertion and also proves that =X Xɶ . 

Lemma 2. Let ( ),X d  be a metric space included two complete metric spaces ( )1 1,Y ρ  and 

( )2 2,Y ρ  with the conditions ( ) ( )* *
1 , ,x x d x xρ =  and ( ) ( )* *

2 , ,x x d x xρ =  for every *,x x X∈ . If 

X  is both dense in ( )1 1,Y ρ  and ( )2 2,Y ρ , then these complete metric spaces are isomorphic to each 

other. 

Proof. Let 1t Y∈ . Since 1X Y= , there exists a sequence ( )nx X⊂  such that ( )1lim , 0n
n

x tρ
→∞

= . 

Then, ( )nx  is a Cauchy sequence in 1Y , and also is a Cauchy sequence in 2Y . Since ( )2 2,Y ρ  is a com-

plete space, then there exists y  in 2Y  such that ( )2lim , 0n
n

x yρ
→∞

= . Let 1 2:f Y Y→ , ( )y f t= . We 

now show that the function f  is an isometry. First, we prove that it is well-defined. Let ( )nz X⊂  be 

also convergent to the point t  in the space ( )1 1,Y ρ . Then, similarly, there exists 2z Y∈  such that 

( )2lim , 0n
n

z zρ
→∞

= . 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1, lim , lim lim , lim , lim ,n n n n n n n n
n n n n n

y z x z x z d x z x zρ ρ ρ ρ
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = =  

( ) ( )1 1lim , lim , 0n n
n n

x z t t y zρ ρ
→∞ →∞

= = = ⇒ = . 

Second, we prove that f  is surjective. Let 2y Y∈ . Since 2X Y= , there exists a sequence ( )nx X⊂  

such that ( )2lim , 0n
n

x yρ
→∞

= . Then, ( )nx  is a Cauchy sequence in X  and also in 1Y . Since 1Y  is com-

plete, then there exists 1t Y∈  such that ( )1lim , 0n
n

x tρ
→∞

= . By the construction of f , ( )y f t= . Fi-

nally, we prove that f  is an isometry. Let 1 2 1,t t Y∈ .Then, there exist two sequences ( ) ( ),n nx z X⊂  

such that ( )1 1lim , 0n
n

x tρ
→∞

= , ( )1 2lim , 0n
n

z tρ
→∞

= , ( )( )2 1lim , 0n
n

x f tρ
→∞

=  and ( )( )2 2lim , 0n
n

z f tρ
→∞

= . 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 1, lim , lim lim , lim , lim ,n n n n n n n n
n n n n n

f t f t x z x z d x z x zρ ρ ρ ρ
→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = =  

 ( ) ( )1 1 1 2lim , lim ,n n
n n

x z t tρ ρ
→∞ →∞

= = . 

This completes the proof. 
Theorem 1. Every metric space has a unique completion up to isometry. 
Proof. Consider the family Ω  of metric spaces ( )Y,ρ  satisfying the following conditions:  

1) ρ  is a metric on Y , 

2) X Y⊂ ,  
3) ( ) ( )ρ x,y = d x,y  for each x,y X∈ ,  

4) X = Y .  
We define a relation on Ω  which is as follows:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 2 1 1, , , = , , .Y Y Y Y and x y x y for each x y Yρ ρ ρ ρ≤ ⇔ ⊂ ∈  

It is easy to see that the pair ( ),Ω ≤  is a poset. We take a chain ∗Ω  in the poset ( ),Ω ≤  and define  

( )

*

*,

= .
Y

Y Y
ρ ∈Ω
∪  
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We now define a function ρ∗  from Y Y∗ ∗×  to ℝ  as follows. If x,y Y∗∈ , then there exists 

( )0 0,Y ρ ∗∈Ω  such that 0,x y Y∈  because ∗Ω  is a chain. Let  

 ( ) ( )0, , .x y x yρ ρ∗ =  

Then, the function ρ  is well-defined by the definition of the relation ≤ . One can easily show that 

ρ∗  is a metric on the set Y∗ . Let y Y∗∈ , there exists ( ),Y ρ ∗∈Ωɶ ɶ  such that y Y∈ ɶ . Since ( ),Y ρ ∈Ωɶ ɶ , 

then there exists a sequence ( )nx  in X  such that ( )lim , 0n
n

x yρ
→∞

=ɶ , i.e. ( )lim , 0n
n

x yρ∗

→∞
= . Conse-

quently, X = Y∗ . These results show that the metric space ( ),Y ρ∗ ∗  belongs to Ω  and forms an upper 

bound of the chain ∗Ω . By Zorn’s lemma, Ω  has a maximal element and we denote it by ( ),X d
⌢⌢

. We 

now prove that the metric space ( ),X d
⌢⌢

 is a completion of ( )X,d . Since ( ),X d
⌢⌢

 is an element of Ω , 

then we just prove that ( ),X d
⌢⌢

 is complete. Assume the contrary. If ( ),X d
⌢⌢

 has a non-convergent 

Cauchy sequence, then Lemma 1 requires that there exists a metric space ( )X ,d∗ ∗  such that 

{ }* *X X c= ∪
⌢

 and ( ) ( )* *, < ,X d X d
⌢⌢

, where *c  is a point not in X
⌢

. We now show that 

( ),X d∗ ∗ ∈Ω . Indeed, it is enough to show that *c  is an accumulation point of the original set X . 

Given 0ε > . By Lemma 1, there exists c X∈
⌢

 such that ( )* *,
2

d c c
ε< . Besides, by the relation 

( ),X d ∈Ω
⌢⌢

, there exists x X∈  such that ( ),
2

d x c
ε<

⌢
. Then, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * *, , , , ,
2 2

d x c d x c d c c d x c d c c
ε ε ε≤ + = + < + =

⌢
. Thus, we have ( ),X d∗ ∗ ∈Ω . The 

last and the relation ( ) ( )* *, < ,X d X d
⌢⌢

 contradict the maximality of ( ),X d
⌢⌢

. This completes the proof.  

The uniqueness up to isometry of the completion is directly obtained by Lemma 2. 
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