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УСТОЙЧИВОСТЬ ФАКТОРИЗАЦИОННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ 
ФАКТОРИЗАЦИИ ВИНЕРА–ХОПФА МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ 
 

Н.В. Адукова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: adukovanv@susu.ru 
 

Аннотация. Рассматривается факторизация Винера–Хопфа двух доста-

точно близких по норме алгебры Винера матриц-функций A(t) и B(t). Целью 

работы является изучение вопроса, когда факторизационные множители 

A(t), B(t) будут достаточно близки друг к другу. Эта задача представляет 

значительный интерес в связи с разработкой методов приближенной фак-

торизации матриц-функий. Имеются два основных препятствия при изуче-

нии данной проблемы: неустойчивость частных индексов матриц-функций  

и не единственность их факторизационных множителей. Ранее задача изу-

чалась М.А. Шубиным, который показал, что устойчивость факторизаци-

онных множителей имеет место только в случае, когда A(t) и B(t) имеют 

одинаковые частные индексы. Тогда существует факторизация B(t), для ко-

торой факторизационные множители будут достаточно близки к множите-

лям A(t). Теорема М.А. Шубина носит неконструктивный характер, по-

скольку не известно, когда частные индексы двух близких матриц-функций 

будут одинаковыми и не указан способ выбора требуемой факторизации 

Винера–Хопфа матрицы-функции B(t). Для преодоления этих недостатков в 

настоящей работе изучена проблема нормировки факторизации в устойчи-

вом случае, описаны все возможные типы нормировок и доказана их устой-

чивость при малом возмущении A(t). Это позволило найти конструктивный 

способ выбора факторизации возмущенной матрицы-функции, который га-

рантирует устойчивость факторизационных множителей. 

Ключевые слова: факторизация Винера–Хопфа; устойчивая система част-

ных индексов; устойчивость факторизационных множителей; нормировка 

факторизации. 
 

Введение 
Задача факторизации Винера–Хопфа матриц-функций (или краевая задача Римана для векто-

ра) является одной из самых востребованных задач комплексного анализа, имеющей многочис-

ленные приложения в различных областях математики, физики и прикладных наук. 

Введем основные понятия теории факторизации [1]. Пусть  A t  – обратимая на единичной 

окружности  матрица-функция порядка p  из матричной алгебры Винера ( )p pW  . Стандарт-

ная норма на этой алгебре будет обозначаться W . 

Правой факторизацией Винера–Хопфа  A t  называется ее представление в следующем ви-

де:  

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,A t A t D t A t t     (1) 

где ( ) ( )p pA t GW 
  , 1( ) , , pD t diag t t

  
 

, 1 p   – правые частные индексы  A t .  

Здесь ( )p pGW 
  – группа обратимых элементов подалгебры ( )p pW 

 , состоящей из абсо-

лютно сходящихся матричных рядов Фурье с нулевыми коэффициентами Фурье с отрицатель-

ными/положительными индексами. Правые частные индексы однозначно (с точностью до поряд-

ка) определяются матрицей-функцией  A t , в отличие от факторизационных множителей ( )A t . 

Два обстоятельства сдерживают применение задачи факторизации. Во-первых, в отличие от 

скалярного случая, матричная задача, вообще говоря, не решена в конструктивной форме (или, 

как принято говорить, эффективно). 
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Разработка приближенных методов факторизации наталкивается на серьезное препятствие в 

виде неустойчивости задачи в общем случае. Напомним, что понимается под устойчивостью за-

дачи факторизации [1–3]. 

Частные индексы 1, , p   матрицы-функции  A t  называются устойчивыми, если для лю-

бого достаточно малого 0   любая матрица-функция  A t , удовлетворяющая неравенству 

    WA t A t   , обладает тем же набором правых частных индексов, что и  A t . 

В общем случае частные индексы неустойчивы при малом возмущении. Имеется классиче-

ский критерий Гохберга–Крейна–Боярского устойчивости частных индексов: система правых 

частных индексов 1 p   устойчива при малом возмущении матрицы-функции  A t  тогда и 

только тогда, когда 1 1p  . К сожалению, этот критерий не является эффективным, посколь-

ку нет методов вычисления частных индексов. В настоящее время известно мало эффективных 

критериев устойчивости индексов. Однако для лорановских матричных многочленов такой кри-

терий получен в работе [4]. 

Для приближенного построения факторизации важно, чтобы факторизационные множители 

были непрерывно зависящими от  A t  или устойчивыми. Это означает, что для любого доста-

точно малого 0   найдется 0   такое, что для любой матрицы-функции  A t , удовлетво-

ряющей неравенству    
W

A t A t   , среди всех возможных факторизаций  A t найдется фак-

торизация        A t A t D t A t  , для которой    
W

A t A t    . 

Уточнение «среди всех возможных факторизаций»  A t  вызвано тем, что факторизационные 

множители находятся не единственным образом и потому говорить об их близости для близких 

матриц-функций  A t  и  A t  нельзя, не выбрав специальным образом соответствующие факто-

ризации, т. е. как-то не пронормировав их. Необходимым условием устойчивости факторов  

 A t  является совпадение частных индексов у исходной  A t  и возмущенной  A t  матриц-

функций [2, Теорема 6.14]. Если это условие выполнено, то факторы ( )A t  непрерывно зависят 

от  A t  (теорема М.А. Шубина), см. [2, Теорема 6.15]. Неизвестно, однако, как нужно выбирать 

факторизацию  A t , чтобы гарантировать устойчивость факторов. В силу этого невозможно по-

лучить явные оценки абсолютной погрешности    
W

A t A t   нахождения факторизационных 

множителей. Данная проблема возникает потому, что неизвестно, как нужно нормировать факто-

ризацию, чтобы добиться ее единственности. Поэтому основная часть работы будет посвящена 

нормировке факторизации в устойчивом случае. 

Устойчивая факторизация Винера–Хопфа подразделяется на два случая. В первом случае все 

частные индексы равны друг другу, 1 p  , и факторизация  A t  имеет вид 

1( ) ( ) ( ),A t t A t A t
   

т.е. фактически эквивалентна канонической факторизации. Здесь трудностей с нормировкой не 

возникает, всегда факторизацию можно нормировать условием ( ) pA I   , где pI  – единичная 

матрица порядка p . В работе [5] этот случай подробно изучен, в ней исследована непрерывность 

факторизационных множителей и получены явные оценки для абсолютной погрешности этих 

факторов при малом возмущении исходной матрицы-функции. 

В настоящей работе мы изучим второй случай устойчивости, когда 1 1p   , т. е. когда 

1 ,p r s     1 1p r p s      , где числа s , r  находятся из соотношения 

: det ( )ind A t sp r   . Теперь  D t  имеет следующий блочный вид: 
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1

0
( ) ,

0

s
p r

s
r

t I
D t

t I





 
 
 
 

 

где ,p r rI I  – единичные матрицы соответствующих порядков. В первую очередь мы решим про-

блему нормировки устойчивой факторизации и опишем типы возможных нормировок фактори-

зации заданной матрицы-функции. Далее мы покажем, что тип нормировки устойчив при малом 

возмущении исходной матрицы-функции. После этого мы сможем изучить непрерывность фак-

торизационных множителей ( )A t  и получить явные оценки для абсолютной погрешности при 

приближенном нахождении ( )A t , аналогичные оценкам, полученным в [5] для канонической 

факторизации. Таким образом, теперь устойчивый случай будет полностью изучен. 

 

1. P -нормировка факторизации Винера–Хопфа для матриц-функций с устойчивой системы 

частных индексов 

Прежде всего напомним теорему Гохберга–Крейна об общем виде факторизационных мно-

жителей ( )A t  [1, Гл. VIII, Теорема 1.2]. Сформулируем этот результат только для устойчивого 

случая. 

Пусть 1 p r s    , 1 1p r p s      , где числа s , r  находятся из соотношения 

: det ( )ind A t sp r   . Обозначим 1( , , )p    множество всех блочно-треугольных матриц-

функций вида 

 
11 12

22

( )
( ) ,

0

Q Q t
Q t

Q


 
  
 

 (2) 

где 11Q , 22Q  – числовые обратимые матрицы размером ( ) ( )p r p r    и r r  соответственно, а 

 12Q t  – матричный многочлен от 1t  степени не выше 1  размером ( )p r r  : 

  0 1 1
12 12 12Q t Q Q t  . 

По теореме Гохберга–Крейна об общем виде факторизационных множителей в устойчивом 

случае общий вид факторизационных множителей  A t ,  A t  задается формулами  

            ,  ,G t A t Q t G t Q t A t        

где        1 1Q t D t Q t D t 
  . Таким образом,  для любой    1, , pQ t      равенство 

       _ _A t G t D t G t   задает новую факторизацию Винера–Хопфа  A t  и любая факториза-

ция  A t  может быть получена аналогично при соответствующем выборе  Q t .  

Для определения нормировки факторизации Винера–Хопфа нам потребуется еще один тип 

факторизации матриц-функций – факторизация Биркгофа [3]. Правой факторизацией Биркгофа 

 A t  называется ее представление в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,bA t D t B t B t t    

где ( ) ( )p pB t GW 
   и 1( ) , , p

bD t diag t t
  

 
, 1, , p   – правые индексы Биркгофа  A t . 

Индексы Биркгофа не определяются однозначно матрицей-функцией  A t . Однако среди все-

возможных наборов индексов Биркгофа всегда существует набор, полученный некоторой пере-

становкой правых частных индексов [6]. Таким образом, одна из факторизаций Биркгофа всегда 

может быть записана в виде  

 1( ) ( ) ( ) ( ), ,A t PD t P B t B t t
     (3) 

где P  – некоторая матрица перестановок. 

Следующее определение нормировки было предложено в совместном докладе Н. Адуковой и 

В. Адукова на 13-м конгрессе ISAAC [7]. 

Определение 1. Факторизация Винера–Хопфа матрицы-функции  A t : 
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        A t C t D t C t    (4) 

называется P -нормированной, если выполняются следующие два условия: 

Факторизация (4) задает факторизацию Биркгофа 
1( ) ( ) ( ) ( )A t PD t P B t B t

   

по формулам 1 1( ) ( ) ( ) ( )B t PD t P C t D t 
  ,    B t C t   для некоторой матрицы перестановок 

P  из группы перестановок порядка n . 

  B P   . 

Оказывается, что выполнение этих условий обеспечивает существование нормировки, гаран-

тирующей единственность факторизации. 

Числовые матрицы (0) (1)
11 22 12 12, , ,Q Q Q Q  требуется подобрать так, чтобы привести факториза-

цию (1) к P -нормированной факторизации (4): 

     C t A t Q t   . 

Прежде всего мы покажем, что требование (1) из определения 1 приводит к так называемой 

блочной PLU -факторизации обратимой числовой матрицы 0 ( )A A  .  

Разобьем числовую матрицу 

0 0
11 12

0 0 0
21 22

A A
A

A A

 
  
 
 

 на такие же блоки, как в  Q t . Напомним 

(см., например, [8]), что если в обратимой матрице 0A  обратим блок 0
11A , то она допускает блоч-

но-треугольное разложение 
0 0
11 11 12

0 0 0 0 0 0
21 22 22

0
.

0

L U U
A L U

L L U

  
    

  
  

 

Если зафиксировать диагональные блоки матрицы 0L  (или 0U ), взяв, например, 0
11 p rL I  , 

0
22 rL I , то данное разложение будет единственным. Оно называется блочной LU -

факторизацией 0A . Если же матрица 0
11A  – необратима, то всегда существует матрица переста-

новок P  такая, что 1
0P A  допускает блочную LU -факторизацию, т. е. 0A  допускает разложение 

0 0 0A PL U . Оно называется блочной PLU -факторизацией 0A . Отметим, что матрица переста-

новок P  находится не единственным образом. 

Предложение 1. Если матрица-функция  A t  с устойчивыми индексами допускает P -

нормированную факторизацию, то для любой факторизации Винера–Хопфа 

( ) ( ) ( ) ( )A t A t D t A t   матрица ( )A   допускает блочную PLU -факторизацию.  

Доказательство. Предположим, что матрица-функция  A t  допускает P -нормированную 

факторизацию        A t C t D t C t  с матрицей перестановок P . Тогда в силу условия (1) из 

определения P -нормировки должно выполняться включение 1 1( ) ( ) ( ) ( )p pPD t P C t D t W  
  . 

Это требование равносильно тому, что в разложении блока  1
12( )P C t

  в матричный ряд 

Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки коэффициенты при 11, t  должны быть нуле-

выми. В частности, матрица 1 ( )P C
   является нижней блочно-треугольной. По теореме об об-

щем виде факторизационных множителей, для любой факторизации ( ) ( ) ( ) ( )A t A t D t A t   долж-

но выполняться условие      C t A t Q t    для некоторой  Q t  вида (2). В частности, 

( ) ( ) ( )C A Q      , где ( )Q   – верхняя блочно-треугольная матрица. Отсюда следует, что 

( )A   допускает блочную PLU -факторизацию.   
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Как указывалось, любая обратимая матрица ( )A   допускает блочную PLU -факторизацию. 

Сейчас мы покажем, что это условие является достаточным условием для существования у мат-

рицы-функции с устойчивой системой частных индексов нормировки P -типа. 

Теорема 1. Пусть для матрицы-функции  A t  существует факторизация Винера–Хопфа 

       A t A t D t A t   для которой числовая матрица ( )A   допускает блочную PLU -

факторизацию, т. е. для которой блок 1
11( )( )P A

   – обратимая матрица. 

Тогда  A t  допускает P -нормируемую факторизацию  

        A t C t D t C t  ,  (5) 

где  
1 2

11 12

1
21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )

p r

r

I t C t t C t
C t P

C t I t C t

   



  

 
 
  

 

и элементы блоков  ijC t  принадлежат алгебре Винера ( )W . Факторизационные множители 

 C t ,  C t  находятся единственным образом. 

Факторизация Винера–Хопфа (5) порождает факторизацию Биркгофа 
1( ) ( ) ( ) ( ),A t PD t P B t B t

   

где 

1 1
11 12

1 1
21 22

( ) ( )
( )

( )

p r

r

I t C t t C t
B t P

t C I t C t

   



   

 
 
  

,    B t C t  . 

Доказательство. Рассмотрим случай, когда для исходной факторизации Винера–Хопфа блок 

0 11( )( )A A   – обратимая матрица, т. е. случай, когда pP I . Докажем существование pI -

нормированной факторизации. По теореме об общем виде факторизации любые два фактора 

 A t ,  C t  связаны соотношением 

      ,C t A t Q t     (6) 

где  Q t  имеет вид (2). 

Подберем матрицы 0 1
11 22 12 12, , ,Q Q Q Q  так, чтобы фактор  C t  имел нужный вид. Для этого 

разложим аналитические в области D  матрицы-функции  A t ,  C t  в ряды Лорана в окрест-

ности бесконечно удаленной точки 

0 0

( ) , ( ) .k k
k k

k k

A t A t C t C t
 

 
 

 

    

Из равенства (6) следует, что 
0

k

k k j j

j

C A Q



 , в частности, 0 0 0C A Q . Построим блочную 

LU -факторизацию матрицы 0 0 0A L U , выбрав в качестве диагональных элементов матрицы 0L  

единичные матрицы p rI  , rI . Положим 1
0 0Q U  , тогда 0 0C L . Обратимые матрицы 11Q , 22Q  и 

коэффициент 0
12Q  матричного многочлена   0 1 1

12 12 12Q t Q Q t   определены единственным обра-

зом. Оставшийся матричный коэффициент 1
12Q  определим как 1 0 1 1

12 11 1 0 12( ) .( )Q A A U    Тогда 

легко видеть, что для матричного коэффициента 1C  блок 1 12( ) 0C  . Это означает, что матрица-

функция  C t  имеет требуемый вид. Поскольку матрицы 11Q , 22Q , 0
12Q , 1

12Q , определяющие 

матричный многочлен  Q t , находятся единственным образом, то факторизация Винера–Хопфа 

(5) определяется однозначно. 

Определим матрицу-функцию 1( ) ( ) ( ) ( )B t D t C t D t
  . Непосредственные вычисления пока-

зывают, что  
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 
   

   

1 1
11 12

1 1
21 22

.
p r

r

I t C t t C t
B t

t C t I t C t

   


    

 
 
  

 

Это означает, что матрица-функция  B t  вместе с обратной принадлежит алгебре  p pW 
  и 

  pB I   . Таким образом, факторизация (5) является pI -нормированной. Поскольку 

           ( )A t C t D t C t D t B t C t     , то мы построили для  A t  по факторизации Винера–

Хопфа ее факторизацию Биркгофа. Часть теоремы, относящаяся к случаю pP I , полностью до-

казана. Случай, когда  A  , допускает PLU -факторизацию для некоторой матрицы перестано-

вок P , т. е. для случая, когда 1
11( ( ))P A

  , легко сводится к уже рассмотренному.  

 

2. Устойчивость P -нормировки и непрерывность факторизационных множителей  

В этом параграфе мы прежде всего изучим устойчивость P -нормировки при малом возму-

щении. При определении нормы 
W

  матрицы-функции из матричной алгебры Винера мы бу-

дем использовать максимальную столбцовую норму 
1

  для ее матричных коэффициентов Фурье. 

Определение 2. P -нормировка факторизации матрицы-функции  A t  называется устойчи-

вой при малом возмущении  A t , если для любого достаточно малого 0   любая матрица-

функция  A t , имеющая тот же набор правых частных индексов 1, , p  , что и  A t , и удовле-

творяющая неравенству    
W

A t A t   , имеет тот же тип нормировки, что и  A t . 

Очевидно, что при 1 0p    каноническая нормировка является устойчивой. Рассмотрим 

теперь случай 1 1p   . 

Теорема 2. Нормировка P -типа для матрицы-функции  A t  с устойчивой системой частных 

индексов является устойчивой при малом возмущении  A t .  

Доказательство. Предположим вначале, что матрица-функция  A t  допускает нормирован-

ную факторизацию pI -типа:        ,A t C t D t C t   где  

 
   

   

1 2
11 12

1
21 22

.
p r

r

I t C t t C t
C t

C t I t C t

   


   

 
 
  

 

Значит,  
 21

0p r

r

I
C

C I



 

 
  
  

. Поскольку  A t  имеет устойчивую систему частных индексов, 

то любая достаточно близкая к  A t  матрица-функция  A t  будет иметь такую же систему част-

ных индексов.  

Тогда, по теореме Шубина, для любого 0   можно подобрать 0   такое, что, если 

    WA t A t   , то существует факторизация        A t A t D t A t  , для которой 

   
W

C t A t    . Поэтому    
1

C A      , а значит, и 11 1
( )( )p rI A     . Таким 

образом, числовая матрица 11( ) 0( )A    достаточно близка к единичной матрице и потому об-

ратима. Это означает, что матрица-функция  A t  допускает нормированную факторизацию pI -

типа. 

Пусть теперь  A t  допускает нормированную факторизацию P -типа. Образуем матрицы-

функции 1( ) ( )F t P A t  и    1F t P A t , где  A t  – любая достаточно близкая к  A t  матрица-
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функция. Тогда числовая матрица  1
11( )P A   будет достаточно близка к единичной матрице и 

потому является обратимой. Это означает, что  A t  допускает нормированную факторизацию 

P -типа.  

Теперь нетрудно изучить вопрос о непрерывности факторизационных множителей для мат-

рицы-функции  A t  и уточнить теорему Шубина. Оказывается, что если  A t  и  A t  достаточно 

близки и имеют одинаковый набор правых частных индексов, то, одинаково нормировав их фак-

торизации, мы получим достаточно близкие факторизационные множители  C t  и  C t . При 

этом использование факторизаций Биркгофа, порожденных P -нормированными факторизация-

ми  A t  и  A t , позволяет применить для оценки 
W

C C   результаты работы [5]. 

Теорема 3. Пусть матрица-функция  A t  допускает P -нормированную факторизацию 

       A t C t D t C t   и матрица-функция  A t  удовлетворяет неравенству    A t A t   . 

Пусть 0   настолько мало, что  A t  допускает нормированную факторизацию 

       A t C t D t C t   того же типа, что  A t , и 

21 1 1 2 1

1 1 1
min , , .

4 16 128
W

W W W W W

A
C C C C C


   
    

 
 

  
 
 

   (7) 

Тогда  
2 2

1 1 18 128( )W WW W W
C C C A C C   
        ,

2 1 2 1 232 .( )W W WW
C C C C C  
        

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Челябинской области в рам-

ках научного проекта № 20-41-740024. 
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STABILITY OF FACTORIZATION FACTORS OF WIENER–HOPF FACTORIZATION 
OF MATRIX FUNCTIONS 
 
N.V. Adukova 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: adukovanv@susu.ru 

 

Abstract. We consider the Wiener–Hopf factorization of two matrix functions A(t) and B(t) that are 

quite close in the norm of the Wiener algebra. The aim of this work is to study the question when the 

factorization factors of A(t), B(t) will be close enough to each other. This problem is of considerable in-

terest in connection with the development of methods for approximate factorization of matrix functions. 

There are two main obstacles in the study of this problem: the instability of the partial indices of matrix 

functions and the non-uniqueness of their factorization factors. The problem was previously studied by 

M.A. Shubin, who showed that the stability of factorization factors takes place only in the case when 

A(t) and B(t) have the same partial indices. Then there is a factorization B(t) for which the factorization 

factors are sufficiently close to the factors of A(t). Theorem M.A. Shubin is non-constructive since it is 

not known when the partial indices of two close matrix functions will be the same, and the method for 

choosing the required Wiener–Hopf factorization of the matrix function B(t) is not indicated. To over-

come these shortcomings, in the present paper we study the problem of normalization of the factoriza-

tion in the stable case, describe all possible types of normalizations, and prove their stability under a 

small perturbation A(t). Now it is possible to find a constructive way of choosing the factorization of the 

perturbed matrix function, which guarantees the stability of the factorization factors. 

Keywords: Wiener–Hopf factorization; stable system of partial indices; stability of factorization 

factors; normalization of factorization. 
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ОБ ИДЕНТИФИКАЦИИ КОЭФФИЦИЕНТА ТЕПЛООБМЕНА 
В СЛОИСТОЙ СРЕДЕ 
 

В.А. Белоногов 
Югорский государственный университет, г. Ханты-Мансийск, Российская Федерация 
E-mail: vladimir.belonogow@yandex.ru 
 

Аннотация. Рассматривается вопрос о корректности в пространствах 

Соболева обратных задач об определении коэффициента теплообмена на 

границе раздела сред, входящего в условие сопряжения типа неидеального 

контакта. В цилиндрической пространственной области рассматривается 

параболическое уравнение второго порядка. Область делится на две подоб-

ласти, на общей части границы которых задается условие сопряжения. Ко-

эффициент теплообмена, входящий в условие сопряжения, ищется в виде 

конечного отрезка ряда с неизвестными коэффициентами Фурье, завися-

щими от времени. Уравнение дополняется краевыми условиями общего ви-

да и начальными условиями, а также условиями переопределения. Условия 

переопределения – значения решения в некотором наборе точек, лежащих в 

пространственной области. При естественных условия гладкости на данные 

и расположение точек замеров показана локальная по времени теорема су-

ществования и единственности решений. Полученное решение является ре-

гулярным, т. е. все обобщенные производные, входящие в уравнение,  сум-

мируемы с некоторой степенью и уравнение выполняется почти всюду. Ме-

тод является конструктивным, и на основе предложенного подхода возмож-

но построение численных методов решения задачи. Доказательство основа-

но на получаемых априорных оценках и теореме о неподвижной точке. 

Ключевые слова: обратная задача, задача сопряжения, коэффициент 

теплопередачи, параболическое уравнение, тепломассоперенос. 
 

Введение 

Мы исследуем обратные задачи об определении коэффициента теплопередачи, входящего в 

условие сопряжения. Рассматривается параболическое уравнение вида  

      , , , 0, ,tMu u Lu f x t x t Q G T       (1) 

где      
1

0

, 1 1

, , ,
n n

nn x ij x i xn n i j i
i j i

Lu a u a x t u a x t u a x t ux x



 

     , nG  – ограниченная цилиндри-

ческая область вида  0,G l  ( 1n , 2C ). Пусть  0,l   ,  0,S T  . По-

ложим  1 0,G a  (  0,a l ),  2 ,G a l . Уравнение (1) дополняется начальными и крае-

выми условиями: 

         0 0 0 1 1, 0, , , ',0 , , ', ,SRu g u x u x x G R u t x g R u t x l g      (2) 

где Ru u  или 
1

, 1

n

ij x ij
i j

Ru a u u 




  ,  1 2 1' , , , nx x x x   , 0R u u  или 0 0xn
R u u u   , соот-

ветственно, 1R u u  или 1 1xn
R u u u  , а также условиями сопряжения:  

 ( ) , ,
u u u

B u u u g
N N N


  

     
    
  

 (3) 

где      , ' lim , ', , lim , ', .0 0nn x n nx xnn n

u
t x a u t x x u u t x xa aN




    
 Пусть  ',i iy y a   

( 1,2, ,i r  ) – некоторый набор точек. К условиям сопряжения мы добавляем условия переопре-

деления вида  

 ' '
0 00 0

( , , ) ( ) ( 1,2, , ), ( , , ) ( ) ( 1, , ).
n n

i n i i n iy a y a
u t y y t i r u t y y t i r r 

   
        (4) 
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Задача состоит в нахождении решения уравнения (1), удовлетворяющего условиям (2)–(4) и 

неизвестной функции   вида    
1

, '
r

i i

i

t t x 


  , где функции i  заданы, а функции i  счи-

таются неизвестными. Условия сопряжения (3) совпадают с известными в теории тепломассопе-

реноса условия на границе двух сред, когда контакт не является идеальным (см. [1]) Если 

  , мы получим стандартную постановку задачи дифракции (см. [2, 16, гл. 3]), когда условия 

имеют вид u u
  , 

0 0S S

u u

N N

  


 
. 

Обратные задачи вида об определении коэффициента теплопередачи возникают при модели-

ровании теплопереноса в теплозащитных материалах и покрытиях, исследовании композитных 

материалов и т. п. (см. [3–8]). В настоящее время имеется большое количество работ, посвящен-

ных численному решения задач типа (1)–(4) в различных постановках, возникающих в приложе-

ниях, как правило, ищется коэффициент  , зависящими от времени или наоборот от пространст-

венных переменных, точки { }iy  в (4) чаще всего являются внутренними точками областей 1G , 

2G . В приложениях возникают два случая, в первом из них одна из областей, например, 2G  ле-

жит строго внутри области G  и во втором случае рассматривается цилиндрическая область, опи-

санная выше, состоящая из двух или более слоев (см. [7, 8]). Численному решению задачи или 

близкой к ней посвящены работы [5–12]. В качестве метода почти во всех работах используется 

сведение обратной задачи к некоторой задаче управления и минимизация соответствующего 

квадратичного функционала [5, 6, 9–12]. Иногда возникают и задачи об одновременном опреде-

лении коэффициента, входящего в параболическое уравнение, и коэффициента теплообмена (см. 

[6]). В этой работе в качестве условий переопределения используются значения замеров темпера-

тур в точках на границе раздела слоев (как и в условии (4)). Насколько нам известно, теоретиче-

ских результатов о разрешимости (или единственности решений) задач вида (1)–(4) в литературе 

не имеется. 

В данной работе мы изучаем вопросы корректности задачи (1)–(4), в частности, мы получим 

теоремы существования и единственности решений (основной результат – теорема 2). 
 

Определения и вспомогательные результаты 

В работе мы используем пространства Соболева и Гельдера  s
pW G ,  s

pW Q ,  αC Q  а также 

их анизотропные варианты  s,r
pW S ,  s,r

pW Q ,  α,βC Q  (см. определения в [2, 13, 14]). По опре-

делению        , 0, ; 0, ;s r s r
p p p p pW Q W T L G L T W G  . Пусть Γ  – гладкая поверхность размер-

ности 1n   и  0,S T  . Тогда, соответственно,        , ; ;s r s r
p p p p pW S W J L L J W    . Под 

нормой вектора понимаем сумму норм координат. Определение включения 2C  может быть 

найдено в [2, с. 9]). Пусть      ,

G

u v u x v x dx  . Обозначим через  iB y  – шар радиуса δ  с цен-

тром в точке iy . Параметр 0   назовем допустимым, если  iB y G   , 

   i jB y B y    для i j . Далее во всех условиях на данные считаем такой параметр фик-

сированным. 

Введём обозначения:  0,Q G   ,  0 0,S T  ,  0 0,S   ,  1 0,a   , 

 2 ,a l   ,  i iS = 0, × Γ  ,  0,i iS T   ( 1,2i  ),  i iG B x
 , i iG G G     1,2i  , 

 0,i iQ T G  ,  0,i iQ G     1,2i  . Нам понадобятся весовые пространства 

     ,2 ,2{ : }s s s s s
p p pW Q u W Q ut L Q    с нормой  
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 

p

s,2sWp

u =
Q

 2

1/

1 (0, ; ( ))
0 0 0

| ( , ) | | ( , ) ( , ) |

| |
s

p

p
T T Tp p

p

sp sp L T W Gp
G G

u x t u x t u x t
dtdx dtd dx u

t t


 

 
  

  
      (5) 

Вообще говоря, при 1/s p  это пространство совпадает с  ,2s s
pW Q , а при 1/s p  с подпро-

странством    ,2{ : 0, 0}s s
pu W Q u x   (см. лемму 1 пункта 3.2.6 в [13]). По аналогии определяем 

пространства (0, ; ( ))s
p pW T L  , ,2 ( )s s

p iW S . Положим 0 1/ 2 1/ 2s p  , 1 1 1/ 2s p   и всюду ниже 

считаем, что 2p n  . Доказательство следующей леммы совпадает с приведенным в лемме 2 в 

[15]). Поэтому мы его опустим. 

Лемма 1 Существует постоянная C , не зависящая от (0, ]T , такая, что  

 1

0 0

,2 1,21 ( ) ( )
,2

( )

,
i i

i

s s
W S W Qp ps s

W Sp

v
v C v 




 


 

    
1,20 0 ( ),21 10 ( )

0

,2
( )

, ', , ', , 1,2,
W Qs s p iW Sp

x s sn W Sp

v t x c v t x c C v i




    (6) 

где 0c   или c a  при 1i   и c a  или c l  при 2i  , для всех  1,2
p iv W Q  таких, что 

 0, 0v x  . Здесь 
v

ν




 – производная по нормали к iS .  

Лемма 2  Пусть  1/ ,1s p . Произведение q v  функций класса  ,2s s
pW Q   (0, ]τ T  снова 

принадлежит  ,2s s
pW Q , а если  ,2s s

pq W Q  и  ,2s s
pv W Q   (или ,2 ( )s s

pv W Q ), то справед-

ливы соответствующие оценки  

,2 ,2,2 ,2 ,2 ,2( ) ( )0 1( ) ( ) ( ) ( )
, ,s s s ss s s s s s s sW Q W QW Q W Q W Q W Qp pp p p p

qv c q v qv c q v      

где постоянные ic  не зависят от τ . Множество τQ  в этих утверждениях может быть заменено 

τ
iQ , τ

iS . В случае если q  зависит только одной переменной t , норма q  в  ,2s s
pW Q  в этих не-

равенствах заменяется на норму q  в  0,s
pW  .  

Доказательство. Доказательство основано на определении нормы и оно повторяет доказа-

тельство леммы 1 в [16]. Поэтому мы его опустим. 

Оператор L  считается эллиптическим, т. е. для некоторой постоянной 0 0   выполнено не-

равенство  

 
2

0

, 1

, , ,
n

n
ij i j

i j

a t x Q    


      

(здесь и далее полагаем, что 0ni ina a   при i < n ). Приведем условия на данные. Мы предпола-

гаем, что  

       0 0 0 0,2 2
0, , , , ,

s

i p ij k k

s
a L Q i n a C Q C S

 


 
      (7) 

    0 0 0 0 0 0 0 02 2 ,2 2
0

,
, , , 1, , , 1,2,

s s s s
ij k kSk

a C S C S i j n k
        

      (8) 

где  0 0,1/ 2   – положительный параметр (он может быть как угодно мал) и включения 

0 0 0 0,2 2
, ( )

s s
ij kSk

a C S
   

  означают, что 0 0 0 0,2 2
, ( )

s s
ij kSk

a C S
   

  и эти функции допускают 

непрерывное продолжение на kS  класса 0 0 0 0,2 2
( )

s s
kC S

  
. При переходе через плоскость nx = a  

они, вообще говоря, имеют разрывы первого рода. 

Дополнительно предположим, что  

       1 10, ; 0, , , 0, ; , , 1,2, , ,i p k ij ka L T W G i n a L T W G i j n 
         (9) 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2022, vol. 14, no. 1, pp. 13–26 

16 

где 1,2k  . Построим функции    0
n

i x C   такие, что ( ) 1i x   в / 2( )iB x  и ( ) 0i x   в 

3 / 4\ ( )n
iB x , положим   ( )i

i

x x   ( 1,2, ,i r  ). Считаем, что  

            
2

0 0 0 01 1
2

,2 ,2,2
0 0 0, , , 1,2p s s k kk k

p k p i p p iu x W G g W S g W S g W S i


     , (10)  

где 0 0k s  (соответственно, 1 0k s ) в случае условий третьей краевой задачи и 0 1k s  (соответ-

ственно 1 1k s ) в случае условий Дирихле. Условия согласования при 0t   записываются в ви-

де:  

   0 0
00, , ,

u u
g x Ru

N N

 



 
 

 
 (11) 

 0
0 0 0( ) (0, )

u
B u u u g x

N



   

   


, (12)  

где      0
0 0 0' 0, ', 0 , ', 0 .nn xn

u
x a u x a u u x a

N




   


 Пусть также  

          0 0 0 0,2 2
0 ', , ', 0 , , ,

s s
p nn x pf L Q a t x a C S f t x L Q

   
      (13) 

          0 0 0 0,2 ,22 2 /
' 0 ' 0 ' 0, , ', 0 ,

s s s sp
x p k x p x nn pu x W G g W S a t x a W S  

        (14  

    0 0 0 02 2
0 ' 0

, ,
, , 1, , , 1,2,

s s s s
i p x i pW S W S i r k         (15) 

где    0 10, 'r
i iS T B y   , положим    0 10, 'r

i iS B y
    . Нам понадобятся дополнитель-

ные условия согласования: 

А) если iR u u  ( 0,1)i   и Ru u , то ( , ') ( , ', )i ig t x g t x r


  0 1( 0, )r r l  ; если iR u u  

( 0,1)i   и Ru u , то      , ', , ' , ',i i iR t x r g t x g t x r


 ; если iR u u   0,1i   и Ru u , то 

   , ', , 'i i iR g t x r g t x


 ; если Ru= u , то  , 'B g g t x 


  и 

g g

N N

  


 
, где 

 , ', 0nn xn

g
a g t x a

N


 


. 

Приведем теорему о разрешимости прямой задачи. 

Tеорема 1.  Пусть выполнены условия  A), (7)–(14) и  0 0,2
0

s s
pW S  ,  0 0,2

' 0
s s

x pW S   . 

Тогда для любого (0, ]τ T  существует единственное решение u  задачи (1)–(3) такое, что 

1,2 1,2
' 1 2, ( , ) ( ) ( )x p pu u t x W Q W Q    . Если 0 0u  , то справедлива оценка  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( )1,2 1,2' '( ) ( )
, , W Q W Qx x p pW Q W Qp p

u t x u t x u u 
        

 0 0 0 0 0 0,2 ,2 ,21 '
1 2 0

( ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k s sxW W L WLp p p pp
C g g f f gS S Q SQ          

 0 0 0 0 2 2,2 ,2 ,2' 0 1
00 0

( , ') ),( )( ) ( )s s k k k kx WW W pp p
g t x g g SS S        (16) 

где постоянная 1C  не зависит от (0, )τ T  и 0 1k s  или 1 1k s  или 2 1k s  если соответствую-

щий оператор R  или 0R , или 1R  определяет условие Дирихле. Если оператор R  или 1R  или 2R  

задает условие типа Робина, то 0 0k s  или, соответственно, 1 0k s  или 2 0k s .  

Доказательство теоремы 1.  Утверждение о разрешимости задачи (1)–(3) из класса 

   1,2 1,2
1 2p pu W Q W Q    вытекает из теоремы 3 [17]. Наша задача – частный случай задачи рас-

смотренной в этой теореме. Однако, к сожалению у нас есть отличия в условиях гладкости на 

коэффициент β . Вообще говоря в [17] требуется, чтобы он принадлежал некоторому классу 
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Гельдера. Однако само утверждение теоремы 3 сформулировано для любого p . В нашем случае 

условие 2p n   гарантирует, как и в случае пространств Гельдера, справедливость соответст-

вующей теоремы о точечных мультипликаторах для пространств Соболева (лемма 2) и соответ-

ственно справедливость этой теоремы. Утверждение о дополнительной гладкости решения может 

быть легко доказано с помощью метода конечных разностей. Фактически, доказательство совпа-

дает с доказательством первой половины теоремы 4 [18, гл. 4, §2, п. 3], где вначале устанавлива-

ется дополнительная гладкость решений по касательным переменным. Обоснование того факта, 

что постоянная 1C  в (16) может быть взята не зависящей от τ  осуществляется по той же схеме, 

что и в доказательстве теоремы 2 в [17]. 
 

Основные результаты 

Приведем дополнительные условия на исходные данные. Пусть ( )t  – матрица с элемента-

ми ( , )ij j jt y  . Мы предполагаем, что  

  0 0 1( ) ( ) ( 1,2, , ), det 0 0, .j ju y u y i r t T           (17)  

 1
0 0 0 0( ) (0), ( ) (0, ) ( 1,2, , ), ( ) (0) ( 1, , ),

s
j i i p j iu y t W T i r u y i r r             (18)  

где 1  – некоторая положительная постоянная. Рассмотрим равенство (12) в точке (0, )jy :  

 
0

0 0 0

1

( )
(0, )( ( ) ( )) (0, ), (0, ) (0) (0, ).

r
j

j j j j j i i j

i

u y
B u y u y u y g y y y

N
  


   




          


  (19)  

Положив     10 0 , , 0r    ,  1, , rF F F  , получим систему  

 0
0 0 0 0

( )
(0) , (0, ) ( ) ( ) , 1,2,..., ,

j
j j j j j

u y
F F g y u y u y j r

N



  

 
        

 
 

которая в силу условия (17) имеет единственное решение 0 . Положим    0 1
0 , '

r

i ii
t x 


  , 

 1, , r    ,  0k k k    ,      0, ' , ' , 't x t x t x    . Тогда, чтобы было выполнено (12), 

необходимо  

 0 0 0
0 0 0( ') (0, ')( )( ') (0, '), ( ') ( '),   ' .

u u u
x x u u x g x x x x

N N N


  
    

    
  

 (20) 

Считая, что условия теоремы 1 выполнены, построим решение 0w  задачи сопряжения (1)–(3) 

на промежутке  0,T , где возьмем функцию 0  вместо  . Отметим, что в силу условия (15) и 

леммы 2,  0 0,2
0 0

s s
pW S  ,  0 0,2

' 0 0
s s

x pW S    и таким образом, условия теоремы 1 на коэффи-

циент β  выполнены. Условия (17), (18) и включение    1,2 / 2,
0 p k kw W Q C Q    

(  2 2 /n p    , 1,2k  ) гарантируют существование постоянных 0
20, 0    таких, что  

 0
0 2 0 0 2 0| ( ) ( , ) | 0 ( ), | ( ) ( , ) | 0, [0, ],  ( ).i j i jt w t y i r t w t y t i r                 (21)  

Сделаем замену 0u v w   в (1)–(4). Функция v  есть решение обратной задачи  

 
0

0, 0, 0,St t
Mv v Lv Bv v


      (22)  

 0 0 0 0( ) ( ) ( ), ,  ( , ') ,
v v v

v v v v w w t x S
N N N

  
  

       
       

  
 (23)  

 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ), ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).j i i j j i i jv t y t t w t y i r v t y t t w t y i r                  (24)  

Сформулируем основной результат. 

Tеорема 2. Пусть выполнены условия  A), (7)–(11), (13)–(15), (17), (18), (20)  . Тогда на неко-

тором промежутке  00,  существует единственное решение u  задачи  (1)–(4)  такое, что 

 1,2 0
p iu W Q


   1,2i  ,    0

00,
s

i pt W    1,2, ,i r  , причем     1,2 0
' 1,2 .x p iu x W Q i


     
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Доказательство. Достаточно доказать разрешимость вспомогательной задачи (22)–(24). По-

строим интегральное уравнение для нахождения вектор-функции α . Фиксируя функцию α  и 

применяя теорему 1 к задаче (22)–(23), мы построим отображение ( )α v α . Возьмем точку 

'iy   и функцию iφ   i r . Умножая уравнение (22) на iφ , имеем  

   00, , , 0,tt i iMw w Lw L v f w v w         (25)  

где    
, 1 , 1 1

, 2
n n n

i i i lk x ix lk ix k ixk l k l k
l k l k k

L v Lv L v a v a v a vx     
  

        . Равенства (25) можно пе-

реписать в виде  

  
1

0 0 1

, 1 1

, .
n n

t nn x ij x i xn n i j i
i j i

w a t x w a w a w a w f fx x



 

        (26)  

Отметим, что 0nna   для всех t,x . Имеем, что  1 ' 1, x pf f L Q  . В силу теорем вложения, 

       1 , ', ; 0, 0,n pf t x x C L l     с  1 1 /n p    , после может быть изменения на множе-

стве меры ноль (см. соотношения (3.1)–(3.3), (3.5), (3.6), следствие 4.3 в [19] и включение (5.7' ) в 

[20]). Рассмотрим уравнения  

        1 0, , ', , ', 1,2, ,it n nn i n ix i nn n
w t x a t y x w f t y x i rx    , (27)  

        1 0, , ', , ', 1, ,it n nn i n ix i nn n
w t x a t y x w f t y x i r rx     . (28)  

Дополним уравнения (27), (28) начальными и краевыми условиями  

     00
0, 0, , 0, .

n n
i n i i ix a x a

w x w t w i r



   

     (29)  

     00
0, 0, , 0, .

n
i n i i ix a x an

w x w t w i r



   

     (30)  

Решение iw  задачи (27), (29) (или (28), (30) соответственно) существует и единственно [2]. В 

случае если v,α  есть решение задачи (22)–(24), имеем, что    i n i i nw t,x =φ v t,y ',x . Перепишем 

условие сопряжения (23) в виде  

 0 0 0( , ') ( )( , ') ( )( , ') ( )( , '), 
nnn xa v t x v v t x v v t x w w t x                (31)  

Рассмотрим это условие в точке  it, y '  и используя (24), получим  

 0( , ') ( , ') ( )( , ')
nnn i x i ia t y v t y v v t y       

 0 0 0( )( , ')) ( )( , ')), 1,2, , ,i iv v t y w w t y i r          (32)  

  0( , ') ( , ') ( )( , ')
nnn i x i ia t y v t y v v t y       

 0 0 0( )( , ')) ( )( , ')), 1, , .i iv v t y w w t y i r r           (33)  

Искомая система для нахождения координат вектора α  имеет вид  

 0( , ') ( ( , ') ( , ) ( )( , ')i nn i ix in
t y a t y w t a v v t y        

 0 0 0( , ')) ( ( ) ( )( , ')) , 1,2,..., ,i i i iv t y t w w t y F i r        (34)  

  0( , ') ( ( , ') ( , ) ( )( , ')i nn i ix in
t y a t y w t a v v t y        

 0 0 0( , ')) ( ( ) ( )( , ')) , 1,..., .i i i iv t y t w w t y F i r r          (35)  

Отметим, что в силу (21) знаменатели в этих равенствах строго отделены от нуля на проме-

жутке 0[0, ] . Здесь v  – решение задачи сопряжения (22)–(23), а функции iw  – решения задач 

(27), (29) и (27), (30) соответственно. Она также может быть переписана в виде  

    1 ,F R     (36)  

где координаты вектора F  определены равенствами (34), (35). Отметим, что лемма 2 гарантирует 

оценку  
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    0 0
1 .0, 0,s s

W Wp p
F c F 

   (37) 

Покажем, что оператор  R   является сжимающим в некотором шаре 

   0
0

00
{ 0, : }0,

s
s

WR p p
B W R       и переводит его в себя. Возьмем 0  . Тогда в силе един-

ственности решений задачи сопряжения (22)–(23) ( ) 0v v   , в этом случае вектор  0F  запи-

шется в виде  

      0 0 00 , ' , ( ( ) ( )( , ')), 1,2,..., ,
ni nn i ix i iF a t y t a t w w t y i r        

      0 0 00 , ' , ( ( ) ( )( , ')), 1,..., ,
ni nn i ix i iF a t y t a t w w t y i r r          

где iω  решения задач (27), (29) или (28), (30)  соответственно, где правые части в (27) и (28)  

равны нулю. Положим   0
1

0 0 (0, )
2 0 s

Wp
R F



  . Получим оценки, считая, что 
0RB  и 0  . 

Из теоремы 1 вытекает оценка  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' ' 0( ) ( )
, , ( )W Q W Q x xp p W Q W Qp p

v v v t x v t x c 
              

 0 0 0 0,2 ,20 0 ' 0 0
0 0

( ) ( ( ) ( ))( , ')) ),( ) ( )s s s sxW Wp p
w w v v w w t xS S                 (38)  

где постоянная 0c  не зависит от τ . Воспользовавшись леммой 2, получим, что первое слагаемое 

0J  в правой части здесь оценивается через  

 ,20 0 0 0 ,20 00 0

,2
( )0 1 0 0 ( )0

( ).( ) s s s sp p

s s
W W S W Sp

J c v v w wS          (39)  

Второе слагаемое 1J  оценивается через  

 ,20 00 0 0 0
0

,2,21 2 ' 0 0 ( )00
( ( ( ) ( )( , ') )( )( ) s s

p
s ss sx WW W Spp

J c v v w w t xSS 


           

 0 0 0 0 0 0
,2 ,2 ,2' ' 0 00 0 0

( ( ) ( )( , ') ).( ) ( ) ( )
s s s s s sW x xW Wp p p

v v w w t xS S S
            (40)  

В силу леммы 2 имеем оценку  

    0 0 0 0
,2 ,2'0 0

s s s sW x Wp p
S S
 


     

 

 
     0 0 0 0

0

0,2 ,23 ' 4
0 0

1

,0,
0,

r
s

s s s s Wi i x iW W pp psi Wp

c cS S 
  



 
     

 
  (41)  

где постоянная 4c , равно как и постоянные 0 3c c , не зависит от τ . Далее, у нас имеет место 

оценка  

 0 0 0 0,2 ,2'
0 0

( ) ( )( ) ( )s s s sxW Wp p
v v v vS S          

    
1 2

1 2

1/ 2 1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,25 ' '( ) ( )
, , ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

c v v v t x v t x 
   

 
     

 
 (42)  

которая была получена в доказательстве теоремы 3 в [17]  (см. неравенства (50)–(52)). Приведем 

краткое доказательство. Оценим первое слагаемое в (42). Второе оценивается точно так же. Име-

ем  

 
 1 0

0 10 01 (0, )(0, )
0 0 0

| ( ) ( ) |
.

| |

p
pp ps s p

s ss p s p WW pp

v v t v
v dt dtd v

t t

  




 



  
 




  


    (43)  

Отсюда вытекает, что  

      1/ 2
0 1 .; 0, ; 0,

s s
L Lp pp p

v vW W 
    (44)  
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По лемме 1 правая часть оценивается через  1 2

1/ 2 1,2 1,2( ) ( )W Q W Qp p
C v v   . Таким образом, 

имеем неравенство:  

        0 0
1 2

1/ 2 1,2 1,2; 0, ; 0, ( ) ( ) .s s
p p p pL W L W W Q W Qp p

v v C v v    
     (45)  

Оценим нормы   1 1/0, ; p
L pp

v W
   . Например, для функции +v  имеем, что  

            1,2
1,2 2

2 2

1/ 2 1/ 2 1/ 211 1/
6 7 82

.0, ;0, ; p
Lp p

p
LL W Qpppp Q W Q

c vv c v v c vW GW 
 

 
     (46)  

Здесь мы воспользовались теоремой о следах [13, теорема 4.7, с. 412] и соответствующей 

оценкой    
1 1/

1
2

1
p

p
p

W
W G

v c v
 

  , интерполяционным неравенством  

     1 2
2 2

2

1/ 2 1/ 2

p p
p

W G W G
L G

v C v v    и неравенством    0, 0,p p
L t L

v v 
     0, 0v x  , вытекаю-

щим из формулы Ньютона–Лейбница. Здесь все постоянные не зависят от τ . Аналогично для 

функции v  имеем  

     1,2
1

1/ 21 1/
90, ; p

p
L W Qpp

v c vW 
    (47)  

Таким образом, справедливо неравенство (42). Из (38)–(42)  вытекает неравенство  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' '( ) ( )
, ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

v v v t x v t x 
         

              
1/ 2 1,2 1,20 1,2 1,210 ' '1 2

1 2
, ,0,

s
W W W x xp p p W Wp p

c v v v t x v t xQ Q Q Q
      

 
     

 
 

 

 0 0 0 0 0
0 0

,2 ,210 0 0 ' 0 0( ) ( )
( ( )( , ') ( )( , ') ).(0, )s s s s sW xW S W Sp p p

c w w t x w w t x 
         (48)  

Выбрав 1τ  такое, что 1/ 2
10 0 1 1/ 2c R   , из (48)  получим, что при  0

2 1min ,      имеет ме-

сто неравенство  

            
1,2 1,2

1,2 1,2' '1 2
1 2

, ,W W x xp p W Wp p
v v v t x v t xQ Q Q Q

           

 0 0 0 0 0
0 0

,2 ,210 0 0 ' 0 0( ) ( )
2 ( ( )( , ') ( )( , ') ).(0, )s s s s sW xW S W Sp p p
c w w t x w w t x 

        (49)  

Пусть  1 2 0
, , ,

i i i ir RB       ( 1,2i  ) и iv  – соответствующие решения задачи (22), (23), 

c функциями 
1

r

i ij j

j

 


    1,2i   вместо α . Имеет место оценка (49), где в правой части стоят 

соответствующие нормы  0 0,
si Wp

  . Тогда разности 1 2v v   , 1 2     есть решение за-

дачи  

 00, 0, 0, ,S ttMv L B
N N

 
   

 



 
     

 
 (50)  

 1 2
0 1 2 1 2 0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ).

2 2
v v v v w w

N

  
     


         

         


 (51)  

Пусть 1 2    . Задача (50), (51) имеет тот же вид, что и задача (22), (23), поэтому при 

2τ τ  имеет место та же оценка (49), которая запишется в виде  

            
1,2 1,2

1,2 1,2' '1 2
1 2

, ,W W x xp p W Wp p
t x t xQ Q Q Q

             



Белоногов В.А. Об идентификации коэффициента теплообмена 
 в слоистой среде 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2022, том 14, № 1, С. 13–26 

21 

 0
,20 0

0

10 1 2 1 2 0 0
( )

1
2 ( ( )(0, ) 2 s s

p

s
Wp W S

c v v v v w w 
            

 
0 0

' 1 2 1 2 0 0 ,2
0

1
( ( ) ) ).
2 ( )

x s s
Wp

v v v v w w
S

             (52)  

Из оценок (42), записанных для функций 1 2,v v , и (52) вытекает неравенство  

    
1 2

1 2

1,2 1,2( ) ( ) 1,2 1,2' '( ) ( )
, ,W Q W Q x xp p W Q W Qp p

t x t x 
           

   ,20 0 0 0
0

,2011 0 0 ' 0 0( ) 0
( ( ) ),0, ( )s s

p

s s sxW W S Wp p
c w w w w S 

        (53)  

где постоянная 11c  не зависит от  . Пусть j
iw   1,2j   – решения задач (27), (29) и (27), (30)  c 

новыми правыми частями, где вместо v  стоят функции iv , и 0
iw   . Тогда разности 

1 2
i i ik = w w  есть решения задач  

      
1

0 0 0
'0

, 1 1

, , , , , ,
ij

n n

x yit nn i n ix ij z z i z i i i nn n i i
i j i

k a t y x k a a a L f t y xx     




 

         (54)  

  00
0, 0, 0 ,

n n
i i it x a x a

k k k i r
   

     (55) 

  00
0, 0, 0 .

n n
i i it x a x a

k k k i r
   

     (56)  

Из известных свойств параболических задач (см., например, [2]) имеем оценку  

          
0

1,2 1,2

1
0

0, , 0, ,
1

r

i iW Wp p
i i r

r
k ka a a a   

 

    


   

          
0

13

1
0

.0, , 0, ,
1

r

i iL Lp p
i i r

r
c f fa a a a   

 

 
      

   (57) 

Пусть, например, 0i r . Имеем  

                14, ', , , 1 / ,
; 0, ,0, , si i n i WL ppp

f t y x c f t x J s n p
L a aa a   

   
   

 (58)  

в силу теорем вложения (см. следствие 4.3 и соотношения (3.1)–(3.12) в [19]). Далее используем 

неравенства, вытекающие из соответствующих интерполяционных теорем (см. следствие 4.3 и 

соотношение (3.7) в [19]).  

               
1

1 115 , , ,2 1 .
; 0, , ; 0, ,i iW Wp pp p

J c f t x f t x s
L a a L a a

 


   



  
     

 (59) 

Ввиду замечания 5.3 (c) в [19] норма в последнем пространстве может быть определена как  

       
1

1

( ; ((0, ) ( , )))

sup , , 1/ 1/ 1,; 0, ,
q

i iW pp
W L a aq

f f p qL a a
  

 

   

      

где скобки обозначают продолжение скалярного произведения в 2L  до отношения двойственно-

сти между соответствующими пространствами. Исходя из определения if  и условий на коэффи-

циенты имеем  

            1 1
1 16 1 20, ; 0, ;; 0, , L Li W p pp ppp

f c W G W GL a a    
 

     
 

 

    
1/ 2 1,2 1,2

17 1 2
,W Wp p

c Q Q   
 

 
 

 (60)  

где постоянная 1c  не зависит от τ . Последняя оценка получается, если мы применим интерполя-

ционное неравенство  
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        
1/ 2 1/ 21

18 20, ;
0, ;0, ;

L p ip LL p ipp ip

v c v vW G
L GW G




  

и оценку       ,0, ; 0, ;L t Lp ip p ip
v vL G L G   вытекающую из формулы Ньютона–Лейбница, 

а затем оценим полученные нормы через норму в  1,2
p iW Q . Оценки (59), (60)  влекут, что  

       
   

1

1 / 2
1,219 ' ( )

, , ,
0, ,i i n x i W QL pp

f t x x c t x
a a 


  

 


  
 

 

 11,2 1,2 1,2 1,21,2' 1 2 1 22
( , ) ( ) ( ) .( ) ( ) ( ) ( )( ) W W W Wx i W p p p pp
t x Q Q Q QQ

              (61)  

где 19c  – постоянная не зависящая от τ . Как вытекает из неравенства (53), неравенство (61)  

можно переписать в виде  

       
 

 
1 / 2

020 0, , , .0,0, ,
s

i i n WL pp
f t x x c i r

a a


   


 
 

 (62)  

Очевидно, что такая же оценка имеет место и в случае 0i r . Из (57), (62) вытекает неравен-

ство  

         
 

 
0

1 / 2
1,2 1,2 021

1
0

.0,0, , 0, ,
1

r

s
i i WW W pp p

i i r

r
k k ca a a a


     



 

    


   

В частности, отсюда вытекает оценка  

  
 

 
 0

1 / 2
022

0,
1

, .0,s
p

r

s
iz Wn pW

i

k t a c



  





  (63)  

Оценим 01 2 (0, )
( ) ( ) s

Wp
R R


  . Из (37) вытекает оценка  

 0 01 2 23 1 2(0, ) (0, )
1

( ) ( ) ( ) ( ) .
r

s si iW Wp p
i

R R c F F
 

   


    (64)  

Рассмотрим первое слагаемое в координате 1 2( ) ( )i iF F  . Пусть, например, 0i r . Оно за-

писывается в виде  

     1 2
1 0 0, ' , / ( ) ( )( , ')

n nnn i ix ix i iJ a t y t a t w w t y         

В силу леммы 2 и неравенства (63) имеем  

      
1 2 1

1 201 24 20
,0,0, 0,

ss s Wiz izW pn np Wp

J c c


      
     (65) 

где все постоянные не зависят от τ , 1  – положительная постоянная. Рассмотрим второе слагае-

мое  

    2 0 0 0, ' / ( ) ( )( , ')i i iJ w w t y t w w t y         . 

В силу леммы 2 имеем  

0 02 25

1

( )( , ') .(0, ) (0, )

r

s siW Wp p
i

J c t y  
 



   

Справедливы очевидные оценки (лемма 1, (53)  и теоремы вложения (см. [19]))  

         1 010
, ' , '

; 0,0,
ssi WW ppp

w t y c w t x
W




  


 

          0 026 ' , ' , '
; 0, ; 0,

s s
x L Lp pp p

c w t x w t x
W W

 
 

 
 
   

  
 

 



Белоногов В.А. Об идентификации коэффициента теплообмена 
 в слоистой среде 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2022, том 14, № 1, С. 13–26 

23 

          
1/ 2

1 127 ' , ' , '
; 0, ; 0,

s s
x L Lp pp p

c w t x w t x
W W

  
 

 
 
   

  
 

 

          
1/ 2 1/ 2

01 21,2 1,228 ' 29, , ' ,0,
s

Wx W W pk kp p
c w t x w t x c

Q Q       
 
    

 
 

 

где 0i r  и 1k   в случае функции +ω  и k = 2  и 0i r  в случае функции ω . Таким образом, 

справедлива оценка  

    
1/ 2

01 202 30 .0,0,
ss WW pp

J c        (66)  

для некоторой не зависящей от τ  постоянной 30c . Оценка последней разности  

   3 1 1 2 2 0 0( , ) ( , ) / ( ) ( )( , (0))i
i i iJ t x t x t w w t x           

получается аналогично, и имеем, что найдутся постоянные 3 0   и 8c  такие, что  

    
3

01 203 31 .0,0,
ss WW pp

J c


       (67)  

Окончательная оценка, как вытекает из (65), (66), (67) имеет вид  

    
   

0
01 2 1 2310

,0,
0,

s
s WpWp

R R c


     
    (68) 

где показатель 0  минимальный из полученных в доказательстве и постоянная 31c  не зависит от 

τ . Возьмем в качестве 0  число со свойством 0 2  , 0
31 0 1/ 2c


  . В этом случае оператор R  

переводит шар 
0RB  в себя и является в нем сжимающим. Следовательно, уравнение (36)  имеет 

решение  0
00,

s
pW  . Найдем решение задачи сопряжения v . Покажем, что мы нашли реше-

ние нашей обратной задачи. Достаточно показать, что у нас выполнены условия переопределения 

(24). Мы имеем равенства (32), (33) и равенства (34), (35), откуда вытекает, что  

 0 0 0( , ') ( , ) ( )( , ') ( ( ) )( , ')) ( )( , ')nn i ix i i i in
a t y w t a v v t y t v t y w w t y              , (69)  

при 0i r  и при 0i r  имеем  

 0 0 0( , ') ( , ) ( )( , ') ( ( , ') ( )) ( )( , ')nn i ix i i i in
a t y w t a v v t y v t y t w w t y               (70)  

Вычитая (32) и (69), соответственно, (33) и (70), получим  

 0( , ')( ( , ') ( , )) ( ( )) ( ( , ') ( , )),   1,2, , ,nn i x i ix i in n
a t y v t y w t a v t v t y w t a i r             (71) 

 0( , ')( ( , ') ( , )) ( ( ) ) ( ( , ) ),   1, , ,nn i x i ix in n
a t y v t y w t a t v w t a v i r M              (72)  

Функция 0i iw v  удовлетворяет уравнению (26). Возьмем в этом уравнении ix' = y '  и вы-

чтем его из равенства (27)  при 0i r  и из (28)  при 0i r . Получим равенство  

          0 0, , ', , ', , , 0,
n n n nit n it i n nn i n ix x ix x i nw t x w t y x a t y x w w t x x     (73) 

где 1,2, , .i r   Функции    0, , ,i i n i i nw w t x w t x x   удовлетворяют уравнению (73), начальному 

условию 
0

0i t
w


  и в силу (71), (72)  граничным условиям  

         0, , , , , 0, 1,2, , ,
nnn i ix i ia t x w t a w t a w t a i r         (74)  

         0, ' , , , , 0, 1, , .
nnn i ix i ia t y w t a w t a w t a i r r         (75) 

В силу единственности решений смешанной начально-краевой задачи 

   0, , ',i n i i nw t x w t y x . Следовательно, выполнены равенства  0 , ', 0i i iw t y a    для всех 0i r  

и  0 , ', 0i i iw t y a    для всех 0i r . Поскольку локально по времени задача сводится к уравне-

нию со сжимающим оператором, то утверждение о единственности решений здесь очевидно. 
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Замечание. Все результаты справедливы и в случае более сложной задачи когда вместо од-

ного условия сопряжения мы рассматриваем несколько условий, скажем в точках 1 2, , ,n mx l l l   

и неизвестными являются несколько коэффициентов теплопередачи. На каждом из сечений 

n ix l  в некотором наборе точек у нас, как и ранее, заданы значения решения в качестве условий 

переопределения. Соответствующие условия на данные легко формулируются. 
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ON DETERMINING THE COEFFICIENT OF HEAT EXCHANGE  
IN STRATIFIED MEDIUM 

 

V.A. Belonogov 
Yugra State University, Khanty-Mansiysk, Russian Federation 
E-mail: vladimir.belonogow@yandex.ru 
 

Abstract. In the article we consider the well-posedness in Sobolev spaces of the inverse problems of 

determining the heat exchange coefficient at the interface which is included in the transmission condi-

tion of the imperfect contact type. In a cylindrical spatial domain, a second-order parabolic equation is 

considered. The domain is divided into two sub-domains, on the common part of the boundary of which 

the transmission condition is set. The heat exchange coefficient included in the transmission condition is 

sought as end segment in series with time-dependent unknown Fourier coefficients. The equation is sup-

plemented with general boundary conditions and initial conditions, as well as overdetermination condi-

tions. The ovedetermination conditions are the values of a solution at some points lying in the spatial 

domain. Under natural smoothness conditions for the data and the location of the measurement points, 

the existence and uniqueness theorem local in time is demonstrated. The obtained solution to the prob-

lem is regular, i. e., all generalized derivatives included in the equation are summable to some power, 

and the equation holds almost everywhere. The method is constructive, and the approach allows to de-

velop numerical methods for solving the problem. The proof is based on a priori estimates obtained and 

the fixed-point theorem. 

Keywords: inverse problem; transmission problem; heat transfer coefficient; parabolic equation; 

heat and mass transfer. 
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 
 

К.Г. Кожобеков, А.А. Шооруков, Д.А. Турсунов 
Ошский государственный университет, г. Ош, Киргизская Республика 
E-mail: dtursunov@oshsu.kg 
 

Аннотация. Строится полное равномерное асимптотическое разложе-

ние по малому параметру решения первой краевой задачи. Первая краевая 

задача ставится для сингулярно возмущенного линейного неоднородного 

дифференциального уравнения в частных производных второго порядка с 

двумя независимыми переменными параболического типа. Задача исследу-

ется на прямоугольнике. Особенности задачи – присутствие малого пара-

метра перед оператором теплопроводности, существование угловых погра-

ничных слоев на нижних углах прямоугольника. Требуется построить рав-

номерное асимптотическое разложение решения первой краевой задачи на 

прямоугольнике, с любой степенью точности, при стремлении малого па-

раметра к нулю. Асимптотическое разложение решения по малому пара-

метру строится методом Вишика–Люстерника. При решении поставленной 

задачи нами используются: методы интегрирования обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, классический метод малого параметра, метод по-

граничных функций Вишика–Люстерника и принцип максимума. Как 

обычно, задача решается в двух этапах: в первом этапе строится формаль-

ное разложение решения первой краевой задачи, а во втором этапе оцени-

вается остаточный член полученного разложения и этим доказывается, что 

полученное разложение действительно является асимптотическим на всем 

прямоугольнике. В первом этапе формальное асимптотическое решение 

ищется в виде суммы шести функций (решений): внешнее решение, опреде-

ленное на всем прямоугольнике, погранслойное решение в малой окрестно-

сти нижней стороны прямоугольника, два боковых погранслойных реше-

ния в малой окрестности боковых сторон прямоугольника и два угловых 

погранслойных решения в окрестностях нижних вершин прямоугольника. 

Все эти погранслойные решения экспоненциально убывают вне погранич-

ных слоев.  

Ключевые слова: асимптотическое решение; малый параметр; сингулярно 

возмущенная задача; первая краевая задача; уравнение теплопроводности; по-

гранслойное решение. 

 

Постановка задачи. В прямоугольнике рассмотрим первую краевую задачу [1, 2]: 
2

2 2

2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ,

z t x z t x z t x
a p t x q t x z t x f t x t x

t xx
 
   

        
              (1) 

(0, ) ( ), [0,1],z x x x                                                         (2) 

1 2( ,0) ( ), ( ,1) ( ), [0, ],z t t z t t t T                                                (3) 

где   – малый положительный параметр, 0< a  – const,  {( , ) |0 ,0 1}t x t T x     , 

, , ( )q p f C  , 1 2 1 2[0,1], , [0, ], ( , ) 0: ( , ) , (0) (0), (1) (0)C C T q t x t x             . 

Требуется построить равномерное асимптотическое приближение первой краевой задачи (1)–

(3), при 0  . 

Решение задачи (1)–(3) будем искать в виде рядов по степеням малого параметра [3–5]: 

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )z t x U t x V x t t W W                              (4) 

где 1 2/ , / , (1 ) / ,t x x            . 
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Подставляя соотношение (4) в задачу (1)–(3), получаем следующие задачи: 
2

2 2

2

( , ) U( , ) U( , )
( , ) ( , ) ( , ) (t,x), (t, ) ;

U t x t x t x
a p t x q t x U t x f x

t xx
 
   

        
            (5) 

 
2

2 2
12

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) ;

V x V x V x
a p x q x V x x

xx

  
     



  
    

 
                (6) 

2
2 2 3

22

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ;

j j j j j j
j j j j j j

jj

t t t
a q t t p t t

t

  
     



   
    

 
       (7) 

2
2 4

32

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ,

j j j j j j
j j j j j j

jj

W W W
a q W p

     
        

 

  
    

 
      (8) 

где 1
1 {( , ) | 0 , 0 1}x T x        , 1

2 {(t, ) | 0 , 0 }j j jt T        , 

1 1
3 {( , ) | 0 , 0 }, 1,2.j j jT j              

Подставляя соотношение (4) в начальное условие (2), получаем: 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )x U x V x W W            

(0, ) ( ) (0, ),V x x U x                                                               (9) 

(0, ) (0, ), 1,2.j j j jW j                                                          (10) 

Теперь подставляя соотношение (4) в граничные условия (3), имеем: 
1 1 1 1 1

1 1 2 1 2( ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( , ) ( ,0) ( , )t U t V t t t W t W t               , 

учитывая, что 1 1 1
2 2( , ) 0, ( , ) 0t W t        – условие для погранслойных функций, получаем: 

1 1( ,0) ( ) ( ,0),t t U t                                                            (11) 

1( ,0) ( ,0),W V                                                                  (12) 

аналогично 
1 1

2 2 2( ) ( ,1) ( ,1) ( ,0) ( ,0)t U t V t t W t         

2 2( ,0) ( ) ( ,0),t t U t                                                            (13) 

2( ,0) ( ,1)W V   .                                                               (14) 

В результате мы получили шесть задач:  

– из уравнения (5) методом малого параметра однозначно определяем U(t,x); 

– из (6) и (9) определяем V(,x); 

– из (7), (11) и (13) определяем ( , )j jt  , j = 1, 2; 

– из (8), (10), (12) и (14) определяем ( , )j jW   , j = 1, 2. 

Начнем с уравнения (5).  

Лемма 1. Для решения ( , )U t x  уравнения (5) справедливо формальное асимптотическое раз-

ложение 

0

( , ) ( , )k
k

k

U t x u t x




 ,                                                            (15) 

где ( ), 0,1,2,...ku C k    – конкретизируются при доказательстве леммы 1. 

Доказательство. Формально подставляя (15) в (5) и приравнивая коэффициенты при одина-

ковых степенях , имеем: 

0

( , )
( , ) ,

( , )

f t x
u t x

q t x
                                                                  (16) 

2
21 1 2

12

( , ) ( , ) ( , )1 ( , )
( , ) , , ( , ) 0,

( , ) ( , )

k k k
k

u t x u t x u t xp t x
u t x a k N u t x

q t x t q t x xx

  


   
         

     (17) 

заметим, что ( ), 0,1,2,...ku C k   . Лемма 1 доказана. 
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Перейдем к задаче (6), (9). Пусть  

0

( , ) ( , ),k
k

k

V x v x  




                                                           (18) 

где ( , )kv x  – пока неизвестные функций. 

Подставляя (18) в (6) и (9), имеем: 

2
2 2

2
0 0 0

( , )( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) 0,

k k
k jk j jk k

j j k j

k j j

v xv x v x
a p x q x v x

xx

 
     








  

  
    

   
    

0 0

(0, ) ( ) (0, ),k k
k k

k k

v x x u x  
 

 

    

где 0( ) (0, ) , ( ) (0, ), ( ) (0, ) .j j j j
j jq x q x q x q x p x p x         

Отсюда следует, что 

0
0 0 0 0

( , )
( ) ( , ) 0, (0, ) ( ) (0, );

v x
q x v x v x x u x


 




   


                             (19) 

0

2
22 1

2
0 1

( , )
( ) ( , )

( , )( , )
( ) ( ) ( , ), (0, ) (0, ), .

k
k

k k
k jj jk

j j k j k k

j j

v x
q x v x

v xv x
a p x q x v x v x u x k N

xx







  

 


 


 




     


 

 (20) 

Решение задачи (19) существует, единственно и представимо в виде: 
( )

0 0( , ) ( ( ) (0, )) .q xv x x u x e      

Для 1( , )v x  имеем: 

2
2 01

0 1 1 0 1 12

( , )( , )
( ) ( , ) ( ) ( , ), (0, ) (0, ).

v xv x
q x v x a q x v x v x u x

x


  




    

 
 

Справедлива 

Лемма 2. Решение задачи 

 0 ( )
0 0 1

( , )
( ) ( , ) ( ) ... ( ) , ( , ) ,

q x n
n

v x
q x v x e p x p x x


  




    



0(0, ) ( ), [0,1]v x v x x   

существует, единственно и представимо в виде 

0 0

2 1
( ) ( )0

0 1( , ) ( ) ( ) ( ) ... ( )
2 1

n
q x q x

nv x e v x e p x p x p x
n


   

       

   
  , 

где 0
0 0( ) 0 [0,1], , , [0,1].jq x x q p v C    

Доказательство. Уравнение  

 0 ( )
0 0 1 1

( , )
( ) ( , ) ( ) ( ) ... ( ) , ( , ) ,

q x n
n

v x
q x v x e p x p x p x x


   




     


 

запишем в виде 

   0 ( )
0 1( , ) ( ) ( ) ... ( ) ,

q x n
nv x e p x p x p x




  


     

полученное выражение интегрируем по , учитывая начальное условие: 

0 ( ) 0
0

0

( , ) ( ) ( ( ) ... ( ) )
q x n

nv x e v x p x p x s ds


      0 0( ) ( )0

1,( , ) ( ) ( , )
q x q x

nv x e v x P x e
 

  
  , 

где 
2

1
1, 0 1( , ) ( ) ( ) ... ( ) 1

2

n
n nP x p x p x p x n


   

      . Лемма 2 доказана. 

С помощью леммы 2 доказывается существование и единственность решений задач (20). 

Кроме этого, из леммы 2 следует, что эти решения экспоненциально стремятся к нулю при 

стремлении  к бесконечности, т. е.:  
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 0 ( )
0( , ) , , ( ) 0 : [0,1], 0,1,2,...

q x
kv x O e q x x k


    

   

Перейдем к задачам (7), (11) и (13). Здесь две задачи относительно функций 1 1( , )t   и 

2 2( , )t  – аналогичные, поэтому достаточно рассмотреть одну. Мы рассмотрим задачу относи-

тельно функций 1 1( , )t  : 

2
12 2 41 1 1 1

1 1 1 1 1 212
1

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ,

jt t t
a q t t p t t

t x

  
     



   
    

 
        (21) 

1 1( ,0) ( ) ( ,0), [0, ].t t U t t T                                                (22) 

Пусть  

1 1 1, 1

0

( , ) ( , ),k
k

k

t t   




                                                     (23) 

где 1, 1( , )k t   – пока неизвестные функций, причем 
1

1, 1lim ( , ) 0, [0, ]k t t T


 


  . 

Подставляя (23) в (21) и (22), имеем: 
2

1, 11, 1 1, 12 2 2
1, 11 12

0 0 0 01

( , )( , ) ( , )
( ) ( , ) ( ) ,

k k
k jk kj jk k

j k j j

k j k j

tt t
a q t t p t

t x

    
      



 




   

    
    

       
     

2
1, 1

0 0

( ,0) ( ) ( ,0), [0, ],k k
k k

k k

t t u t t T   
 

 

     

где 0

1 1

( ,0) ( ,0)
( ) , ( ) , ( ) ( ,0)

j j

j jj j

q t p t
q t p t q t q t

 

 
  

 
. 

Отсюда для 1,0 1( , )t   имеем: 

1

2
1,02

0 1,0 1 21 1,0 1 0 1,0 12
1

( ) 0, ( , ) , ( ,0) ( ) ( ,0), lim ( , ) 0, [0, ].a q t t t t u t t t T



     

 


      


 

Решение этой задачи можно представить в виде 

 
0

1

( )

1,0 1 1 0( , ) ( ) ( ,0)

q t

at t u t e


  


  . 

Для 1, 1( , ),k t k N    имеем: 

2
1, 2 11, 1, 2 12

0 1, 1, 1 1 211 12
1 01

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ,( , ) ,

k k
k jk kj j

k j k j j

j j

t t
a q t q t t p t t

x t

   
     



  


 

 
    

 
   

1
1,2 1,2 1 1, 1( ,0) ( ,0), ( ,0) 0, lim ( , ) 0, [0, ].k k k kt u t t t t T


   


                    (24) 

Справедлива 

Лемма 3. Решение задачи  

 
0

1

1

( )2
2

0 1 1 1 1 212
1

0
1

( ) ( ) ... ( ) , ( , ) ,

( ,0) ( ), lim ( , ) 0, [0, ],

q t

na
na q t e p t p t t

t t t t T






   



   






    



  

 

существует, единственно и представимо в виде 

 
0 0

1 1

( ) ( )

0
1 1 1 1 1( , ) ( ) ( ) ... ( )

q t q t

na a
nt e t e p t p t

 
     

 

    , 

где 0
0 0( ) 0 [0, ], , , [0, ].jq t t T q p C T     

Лемма 3 доказывается прямым интегрированием, как и лемма 2. 
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С помощью леммы 3 доказывается существование, единственность решений задач (24). Для 

решений задач (24) справедливы оценки: 

0
1

( )

1 1 0( , ) , , [0, ], 0 , 0 ( ).

q t

at O e t T a q t


 
     
 
 


    

Перейдем к задачам (8), (10), (12) и (14) для определения угловых погранслойных функций 

( , )j jW   , j = 1, 2. 

Здесь тоже достаточно рассмотреть одну из них, либо задачу для 1 1( , )W   , либо для 

2 2( , )W   , второе исследуется аналогично. Рассмотрим задачу для 1 1( , )W   : 

2
2 31 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 312
11

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) 0, ( , ) ,

W W W
a q W p

  
    

 

     
        

 
    (25) 

1 1 1 1 1(0, ) (0, ), ( ,0) ( ,0).W W V                                            (26) 

Пусть  

1 1 1, 1

0

( , ) ( , ),k
k

k

W w    




                                                      (27) 

где 1, 1( , )kw    – пока неизвестные функций. 

Подставляя (27) в (25) и (26), получаем: 
2

1, 1,2
0 1, 1 312

1

0, ( , ) , 0,1;
j j

j

w w
a q w j

 
    
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1
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 
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 
  

1, 1 1, 1 1,2 1,2 1(0, ) (0, ), ( ,0) ( ,0), ( ,0) 0, 0,1,...k k k k kw w v w k           ,  

где , 0

1

(0,0)
, 0 (0,0)

n m

n m n m

q
q q q

 


  

 
, k – линейно зависят от предыдущих 1, jw  (j<k) и их 

производных от 1 , полиномиально зависят от  , и 1 . 

Если ввести обозначение 0
1, 1 1( , ) ( , )

q
k kw e y

   
 , то 

0 0 0

2 2
1, 1 1, 11 1

0 1 2 2
1 1

( , ) ( , )( , ) ( , )
( , ) ;

k kq q qk k
k

w wy y
q e y e e

        
 

   

    
   

   
,  

и рассматриваемая задача примет вид: 
2

2
1, 1 1, 2 1,0 1 1 312

1

( , ,..., , , ), ( , ) , 0,1,...k k
k k k

y y
a y y y k 

 
   

 
   

 
                  (28) 

0
1 1, 1 2 2 1(0, ) (0, ), ( ,0) ( ,0), ( ,0) 0, 0,1,...

q
k k k k ky y e v y k

                             (29) 

где 0, 0,1.j j    

Решения задач (28), (29) существуют, единственны и представимы в виде [6]: 

1 1, 1 1 1

0 0 0 0

( , ) (0, ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , ) ,k k k ky G d t H t dt t x G x t dxdt
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2
1

0

2 2
1 1 14

1 13/2 2 2

2 2 1 1 1, 1 1, 2 1,0 1

( ) ( )1
( , ) , ( , , ) exp exp ,

22 4 4

( ) ( ,0), ( ) 0, ( , ) ( , ,..., , , ).

a

q
k k k k k k k

x x
H e G x

aa a a

e v y y y



  

     
        

     

    







  
   

  

        

 

Отсюда следует, что функции 1, 1( , )kw    экспоненциально убывают при 1   . 
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Таким образом, нами построены все функции, входящие в правую часть равенства (4).  

Обоснование. Оценим остаточный член разложения (4).  

Пусть ( , ) ( , ) ( , )nz t x z t x R t x  , где ( , )R t x  – остаточный член разложения, 

1,2 1 1 2,2 1 2 1,2 1 1 2,2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),n n n n n n nz t x U t x V x t t W W              
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  

       

2 1

,2 1 j,

0

( , ) ( , )
n

k
j n j k j

k

W w    






  . 

Тогда для остаточного члена получим следующую задачу: 
2

2 2 1

2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( ), ( , ) ,nR t x R t x R t x

a p t x q t x R t x O t x
t xx

   
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        
        (31) 

1 1(0, ) ( ), [0,1], ( ,0) ( ,1) ( ), [0, ], 0n nR x O x z t z t O t T         .            (32) 

Применяя принцип максимума [7], получаем: 

 1 1 1

( )
0 1

( , ) max ( , ) ( ), ( ) .n n

t,x
R t x q t x O O  


 





   

Отсюда имеем:  
1( , ) ( ), ( , ) , 0.nR t x O t x     

Теорема. Для решения задачи (1)–(3) при стремлении малого параметра к нулю в области   

справедливо асимптотическое разложение 
1

1,2 1 1 2,2 1 2 1,2 1 1 2,2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ),n
n n n n n nz t x U t x V x t t W W O        

           

где функции 
2 1

,2 1 ,0 0 0
( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ),

n n nk k k
n k n k j n j j k jk k k

U t x u t x V x v x t t       


  
       

2 1

,2 1 ,0
( , ) ( , )

n k
j n j j k jk

W w    


 
  определены выше. 

Заключение. Нами построено полное равномерное асимптотическое разложение по малому 

параметру решения первой краевой задачи для сингулярно возмущенного линейного неоднород-

ного дифференциального уравнения в частных производных второго порядка с двумя независи-

мыми переменными параболического типа. Доказано, что полученное разложение действительно 

является асимптотическим решением поставленной задачи на всем прямоугольнике. Данная ра-

бота для нас является началом исследования бисингулярно возмущенных задач параболического 

типа, в следующих работах, ссылаясь на эту статью, мы будем исследовать только бисингуляр-

ные случаи. 
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION OF THE FIRST BOUNDARY VALUE 
PROBLEM FOR A SINGULARLY PERTURBED DIFFERENTIAL EQUATION  
IN PARTIAL DERIVATIVES OF THE SECOND ORDER OF PARABOLIC TYPE 
 
K.G. Kozhobekov, A.A. Shоorukov, D.A. Tursunov 
Osh State University, Osh, Kyrgyz Republic 
E-mail: dtursunov@oshu.kg 
 

Abstract. The article constructs a complete uniform asymptotic expansion in a small parameter of 

the solution of the first boundary value problem. The first boundary value problem is posed for a singu-

larly perturbed linear inhomogeneous second-order partial differential equation with two independent 

variables of parabolic type. The problem is investigated on a rectangle. The peculiarities of the problem 

are the presence of a small parameter in front of the heat conduction operator, the existence of corner 

boundary layers at the lower corners of the rectangle. It is required to construct a uniform asymptotic 

expansion of the solution of the first boundary value problem on a rectangle, with any degree of accura-

cy, as the small parameter tends to zero. The asymptotic expansion of the solution in terms of a small 

parameter is constructed by the Vishik–Lyusternik method. When solving the problem, we use: methods 

of integration of ordinary differential equations, the classical method of a small parameter, the Vishik–

Lyusternik boundary function method, and the maximum principle. As usual, the problem is solved in 

two stages: in the first stage, a formal expansion of the solution of the first boundary value problem is 

constructed; and in the second stage, the remainder of the resulting expansion is estimated and this 

proves that the resulting expansion is indeed asymptotic over the entire rectangle. In the first stage, a 

formal asymptotic solution is sought in the form of a sum of six functions (solutions): an external solu-

tion defined on the entire rectangle; boundary layer solution in a small neighborhood of the lower side of 

the rectangle; two lateral boundary layer solutions in a small neighborhood of the lateral sides of the rec-

tangle and two corner boundary layer solutions in the neighborhood of the lower vertices of the rectan-

gle. All these boundary layer solutions exponentially decrease outside the boundary layers. 

Keywords: asymptotic solution; small parameter; singularly perturbed problem; first boundary 

value problem; heat equation; boundary layer solution. 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТИПА УПРАВЛЕНИЯ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
СТАРШЕГО КОЭФФИЦИЕНТА ОДНОМЕРНОГО 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  
 

Ш.И. Магеррамли 
Бакинский государственный университет, г. Баку, Азербайджанская Республика 
E-mail: semedli.shehla@gmail.com  
 

Аннотация. Рассматривается одна обратная задача типа управления об 

определении старшего коэффициента одномерного параболического урав-

нения. Рассматриваемая задача является вариационной постановкой коэф-

фициентной обратной задачи для параболического уравнения. Искомый ко-

эффициент параболического уравнения зависит от пространственной пере-

менной. Для параболического уравнения задано интегральное граничное 

условие. Роль управляющей функции играет искомый старший коэффици-

ент параболического уравнения, являющийся элементом пространства Со-

болева. Множество допустимых управляющих функций принадлежит про-

странству Соболева. Целевой функционал для задачи управления составлен 

на основе интегрального условия переопределения заданной в обратной за-

даче. Это условие может быть интерпретировано как задания средневзве-

шенного значения решения рассматриваемого уравнения по временной пе-

ременной. Решение краевой задачи для параболического уравнения, при 

каждом заданном  управляющей функции, определяется как обобщенное 

решение из пространства Соболева. Доказано существование решения рас-

сматриваемой обратной задачи типа управления. Введена сопряженная 

краевая задача для рассматриваемой задачи управления. Доказана диффе-

ренцируемость по Фреше целевого функционала на множестве допустимых 

управляющих функций. Кроме того, введена вспомогательная краевая за-

дача и с использованием решения этой задачи найдена формула  для гради-

ента целевого функционала. Получено необходимое условие оптимальности 

допустимой управляющий функции.  

Ключевые слова: параболическое уравнение; коэффициентная обратная за-

дача; интегральные условия; вариационная постановка. 
 

Введение  

В работах [1–5] и др. изучены обратные задачи типа управления для параболических уравне-

ний при классических граничных условиях и локальных условиях переопределения. Такие задачи 

при нелокальных условиях менее исследованы [6]. 

В данной работе рассматривается обратная задача типа управления об определении старшего 

коэффициента одномерного параболического уравнения при интегральных условиях. Доказано 

существование решения задачи. Найдена формула  для градиента целевого функционала на мно-

жестве допустимых управлений из пространства Соболева и получено необходимое условие оп-

тимальности для допустимого управления.  
 

Постановка обратной задачи типа управления 

В работе для функциональных пространств и их норм используем  обозначения из [7, с. 12–

15]. Через  1
2,0 0,W l  (соответственно    1,0 1

2,0 2,0,V Q W Q ) будем обозначать подпространство 

функций из  1
2 0,W l  (соответственно    1,0 1

2 2,V Q W Q ), равных нулю при 0x  . Через 1 2, ,M M  

обозначаем положительные постоянные входящие в получаемые оценки. 

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления для линейного параболического 

уравнения: пусть требуется найти пару функций       , , ; ,u u x t u x t x     , минимизирую-

щих функционал  

       

2

0 0

, ;

l T

J t u x t dt x dx      ,                                              (1) 
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при условиях  

           , , , , , :0 , 0t x x
u x u a x t u f x t x t Q x t x l t T         ,                 (2) 

   ,0 , 0 ,u x x x l                                                            (3) 

 0, 0,u t           
0

, , , , 0

l

xl u l t H x t u x t dx t T    ,                                 (4) 

            1
2 0, :0 , . . 0,x V x W l x x d п в на l                .            (5) 

Здесь 0, , , 0l T d     – некоторые постоянные,            , , , , , , , ,a x t f x t x H x t t x    – из-

вестные измеримые функции, удовлетворяющие следующие условия: 

 , ,a x t     1 2, , , п.в.наtH x t H x t Q   ,        1
2 2,0, , 0, ,f x t L Q x W l 

 

       2 20, , 0, ,t L T x L l  
 
 1 2, const 0    ,                                    (6) 

 x   – управление, V  – множество допустимых управлений. 

Отметим, что задача (1)–(5) является вариационной постановкой обратной задачи для пара-

болического уравнения (2) об определении  функций     , ; ,u x t x  , удовлетворяющих услови-

ям (3)–(5) и условию переопределения интегрального вида  

          
0

, ; , 0

T

t u x t dt x x l     .                                                (7)  

В работе [8] изучена обратная задача об определении старшего коэффициента параболиче-

ского уравнения с интегральным условием переопределения в традиционной постановке.    

Функция       1,0
2,0, , ;u x t u x t V Q   называется обобщенным решением из  1,0

2V Q  краевой 

задачи (2)–(4), если        

         
0 0

, , , ,

T l

t x x

Q

u x u a x t u dxdt H x t u x t dx l t dt    
 

       
  

    

     
0

,0 ,

l

Q

x x dx f x t dxdt     ,                                                  (8) 

для всех         1 1
2,0 2,0
ˆ, : , , 0x t W Q W Q x T         . 

Из результатов работы [9] следует что, для каждого  x V   , краевая задача (2)–(4) име-

ет единственное обобщенное решение из пространства  1,0
2V Q . Кроме того, его обобщенное ре-

шение принадлежит также пространству   1
2,0W Q  и верна оценка 

 
 

 1 1

12, 2, 0, 2,Q l Q
u M f  

  
.                                                    (9) 

 

Существование решения обратной задачи типа управления  

Теорема 1. Пусть выполнены условия (6). Тогда для задачи (1)-(5) существует хотя бы одно 

оптимальное управление. 

Доказательство. Возьмем какую-либо точку υ V . Пусть последовательность  kυ V  та-

кова, что   

kυ υ   слабо в  1
2 0,W l .                                                      (10) 

Тогда из компактности вложения    1
2 0, 0,W l C l   [7, с. 78] следует, что  

kυ υ   сильно в  0,C l .                                                       (11) 

Положим    k k ku =u x,t =u x,t;υ . Тогда полагая ,k ku u υ=υ  в (1)-(3) и учитывая оценку (9) 

для функции ku u , получим  
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 
 

1

22,
1,2,k Q

u M k  .                                                      (12) 

Тогда из (12) в силу теоремы вложения [7, с. 78] существует подпоследовательность { }
mku  

такая, что 

mku u   слабо в  1
2W Q  и сильно в  2L Q ,                                    (13) 

где    1
2,0u= u x,t W Q  – некоторая функция. 

Для функций  ,
m mk ku u x t  справедливы тождества 

         
0 0

, , , ,
m m m m m

T l

k t k k x x k k

Q

u η + x u η +a x t u η dxdt H x t u x t dx η l t dt =
 

     
  

    

        
0

, 1,2,

l

Q

x η x,0 dx f x t dxdt k     ,    1
2,0
ˆ,x t W Q    .                 (14) 

Используя (10)–(13), доказываем, что 

   
m mk k x x x x

Q Q

υ x u η dxdt υ x u η dxdt  ,                                            (15) 

           
0 0 0 0

, , , , , ,
m

T l T l

kH x t u x t dx η l t dt H x t u x t dx η l t dt
   

   
      
    .                     (16) 

Из (14) при mk   с помощью (13), (15), (16) получаем (8). Следовательно, 

   u x,t = u x,t;υ . Тогда согласно (13), справедливо соотношение   

   
mku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2L Q .                                         (17) 

Тогда из единственности решение задачи (2)–(4) следует, что соотношение (17) справедливо 

для всей последовательности  ku , т. е. 

   ku x,t;υ u x,t;υ   сильно в  2L Q .                                        (18) 

Из (18) следует, что    kJ υ J υ  при k  , т. е. функционал  J υ  слабо непрерывен на 

V . Тогда из результатов работы [10, c. 49, 51] следует, что справедлива теорема 1.  
 

Дифференцируемость функционала цели и необходимое условие оптимальности 

Введем сопряженную краевую задачу для задачи (1)–(5):  

        , , ,t x x
x a x t H x t l t                 

0

2 , ; , ,

T

u x d x t x t Q      
 

  
  
 ,    (19) 

 , 0, 0 ,x T x l                                                             (20) 

   0, 0, , 0, 0xt l t t T     .                                              (21) 

Пусть    , , ;x t x t      есть обобщенное решение краевой задачи (19)–(21) из  1,0
2V Q , 

т. е. эта функция принадлежит пространству  1,0
2,0V Q  и удовлетворяет интегральному тождеству 

               
0

, , , 2 , ;

T

t x x

Q Q

x a x t H x t l t dxdt u x d x t dxdt              
   

          
    

    

        1 1
2,0 2,0, : , ,0 0x t W Q W Q x          .                               (22) 

Можно показать, что задача (19)–(21) однозначно разрешима в пространстве  1,0
2V Q . Кроме 

того,      1
2,0, , ;x t x t W Q       и  
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         
1

32,
0 2,

, ;

T

Q

Q

M u x d x t       
 

  
  
 .                                   (23) 

Для оценки нормы в правой части (23) используем неравенство Коши–Буняковского и, учи-

тывая (9), имеем    

 
   

    
1 1

42, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0,Q T l Q l
M f      

  
.                                (24) 

Пусть функция    1
2; 0,x W l     является обобщенным решением из  1

2 0,W l  следую-

щей вспомогательной краевой задачи: 

   
0

, ; , ; , 0

T

x xu x t x t dt x l         ,                                     (25) 

   0 0l    .                                                            (26) 

Для решения краевой задачи (25), (26) справедливо тождество 

         1
2

0 0 0

, ; , ; , 0,

l l T

x xdx u x t x t dt dx x W l        
 

       
 
 

    .             (27) 

Задача (25), (26), при каждом заданном  x V   , имеет единственное обобщенное реше-

ние    1
2; 0,x W l     [11, с. 39, теорема 4]. Кроме того, полагая в (27) ,   используя огра-

ниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и неравенство Коши–Буняковского, имеем  

     
 12 2

50, 2, 0, 2, 2,
0

l

x x x xC l l Q Q
Q

dx u dxdt M u         
   . 

Отсюда следует оценка 

 
 1

52, 0, 2, 2,x xl Q Q
M u  .                                               (28) 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (6). Тогда функционал  J   непрерывно дифферен-

цируем по Фреше на множестве V  и справедлива формула  

   ; , 0J x x l      .                                               (29) 

Доказательство. Пусть V  – некоторый элемент,  1
2 0,W l  -приращение этого эле-

мента и V   . Через      , , ; , ;u x t u x t u x t       обозначим приращение решение 

краевой задачи (2)–(4). Тогда ясно, что u является обобщенным решением из  1
2W Q  краевой 

задачи  

      , ,t x x xx
u u a u u x t Q           ,                                 (30) 

 ,0 0, 0u x x l    ,                                                         (31) 

 0, 0,u t                  
0

, , , , , 0

l

x xl l u l t H x t u x t dx l u l t t T          .  (32) 

Решение краевой задачи (30)–(32) удовлетворяет тождеству 

        1
2,0
ˆ, , ,t x x x x

Q Q

u u a u H u l t dxdt u dxdt x t W Q                         , (33) 

и можно показать, что для него верна оценка 

 1,0
2

6 2,xQ V Q Q
u u M u     . 

Отсюда, учитывая ограниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и оценки (9), имеем 

   
 1

6 6 70, 2, 0,2, 2,x xQ C l lQ Q
u M u M u M         .                           (34) 
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Приращение      J J J       функционала (1) представим в виде   

               

2

0 0 0 0 0

2 , ; , ,

l T T l T

J u x d x u x d dx u x d dx              
   

       
    

     .  (35)
 

Используя (22) при u    и (33) при   , получаем равенство  

           
0 0 0

2 , ; ,

l T T

x x x

Q

u x d x u x d dx u u dxdt           
   

       
    

    . 

Учитывая это равенство в (35), получим 

  x x

Q

J u dxdt R      ,                                                     (36) 

где 

   

2

0 0

,

l T

x x

Q

R u x d dx u dxdt            .                                     (37)
 

В равенстве (27) положим    . Тогда учитывая полученное равенство в (36), имеем  

   
0

l

J dx R           ,                                                  (38) 

Используя неравенство Коши–Буняковского, ограниченность вложения    1
2 0, 0,W l C l  и 

оценки (22), (34), имеем  

       

2

2 2

2, 0, 2, 0, 2, 2,
0 0

,

l T

x x x xT Q C l Q Q
Q

R u x d dx u dxdt u u                      

   
    

    
  

2 2 2
2 1 1 12

7 7 82, 0, 2, 0, 2, 0, 2, 0,2,xT l l lQ
M M M           

Тогда из (38) следует, что функционал (1) дифференцируем по Фреше на V  и верна формула 

(29). Рассуждая аналогично работе [12],  нетрудно показать, что отображение  1
2: 0,J V W l   

непрерывно.  Теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия (6) и  x V     – оптимальное управление  в зада-

че (1)–(5). Тогда для любого  x V    выполняется неравенство 

                    
0

; ; 0

l

x x x x x x dx          
        .                            (39) 

Справедливость этой теоремы следует из [10, с. 28, теорема 5]. 
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FOR A ONE-DIMENSIONAL PARABOLIC EQUATION 
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Abstract. In this paper, we consider one inverse control-type problem of determining the leading 

coefficient of a one-dimensional parabolic equation. The problem under consideration is a variational 

statement of a coefficient inverse problem for a parabolic equation. The sought for coefficient of the 

parabolic equation depends on the spatial variable. An integral boundary condition is set for the parabol-

ic equation. The desired highest coefficient of the parabolic equation plays role of the control function, 

which is an element of the Sobolev space. The set of admissible control functions belong to the Sobolev 

space. The objective functional for the control problem is compiled based on the integral 

overdetermination condition set in the inverse problem. This condition may be interpreted as tasks of a 

weighted mean of the solution of the equation under consideration as per time variable. The solution of 

the boundary value problem for a parabolic equation, for each given control function, is defined as a 

generalized solution from the Sobolev space. The existence of a solution of the considered inverse con-

trol-type problem is proved. An adjoint boundary value problem for the control problem under study is 

introduced. The Frechet differentiability of the objective functional in a set of admissible control func-

tions is proved. In addition, an auxiliary boundary value problem is introduced; and using the solution of 

this problem, an expression for the gradient of the objective functional is found. The necessary optimali-

ty condition for the admissible control function is obtained. 

Keywords: parabolic equation; coefficient inverse problem; integral conditions; variational state-

ment. 
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Аннотация. Исследование геометрических свойств аналитических 

функций является одной из классических задач теории функций комплекс-

ного переменного и уже более полувека как представляет устойчивый инте-

рес у многих математиков. При этом отдельным направлением является 

построение достаточных признаков однолистности, в том числе нахождение 

условий, обеспечивающих их простые геометрические свойства (выпук-

лость, звездообразность, почти выпуклость и др.). 

Решение указанных задач во многих случаях связано с нахождением 

оценок в различных классах функций, что само по себе также является ак-

туальной проблематикой. 

Настоящая статья посвящена нахождению точных оценок аналитиче-

ских функций и их производных в достаточно широких классах функций, 

выделяемых в виде некоторых ограничений на области, получаемых из об-

ластей значений данных функций с помощью круговой симметризации или 

симметризации относительно прямой. На основе данных результатов най-

дены точные радиусы выпуклости в некоторых классах функций. 

Ключевые слова: геометрическая теория функций комплексного переменно-

го, симметризация области, оценки аналитических функций, однолистные 

функции, радиусы выпуклости аналитических функций. 

 

Введение 

Методы подчиненности [1] и симметризации [2, 3] широко используются в геометрической 

теории комплексных функций для нахождения их точных оценок. К данному направлению тесно 

примыкают вопросы построения достаточных признаков однолистности по областям значений 

некоторых функционалов. В систематизированном виде эта проблематика и наиболее важные 

результаты впервые были изложены в работе [4]. 

Исследованию геометрических свойств функций, аналитических в единичном круге 

{ :| | 1}E z z  , в том числе нахождению их радиусов выпуклости, звездообразности и почти вы-

пуклости, посвящено достаточно большое количество работ [5–8]. 

В нашем исследовании используется понятие внутреннего радиуса области – одного из 

наиболее общих характеристик области, введенного Г. Сеге [9]. В дальнейшем его свойства 

изучались в работах Г. Полиа и Г. Сегë [2], В.К. Хеймана [10]. Для случая односвязных областей 

он хорошо известей под название радиуса конформности области [1]. 

Метод подчиненности в сочетании с методом симметризации и внутренним радиусом 

области позволяют [11] при построении достаточных признаков однолистности в качестве 

множества значений функционалов использовать области, существенно отличные от 

канонических. 

Далее, говоря о функциях комплексного переменного z , мы будем считать, что они являют-

ся регулярными (аналитическими) в круге E.  

Пусть функции  φ z  и  0 z  заданы в круге E  и функция  0 z  является однолистна в E.  

Функцию  φ z  называют подчиненной функции  0φ z  (и обозначают    0φ z φ z ), если 

   0z w z     , где  w z  аналитична в E , | ( ) | 1w z   для всех z  из E  и  0 0w  . 

Геометрически условие подчиненности означает, что    0E E   и    00 0  . 
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Для дальнейшего нам потребуется следующая 

Лемма 1 [12]. Пусть функция  φ z  в круге E  разлагается в ряд вида 

  1
0 1 , 1,n n

n nz c c z c z n 
      

и пусть    0z z  . Тогда справедлива оценка 

  
1

02

| |
| ( ) | , ,

1 | |

n

n

n z
z R D z

z
 



 


 

где R   внутренний радиус области D  относительно точки w и  0 0 .D E  Оценка точная и 

достигается для функции    0
nz z   , где | | 1   

 

1. Оценки модуля функции и модуля производной в некоторых классах функций 

Пусть  , ,0 2G n    – класс функций 

   1
1 , 1, ,n n

n nw z c z c z n z E 
                     (1) 

удовлетворяющих условию 

  0
0
max | |

R
mes E w w  

 
    ,                                              (2) 

где 0w   некоторое фиксированное комплексное число. 

Данное условие означает, что радианная мера пересечения области  φ E  с каждой окружно-

стью 0| |w w    не превосходит απ . Поэтому после осуществления круговой симметризации 

[2–3] области  φ E  относительно луча, исходящего из точки 0w  и проходящего через начало 

координат, получится область *D , содержащаяся внутри угла 0D  с вершиной в точке 0w  рас-

твора απ.  

Теорема 1. Если    ,z G n   при некотором 0w  , то в круге | |z r  имеют место 

следующие оценки 

1

2

2 1
| ( ) | ,

1 1

n n

n n

A nr r
z

r r





  

      
           (3) 

1
| ( ) | 1

1

n

n

r
z A

r




  
       

,           (4) 

где 0| |A= w . Оценки точные и достигаются для функции 

 0

1
1

1

n

n

z
z A

z




  
       

. 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что вершиной угла 0D  раство-

ра   является точка 0w A  , 0A  , и биссектриса угла проходит через точку 0w   в положи-

тельном направлении действительной оси. Легко определить, что отображение круга E  на угол 
0D  имеет вид 

 0

1
1 ,

1

z
z A

z




  

   
   

 

при этом     0 00 0 и 1 .A      

Найдем внутренний радиус области 0D  в точках w : 0.w   Так как 

   ' 2
0 0, | ( ) | 1 | |R D z z z   , то 
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  
 

 
  

1

0 1

2 1
, 1 1 ,

1

A z
R D z z z

z













  


 

или окончательно, 

  0

1
, 2

1

z
R D z A

z



 
 

  
 

 

Так как z = ±r , где 0 1r  , то  

1 1
,

1 1

r r

r r

 


 
 

поэтому 

  0

1
, 2 .

1

z
R D z A

z



 
 

  
 

 

Очевидно, что  

     0

1
, , 2 .

1

n
n

n

r
R D z R D z A

r



  
 

     
 

Поэтому, применяя лемму 1, окончательно получаем 

1

2

2 1
| ( ) | .

1 1

n n

n n

A nr r
z

r r





  

      
 

Оценка (4) получается из оценки (3) интегрированием по r . Точность оценок (3)–(4) 

проверяется легко. Теорема доказана. 
Конкретизация условия (2) позволяет получить целую серию результатов. 

Следствие 1. Пусть функция  φ z  разлагается в ряд вида (1) и пусть после круговой 

симметризации области  φ E  относительно луча  ; , 0,A A    получается область *D , 

содержащаяся в области 0 \ ( ; ]D A   . Тогда в круге | |z r  справедливы  точные оценки 

 

 

1

3

4 1
| ( ) | ,

1

n n

n

Anr r
z

r



 
 



 

2
1

| ( ) | 1 .
1

n

n

r
z A

r


  
       

 

Следствие 1 вытекает из теоремы 1 при 2  , когда область 0D  – всю плоскость 

комплексного переменного z  с удаленным лучом ( ; ]A  .  

Пусть 1  . В данном случае областью 0D  является полуплоскость с граничной прямой, 

удаленной от начала системы координат на расстояние 0| |A w . 

Следствие 2. Пусть функция  φ z  имеет разложение в ряд вида (1) и пусть радианная 

мера пересечения области  φ E  с каждой окружностью 0| | ,0w w       , где 0w   

некоторая фиксированная комплексная точка, не превосходит  π .  

Если 0| |A w , то для всех z , | |z r  верны точные оценки 

 

1

2

2
| ( ) | ,

1

n

n

Anr
z

r




 



 

2
| ( ) | .

1

n

n

Ar
z

r
 


 



Майер Ф.Ф., Тастанов М.Г., Точные оценки и радиусы выпуклости 
Утемисова А.А., Козловский С.А. некоторых классов аналитических функций 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2022, том 14, № 1, С. 42–49 

45 

Следствие 3. Пусть функция  φ z  разлагается в ряд вида (1) и пусть линейная мера 

пересечения области  φ E  с любой прямой w=u, <u <+    не превосходит  2l .  

Тогда для всех z , | |z r  выполняются точные оценки 
1

2

4ln
| ( ) | ,

1

n

n

r
z

r






 


 

2 1
| ( ) | ln .

1

n

n

l r
z

r








 

Следствие 3 получается из  теоремы 1 с помощью предельного перехода при 0  . В этом 

случае круговая симметризация преобразуется в симметризацию относительно прямой. 
 

2. Радиусы выпуклости в некоторых классах функций 

Пусть   H f z  – произвольный класс функций  f z , регулярных в круге E . 

Радиусом выпуклости класса H  называют число 0r  такое, что любая функция  f z  из H  

является выпуклой в круге  00
:| | .rE z z r   Наибольшее из таких чисел  0r  называют точными 

радиусом выпуклости. 
Нахождению радиусов выпуклости (почти выпуклости, однолистности и т. д.) посвящен 

целый ряд работ (например, [5–7]). При этом основную трудность представляет построение 

оценок в заданном классе H , подходящих под достаточное условие, обеспечивающее 

необходимые свойства функции   f z . 

Теорема 2. Пусть функция  

  1 2
1 2 , 1,n n

n nf z z a z a z n z E 
                       (5) 

регулярна в круге E ,     'ln ,f z G n  при некотором 0w   и пусть 0| | .A w  

Тогда функция  f z  является выпуклой в круге | | Az r , где Ar  является корнем уравнения 

   
1 1

2 1 1 0.n n nA nr r r
 


 

                           (6) 

Данный радиус выпуклости является точным. 

Доказательство. Обозначим    ln ' .z f z   Поскольку    ,z G n  , то в силу теоремы 1 

справедлива точная оценка (3). Учитывая, что      ' '' 'φ z = f z f z  , из (3) получаем 

 

 ' 2

'' 2 1
.

1 1

n n

n n

f z A nr r
z

f z r r


  

     
 

Если  

2

2 1
1,

1 1

n n

n n

A nr r

r r


  

    
 

то  

 

 

''

'
1

f z
z

f z

 
   
 
 

 

в круге | | Az r , где Ar находится из уравнения (6). Последнее неравенство означает (например, 

[2]), что функция  f z  является выпуклой в круге | | Az r . 

Радиус выпуклости Ar  является точным, так как достигается для функции 

 0

0

1
exp 1 .

1

z n

n

t
f z A dt

t

               

  

Теорема доказана. 
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Заметим, что частным случаем условия    'ln ,f z G n  является выполнение неравенства 

 

  'arg ln , 0, 0 2, .
2

f z A A z E


                (7) 

Из теоремы 2 вытекает ряд следствий. 

Следствие 4 [13]. Пусть функция  f z  разлагается в ряд вида (5) и 

 ' , 1, .f z M M z E     Тогда точный радиус выпуклости равен 

 1 ln ln ln 2 .M
nr n M n M n M              (8)  

Доказательство. Перейдём от плоскости значений  f' z  к плоскости значений  ln 'f z . 

Если  'f z M , то  ln ' lnf z M  . Поэтому получаем частный случай теоремы 2 в форме 

условия (7), где 1   и lnA M . 

Из уравнения (6) получаем  
2

2ln 1 0n nM n r r      или  

 2 2 2 ln 1 0n nr n M r    . 

Отсюда находим значение точного радиуса выпуклости (8). Экстремальная функция имеет 

вид 

 0

0

2ln
exp

1

z n

n

M t
f z dt

t

  
  

  
 . 

Следствие 4 дополняет результат Ф.Г. Авхадиева [5], в котором при этих же условиях найден 

точный радиус однолистности класса функций  f z , удовлетворяющих условию 

 ' , 1, .f z M M z E     

Следствие 5. Если  ' , 0 1,f z M где M z E      и  f z  имеет разложение вида (5), то 

функция  f z  является выпуклой в круге | | Mz r , где  

      1 ln ln ln 2M
nr n M n M n M    . 

Аналогично теореме 2, опираясь на следствие 3, доказывается 

Теорема 3. Пусть для функции    1 2
1 2 , 1, ,n n

n nf z z a z a z n z E 
        линейная мера 

пересечения области  'ln f E   с каждой прямой ,w u u     , не превосходит  2 0l l  . 

Тогда точный радиус выпуклости этого класса функций равен 

 2 2 21
4 2l

nr l n nl


   . 

Введем в рассмотрение класс  L γ  функций  f z  с разложением (5) таких, что 

   ' 1 ,f z G n   с 0 0.w   То есть наибольшее значение сумм радианных мер дуг пересечения 

любой окружности | |w   с областью  'f E  не превосходит γπ . Это означает, что после осу-

ществления круговой симметризации области  'f E  относительно положительной действитель-

ной полуоси получится область, содержащаяся внутри угла с вершиной в точке 0w   раствора 

γπ , симметричного относительно данной полуоси. 

Частным случаем класса  L γ  является класс  K γ  функций  f z , удовлетворяющих 

условию 

 'arg ,0 1, ,
2

f z z E


         (9) 



Майер Ф.Ф., Тастанов М.Г., Точные оценки и радиусы выпуклости 
Утемисова А.А., Козловский С.А. некоторых классов аналитических функций 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2022, том 14, № 1, С. 42–49 

47 

который в более широкой формулировке изучался в работе Рида [14] и других авторов. Известно, 

что все функции данного класса являются почти выпуклыми порядка γ . 

Нетрудно заметить, что из условия    f z L γ  вытекает, что линейная мера пересечения 

области  'ln f E  с каждой прямой w=u, <u <+   , не превосходит γπ . Поэтому из теоремы 

3 вытекает 

Следствие 6. Если функция    f z L γ  и имеет разложение вида (5), то  f z  является 

выпуклой в круге | | γz r , где 2 2
γ

nr = γ n +1 γn . 

Радиус выпуклости является точным и достигается для функции 

 0

0

1
exp 1

1

z
t

f z dt
t

   
    

   
 . 

При 1n    следствие 6 дает известный результат [15] о радиусе выпуклости 2 1r    

функций  f z  с положительной действительной частью производной  ' 0, .f z z E    
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Abstract. The study of the geometric properties of analytic functions is one of the classical problems 

of the theory of functions of a complex variable and has been of steady interest to many mathematicians 

for more than half a century now. At the same time, a separate area is the building of sufficient condi-

tions of one-leaf analytic functions, including finding the conditions for simple geometric properties of 

analytic functions (convex or star-shaped, almost starshaped, etc.). 

The solution of these problems in many cases is associated with finding estimates in different clas-

ses of analytical functions, which in itself is also a relevant problem.  

This article is devoted to finding exact estimates of analytic functions and their derivatives in fairly 

broad classes of functions, which are distinguished in the form of some restrictions on the domains ob-

tained from the domains of values of these functions by circular symmetrization or symmetrization with 

respect to a straight line. Based on these results, the exact radii of convexity in some classes of functions 

are found. 

Keywords: geometric theory of functions of a complex variable; domain symmetrization; estimates 

of analytic functions; one-leaf functions; radii of convexity of analytic functions. 
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ЗАДАЧИ ШОУОЛТЕРА–СИДОРОВА И КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО 
УРАВНЕНИЯ ДЗЕКЦЕРА С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ ВЕНТЦЕЛЯ  
И РОБЕНА В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ  
 

Г.А. Свиридюк, Н.С. Гончаров, С.А. Загребина  
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: goncharovns@susu.ru 

 
Аннотация. Рассмотрены детерминированная и стохастическая на-

чально-краевые задачи для уравнения Дзекцера, описывающего эволюцию 

свободной поверхности фильтрующейся жидкости, в ограниченной области 

и гладкой границей. На границе области заданы условия Вентцеля и Робе-

на, в качестве начального условия берется либо условие Шоуолтера–

Сидорова, либо условие Коши. Отметим, что для изучаемой модели фильт-

рации рассматривается условие Вентцеля, которое не является классиче-

ским. За последние годы в математической литературе краевое условие 

рассматривается с двух точек зрения (классическом и неоклассическом).  

Поскольку начальные условия Коши и Шоуолтера–Сидорова изучались 

ранее в различных ситуациях, в работе, в частном случае классических ус-

ловий Вентцеля и Робена методами теории вырожденных голоморфных по-

лугрупп построены точные решения, которые позволяют определять коли-

чественные прогнозы изменения геохимического режима грунтовых вод при 

безнапорной фильтрации. В стохастическом случае использована теория 

производной Нельсона–Гликлиха. В частности, исследования поставленных 

задач в контексте краевых условий Вентцеля позволило определить про-

цессы, протекающие на границе двух сред (в области и на ее границе).  

Ключевые слова: уравнение Дзекцера; детерминированные и стохастиче-

ские уравнения соболевского типа; производная Нельсона–Гликлиха; условие 

Вентцеля; условие Шоуолтер–Сидорова; условие Коши.  

 

1. Постановка задачи 

Пусть n , \{1}n  – ограниченная связная область с границей   класса C . В 

цилиндре  0,TQ T , T  , рассмотрим линейное уравнение Дзекцера  

              2
0 0, , , , , , , ,t Tu x t u x t u x t u x t f x t x t Q              (1)  

моделирующее эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [1], решения кото-

рого должны удовлетворять краевым условиям Вентцеля  

          1 1, , , 0, , 0,
u

u x t x t u x t x t T 



    


   (2)  

и Робена  

        2 2, , 0, , 0, ,
u

x t u x t x t T 



  


   (3)  

а также либо начальному условию Шоуолтера–Сидорова 

       0
0

, 0, ,lim
t

u x t u x x
 

       (4)  

или начальному условию Коши  

     0
0

, 0, .lim
t

u x t u x x
 

      (5)  

Здесь параметры  , kα , kβ , +γ , 0,1k   характеризуют среду; функция  f x,t  – источ-

ник жидкости, а  ν= ν x  – внешняя единичная нормаль к  . 

Краевое условие (3), начальные условия (4) и (5) изучались ранее в различных ситуациях [2], 

поэтому приведем лишь краткую историю условия (2). Впервые оно возникло в [3] при построе-
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нии генератора полугруппы Феллера [4] для многомерных диффузионных процессов в ограни-

ченной области  . В [5] впервые было показано, что (2) естественным образом возникает в био-

физике для описания диффузии внутри клетки и на ее мембране. Позже в [6] список математиче-

ских моделей, где (2) описывает процессы на границе области  , существенно пополнился. Та-

кой подход к изучению задач, где краевые условия трактуются не как предельные значения ис-

комой функции и ее производных, а как описание неких процессов на границе, возможно лишь 

частично зависящих от процессов внутри области, привел к построению нового направления в 

теории потенциала [7, 8], где получены решения однофазной и двухфазной задач Вентцеля с ис-

пользованием повторных потенциалов двойного и простого слоя. 

Другой подход основан на идеях и методах теории полугрупп операторов. В [9] впервые по-

казано, что оператор, включающий в себя оператор Лапласа   внутри области   и оператор 

Лапласа–Бельтрами   на ее границе  , является генератором 0C -полугруппы. В [10] этот ре-

зультат был использован при решении ряда прикладных задач. Первые итоги исследований в 

данном направлении были подведены в [11]. Кроме того, в [12] найдены условия аналитичности 

разрешающих 0C -непрерывных полугрупп операторов. Наконец, в [13] рассмотрен случай, когда 

оператор   заменен на 2  в области  , на границе же по-прежнему оператор Лапласа–

Бельтрами  . 

Наш подход к исследованию задачи (1)–(3) традиционен. Во-первых, используя классиче-

скую теорию эллиптических операторов [14, гл. 5] мы редуцируем ее к линейному уравнению 

соболевского типа  

 Lu= Mu+ f                    (6)  

и показываем, что оператор M  сильно  ,0L -секториален. Во-вторых, используя теорию вырож-

денных голоморфных полугрупп операторов [15, гл. 3], мы строим решение как задачи Шоуолте-

ра–Сидорова  

   0
0

0,lim
t

P u t u
 

   (7)  

так и задачи Коши  

   0
0

0lim
t

u t u
 

     (8)  

для уравнения (6). Подчеркнем, что во всех этих построениях (2) понимается как краевое усло-

вие. Наконец, в-третьих, мы рассматриваем стохастическую версию задач (6), (7) и (6), (8), где 

вместо «обычной» производной u  понимается производная Нельсона–Гликлиха u . Заметим, что 

исследования в данном направлении начаты сравнительно недавно [16–19]. Статья кроме ввод-

ной части и списка литературы содержит два параграфа: в первом рассмотрен детерминирован-

ный, а во втором – стохастический случай. 

 

2. Детерминированный случай 

Пусть U  и F  – вещественные банаховы пространства, операторы  L ,L U F  (т. е. оператор 

L  линеен и непрерывен, причем domL  U ),  M Cl , U F  (т.е. оператор M  линеен, замкнут и 

плотно определен). Напомним [15, гл. 1], что множество   1{ :( ) ( , )}L M L M      L F U  

называется L -резольвентным множеством оператора M , а множество    \L LM M   

его L -спектром. Операторы   1( ) ( )L
μR M = L M L  L U  и   1( ) ( )L

μL M = L L M  L F , назы-

ваются правой и левой L -резольвентой оператора M  соответственно. Пусть  Lρ M  , 

{0}p  , тогда можно построить правую и левую  

           , ,
0 0

и
p p

L L L L
p pk k

k k

R M R M L M L M  
 

    

 L, p -резольвенты оператора M  соответственно. 
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Определение 2.1 [15]. Оператор M  называется  L, p -секториальным, если 

(i) существует константа ,
2


 

 
 
 

 такая, что сектор  

    { :| arg | } ;L LS M M         

(ii) существуют константы +K  и {0}p   такие, что  

    
     

 
, ,

0

max ,

| |

L L
p p pL L

k

k

K
R M L M 




 
 

 


U F
 

при любых  0 1, , , L
p M     . 

Лемма 2.1 [15, гл. 3]. Пусть оператор M   L, p -секториален, тогда 

(i) 0 1 {0} U U , 0 1 {0} F F ; 

(ii) существует оператор  1 0 0
0 ;M  L F U , причем операторы  1 0

0 0M L L U  и  1 0
0 0L M  L F  

нильпотентны степени не больше p .  

Здесь          0 0 1 1
, ,ker , ker ,L L
p pR M L M  U F U F  – замыкание    im L

μ,pR M  

    im L
μ,pL M . (Заметим, что все эти подпространства не зависят от выбора 

1
0 1( , ,... ) ( ( ))L p

pμ= M     ). Оператор kL ( kM ) – сужение оператора L ( M ) на kU  

( dom kM U ), 0,1k  . 

Определение 2.2. Пусть B  – вещественное банахово пространство. Оператор-функция 

 :V 
L B  называется вырожденной голоморфной полугруппой операторов, если 

(i) s t s tV V V   при всех s , +t ; 

(ii) V   голоморфно продолжима в сектор, содержащий полуось + ; 

(iii) ker {0}tV   при некотором +t . 

Лемма 2.2 [15, гл. 3]. Пусть оператор M  L, p -секториален. Тогда существует вырожденная 

голоморфная полугруппа операторов  :U 
L U  (  :F 

L F ), имеющая вид  

   
1 1

,
2 2

t L t t L tU R M e d F L M e d
i i

 
  

 
 

 
  

 
 

   

где контур  LS M  такой, что | arg |   при μ  и   .  

Обе полугруппы U   и F   голоморфны в секторе |arg |
2


   , причем 0ker tU  U  и 

0ker tF  F  при всех t  . Кроме того, 1im tU  U  и 1im tF  F  при всех +t . 

Определение 2.3. Оператор M  называется сильно  L, p -секториальным справа (слева), ес-

ли он  L, p -секториален и  

 
0

1
( , )

| | | |
( )( ) , , ( ), {0,1,..., },

p
kk

L LK
p kR M L M Mu S M k p 

 
  



   
U

 

при любом domu M  и некоторой константе K  , зависящей от u . 

(Существует плотный в F  линеал F  такой, что 1( ) domL M f M    при всех f F , причем  

 
0

1
( , )

| | | |
( ) ( ) , , ( ), {0,1,..., },

p
kk

L LK
p kM L M L M f S M k p 

 
  



   
F
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при любом f F  и некоторой константе K  , зависящей от f .) 

Лемма 2.3 [15, гл. 3]. Пусть оператор M  сильно  L, p -секториален справа (слева), тогда 

существует проектор  PL U  (  QL F ), имеющий вид 
0

lim
t

t

P s U
 

   (
0

lim
t

t

Q s F
 

  ).  

Значит, если оператор M  сильно  L, p -секториален справа и слева, то существуют расщеп-

ления пространств  

 0 1 0 1, .   U U U F F F    (9)  

Определение 2.4 [15]. Оператор M  называется  сильно  L, p -секториальным, если он 

сильно  L, p -секториален справа и  

0

1
( , ) ( ; ) | | | |

( )( )
p

kk

L K
pR M L M

 




 
L F U

 

при некоторой константе K   и любых, , ( ), {0,1,..., }L
k S M k p    . 

Заметим, что если в определении 2.4 мы заменим слово «справа» словом «слева», то мы по-

лучим эквивалентное исходному определение. 

Теорема 2.1 [15, гл. 3]. Пусть оператор M  сильно  L, p -секториален. Тогда 

(i) существует оператор 1 1 1
1 ( ; )L L F U ; 

(ii) оператор  1 1
1 1S L M Cl  U  секториален.  

Полученные в леммах 2.1–2.3 и теореме 2.1 необходимые условия сильной  L, p -

секториальности оператора M  являются достаточными, т. е. справедлива 

Теорема 2.2 [15, гл. 3]. Пусть существует расщепление (9) пространств U  и F . Пусть су-

ществуют операторы ( ; )k k
kL L F U  и ( ; )k k

kM Cl F U , 0,1k  , причем существуют операто-

ры 1 0 0
0 ( ; )M  L F U  и 1 1 1

1 ( ; )L L F U . Пусть оператор 1
0 0M L  (или 1

0 0L M  , что эквивалентно) 

нильпотентен степени p , а оператор 1
1 1L M  секториален. Тогда оператор  0 1M P M P   

сильно   0 1 ,L P L P p  -секториален. 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение соболевского типа  

 Lu= Mu+ f.    (10)  

Пусть +τ , вектор-функцию  : 0, domu M   назовем решением уравнения (10), если 

1((0, ); )u C  U  и  u u t  удовлетворяет уравнению (10). В дальнейшем вектор-функцию 

 : 0,f  F  удобно представить в виде 0 1f f f  , где  0f Q f   и 1f Qf . 

Теорема 2.3 [15, гл. 5]. Пусть оператор M  сильно  L, p -секториален. Тогда 

(i) для любой вектор-функции  : 0,f  F  такой, что 0 1 0((0, ); )pf C  F ,   1 0 10, ;f C  F , и 

любого вектора 0u U  существует единственное решение   1 0((0, ); ) 0, ;u C C  U U  задачи 

Шоуолтера–Сидорова 

   0
0

0,lim
t

P u t u
 

     (11)  

для уравнения (10); 

(ii) для любой вектор-функции  : 0,f  F  такой, что      0 0 1 00, ; 0, ;p pf C C  F F , 

  1 0 10, ;f C  F , и любого вектора 0u U  такого, что  

  1 1 0( )
0 0 0

0

( ) (0)
p

k k

k

P u M L M f 



  , 
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существует единственное решение   1 0((0, ); ) 0, ;u C C  U U  задачи Коши  

   0
0

0lim
t

u t u
 

     (12)  

для уравнения (10); 

(iii) решение  u = u t  задач (10), (11) и (10), (12) имеет вид  

  1 1 0( ) 1 ( ) 1
0 0 0 1 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

tp
t k k s t

k

u t U u M L M f t ds L M e f s d
i





 


   



      . 

Приступим к редукции задачи (1)–(3) к уравнению (10). Поскольку в дальнейшем рассматри-

вается стохастический случай, то мы ограничимся гильбертовыми пространствами. Именно, в 

качестве пространства F  возьмем пространство Соболева  2
lW   при некотором {0}l  , а в 

качестве пространства U  =      2
2 2 2{ : 0, }l u

u W x u x x 


 
    


. Вложение U↪F  плот-

но и компактно, а лапласиан : U F  – топлинейный изоморфизм, если 2 2| | | | 0    [14, гл. 4 

и 5]. Далее в пространстве F  рассмотрим билапласиан 2  c областью определения 

       2 4
2 1 1dom { : 0}l u

u W u x x u x 


 
        


U . Вложение 2dom ↪F  плотно и ком-

пактно, а билапласиан 2 2:dom  F  – топлинейный изоморфизм при тех же условиях на про-

странство U , что и выше. Причем оба спектра     и  2   дискретны, конечнократны и сгу-

щаются только к  . 

Заметим, что в рассматриваемом случае собственные функции лапласиана  , вообще говоря, 

не являются собственными функциями билапласиана 2 . Это существенно усложняет наше ис-

следование, но только технически. Ради технической простоты и идейной ясности мы упростим 

условия (2) и (3), заменив их на условия  

      , 0, , 0,u x t x t T      (13)  

и  

      , 0, , 0,u x t x t T    (14)  

соответственно. 

Пространство F  остается тем же, что и выше, а области определения лапласиана   и билап-

ласиана 2  ( U  и 2dom  соответственно) мы будем обозначать теми же символами, но пола-

гать, что 1 1 2 0      и 2 1  . Теперь пусть U  – собственная функция лапласиана  , 

тогда    , откуда в силу (13), (14) 2dom   и 2 2    , т. е. φ  – собственная функция 

билапласиана 2 . Итак, { ;( , )}  U U  и { ; , }  F F  – вещественные сепарабельные гильбертовы 

пространства со скалярными произведениями ( , )   и ,   соответственно, причем линейная обо-

лочка собственных функций лапласиана   плотна как в U , так и в F . Лапласиан : U F  и 

билапласиан 2 2:dom  F  – самосопряженные операторы. 

Положим,    ,k    где собственные значения { }k  занумерованы по невозрастанию с 

учетом их кратности. Через { } ( )k C    обозначим семейство собственных функций лапласиа-

на  , ортонормированных в смысле пространства F . Положим, L    и 2
0 0M        . 

Тогда  

 1

21
0 0

,
( )

( )

k k

k
k k k

L M
 


       





 
 

   
 .   (15)  

Ряд в (15) сходится абсолютно и равномерно на любом компакте в , не содержащем точек L -

спектра  Lσ M  оператора M   
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2

0 0 , .k k
k

k

k
    


 

 
 


   (16)  

Если     , тогда из (15) получим 

 1

21
0 0

, ,'
( )

( )( ) k

k k k k

k
k k

L M
 

   


        



 

   
  

   
  ,  (17)  

    
1

,'
,

( )

L Lk k

k
k

R M L M 

 

 





 
 


    (18)  

  1

1

,'
( )

( )( )( )

L k k

k
k k k

L M L M

 


     





 
 

  
 ,   (19)  

где штрих у знака суммы означает отсутствие слагаемых с номерами k  такими, что kλ= λ . Если 

∉    , то второе слагаемое в (17) и штрих у знака суммы в (17)–(19) следует убрать. Введем 

условие  

 
 

 

2
0 0

2
0 0

коэффициенты , и таковы,что ни одно собственное

значение не является корнем уравнения 0.k

  

      


  


     

 (*) 

(Понятно, что корни этого уравнения могут быть комплексными, в то время как спектр 

     в силу самосопряженности лапласиана : U F ). 

Лемма 2.4 [15, гл. 7]. Пусть выполнено условие (*), тогда оператор M  сильно  ,0L -

секториален. 

Доказательство заключается в тривиальной проверке определений 2.1–2.4. 

Теорема 2.4. Пусть ∉     и выполнено условие (*). Тогда для любых   0, ;f C  F  и 

0u U  существует единственное решение      1 0, ; 0, ;u C C  U U ,  u = u t  задач (1), (4), 

(13), (14) и (1), (5), (13), (14), которое к тому же имеет вид  

    0

1

exp ,k k k

k

u t t u  




   
1

1 0

exp( ( )) ( ),1
( )

2

t
k k

k
kk

t s f s
ds d

i


  
  

  






  



   . 

Для доказательства заметим, что если ∉    , то условия (4) и (5) совпадают. Затем со-

шлемся на лемму 1.4 и теорему 2.3. Заметим еще, что теорема 2.4 остается верной, если условие 

(*) заменить на его частный случай 0  . Далее, пусть     , введем в рассмотрение рас-

щепление 0 1 F F F , где 0 span { }kk  F , а 1 ( ) 0F F . В силу теоремы 2.3 справедлива  

Теорема 2.5. Пусть      и выполнено условие (*). Тогда 

(i) для любых      1 0 0 10, ; 0, ;f C C  F F  и 0u U  существует единственное решение 

     1 0, ; 0, ;u C C  U U  задачи (1), (4), (13), (14); 

(ii) для любых      1 0 0 10, ; 0, ;f C C  F F  и 0u U  такого, что  

 
0 2

0 0

0 ,
, ,

k k
k k

k k

f
u

 

 
 

     

 
  

  
   

существует единственное решение      1 00, ; 0, ;u C C  U U  задачи (1), (5), (13), (14); 

(iii) решение  u = u t  обеих задач имеет вид  

 
 

0 2
1 0 0

,
'exp ,

k k
k k k

k k

f t
t u

 

 
  

    





 
   

 
  1

1 0

exp( ( )) ( ),1
'( )

2

t
k k

k
kk

t s f s
ds d

i


  
  

  






  



   , 

где штрих у знака суммы означает отсутствие слагаемых с номерами k  такими, что kλ= λ . 
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3. Стохастический случай 

Пусть  , ,  P  – полное вероятностное пространство с вероятностной мерой P , ассо-

циированной с σ -алгеброй  подмножеств множества  , а  – множество действительных 

чисел, наделенное борелевой σ -алгеброй. Измеримое отображение :   называется  слу-

чайной величиной. Множество случайных величин, математическое ожидание E  которых равно 

нулю, а дисперсия D  конечна, образует гильбертово пространство 2 { : 0, }     L E D  со 

скалярным произведением  1 2 1 2,   E  и нормой 
2

2|| ||L D . Заметим, что в 2L  ортогональ-

ность векторов ξ  и η  (т. е.  , 0   ) эквивалентна некоррелированности случайных величин ξ  

и η . Действительно,    0 cov , , 0       E . 

Возьмем множество T  и рассмотрим два отображения: 2:f T L , которое каждому 

tT  ставит в соответствие случайную величину 2 L , и 2:g L , которое каждой паре 

 ξ,ω  ставит в соответствие точку  ξ ω  . Отображение : T , имеющее вид 

    η= η t,ω = g f t ,ω , назовем  (одномерным) стохастическим процессом. При каждом фикси-

рованном tT  значение стохастического процесса  η= η t,  является случайной величиной, т. е. 

  2,t  L , которую назовем  сечением стохастического процесса в точке tT . При каждом 

фиксированном   функция  η= η ,ω  называется  (выборочной) траекторией случайного 

процесса, соответствующей элементарному исходу  . Траектории называются также  реали-

зациями или  выборочными функциями случайного процесса. Обычно, когда это не приводит к 

неясности, зависимость  η t,ω  от ω  не указывается и случайный процесс обозначается просто 

 η t . 

Считая T  интервалом, назовем стохастический процесс  η= η t ,  tT , непрерывным, 

если п.н. (почти наверное) все его траектории непрерывны (т. е. при п. в. (почти всех) ω  тра-

ектории  η ,ω  являются непрерывными функциями). Множество непрерывных стохастических 

процессов образует банахово пространство, которое мы обозначим символом  2;TC L  с нормой  

 1 2

2
|| || ( ( , ))sup

t I

t  


CL D . 

Пусть 0  – σ -подалгебра σ -алгебры .  Построим подпространство 0
2 2L L  случайных 

величин, измеримых относительно 0 . Обозначим через 0
2 2: L L  – ортопроектор. Пусть 

2 , L  тогда   называется условным математическим ожиданием случайной величины ξ  и 

обозначается символом  0| .E  Зафиксируем  2; TC L  и tT , через η
t  обозначим σ -

алгебру, порожденную случайной величиной  η t , и обозначим  |η η
t t= .E E  

Пример 3.1. Винеровский процесс, описывающий броуновское движение в модели Энштей-

на–Смолуховского [18] 

      ,

0

, sin 2 1 , {0}
2

k

k

t k t t


   






     

является непрерывным стохастическим процессом. Здесь коэффициенты   2{ }k k   L  – по-

парно некоррелированные гауссовы случайные величины, такие, что  
2

2 2 1
2

k k





 

  
 

D , 

{0}k  . 



Свиридюк Г.А., Гончаров Н.С., Задачи Шоуолтера–Сидорова и Коши для линейного 
Загребина С.А. уравнения Дзекцера с краевыми условиями… 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2022, том 14, № 1, С. 50–63 

57 

Определение 3.1 [20, 21]. Пусть  2; TC L .  Производной Нельсона–Гликлиха   стохас-

тического процесса η  в точке  tT  называется случайная величина  

  
0 0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
, lim lim ,

2
t t

t t

t t t t t t
t

t t

    


     

             
      

     
E E  

если предел существует в смысле равномерной метрики на . 

Если производные  ,t   Нельсона–Гликлиха стохастического процесса  ,t   существуют 

во всех (или п. в.) точках интервала T , то мы говорим о существовании производной Нельсона– 

Гликлиха  ,t   на T  (п. н. на T ). Множество непрерывных стохастических процессов, имею-

щих непрерывные производные Нельсона–Гликлиха  , образуют банахово  1
2;TC L  простран-

ство с нормой  

    1
2

1/ 2

|| || sup
t T

η = η t,ω + t,ω .


 
 
 

C L
D D  

Определим далее по индукции банаховы пространства  2;l
TC L , l , стохастических 

процессов, чьи траектории п. н. дифференцируемы по Нельсону–Гликлиху на T  до порядка 

{0}l   включительно [22]. Нормы в них задаются формулами  

 
2

1/ 2

( )

0

|| || supl

l
k

t T k

η = t,ω .
 

 
 
 
C L

D  

Здесь будем считать производную Нельсона–Гликлиха нулевого порядка исходным случай-

ным процессом, т. е. (0) η  . Отметим еще, что пространства  2;l
TC L , {0}l  , для кратко-

сти будем называть пространствами «шумов» [17–19]. 

Пример 3.2. В [20, 22] показано, что  2;lβ +C L , {0}l  , причем     2t t t  , 

+t . 

Итак, построены пространства случайных величин 2L  и пространства «шумов»   2;l
TC L , 

{0}l  . Перейдем к построению пространства  случайных K -величин. Возьмем H  – вещест-

венное сепарабельное гильбертово пространство с ортонормированным базисом { }k , монотон-

ную последовательность { }k  K  такую, что 2

1 kk





  , а также последовательность 

  2{ }k k   L  случайных величин такую, что 
2

|| ||k C L , при некоторой константе +C  и 

при всех k . Построим H -значную случайную K -величину  

   
1

.k k k

k

     




  

Пополнение линейной оболочки множества { }k k k    по норме  

2

1/ 2

2

1

|| || k k

k

  




 
  
 
KH L D  

называется  пространством (H -значных) случайных K -величин и обозначается символом 

2KH L . Как нетрудно видеть, пространство 2KH L  – гильбертово, причем построенная выше 

случайная K -величина   2    KH L . Аналогично банахово пространство (H -значных)  K -

«шумов»  2;l
KTC H L , {0}l   определим как пополнение линейной оболочки множества 

{ }k k k    по норме  
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2

1/ 2
( )

2

1 1

|| || ,supl

l m
ηkk

t I k m

 


  

 
  

 
 

KC H L
D  

где последовательность «шумов»  2{ } ;l
k  TC L , {0}l   Как нетрудно видеть, вектор  

   
1

, ,k k k

k

t t     




  

лежит в пространстве  2;l
KTC H L , если последовательность векторов  2{ } ;l

k  TC L  и все их 

производные Нельсона–Гликлиха до порядка {0}l   включительно равномерно ограничены 

по норме 
2

|| || l
C L

. 

Пример 3.3. Вектор, лежащий во всех пространствах  2;l
+ KC H L , {0}l  ,  

   
1

, , ,K k k k

k

W t t    




  

где  2{ } ;l
k  TC L  – последовательность броуновских движений, называется (H -значным) ви-

неровским K -процессом. 

Пусть теперь U (F ) – вещественное сепарабельное гильбертово пространство с ортонорми-

рованным базисом { }k ({ }k ). Введем в рассмотрение монотонную последовательность 

{ } {0}k  K  такую, что 2

1 kk





  . Символом 2KU L ( 2KF L ) обозначим гильбертово 

пространство, являющееся пополнением линейной оболочки случайных K -величин  

2 2

1 1

, , ,k k k k k k k k

k k

         
 

 

 
    

 
 L L  

по норме  

2 2 2 2

1 1

|| || || ||k k k k

k k

     
 

 

 
  

 
 U FD D . 

Заметим, что в разных пространствах ( 2KU L  и 2KF L ) последовательность K  может быть 

разной ( { }kK  в 2KU L  и { }kK  в 2KF L ), однако все последовательности, отмеченные 

символом K , должны быть монотонными и суммируемыми с квадратом. Все результаты, вообще 

говоря, будут верны при разных последовательностях { }k  и { }k , однако простоты ради мы 

ограничимся случаем k kλ = μ . 

Пусть :A U F  – линейный оператор. Формулой  

 
1 k k kk

A A   



   (20)  

зададим линейный оператор 2 2:A K KU L F L , причем если ряд в правой части (20) сходится (в 

метрике 2KF L ) то dom A  , а если расходится, то ξ ∉dom A . Традиционно определяются про-

странства линейных непрерывных операторов  2 2;K KU L F LL  и линейных замкнутых плотно 

определенных операторов (подробности см. в [16–19]). Справедливы 

Лемма 3.1. (i) Оператор  ;AL U F  точно тогда, когда  2 2;A K KU L F LL . 

(ii)  Оператор  A Cl ; U F  точно тогда, когда  2 2;A Cl K KU L F L .  

Лемма 3.2. Оператор  ;M Cl U F  сильно p -секториален относительно оператора 

 L ;L U F  точно тогда, когда  2 2;M Cl K KU L F L  сильно p -секториален относительно 

оператора  2 2;L K KU L F LL . Причем относительный спектр в обоих случаях один и тот же. 
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Итак, пусть операторы  2 2, ;L N K KU L F LL , а оператор  2 2;M Cl K KU L F L , причем опе-

ратор M  сильно  L, p -секториален, {0}p  . Рассмотрим линейное эволюционное стохас-

тическое уравнение  

 ,L M N       (21)  

где  η= η t  – искомый, а  δ= δ t  – заданный стохастический K -процесс, +t . Процесс 

 η= η t  назовем  решением уравнения (21), если при подстановке его в (21) он обращает уравне-

ние (21) в тождество. Решение  η= η t  уравнения (21) назовем решением задачи Коши  

   0
0

0lim
t

t 
 

  ,   (22)  

если равенство (22) выполняется для некоторой случайной K -величины 0 2  KU L . Аналогично 

определяется  решение задачи Шоуолтера–Сидорова  

   0
0

0.lim
t

P t 
 

   (23)  

Ясности и простоты ради мы не будем исследовать задачи (21), (22) и (21), (23) столь же де-

тально, как их детерминированные прототипы (см. теорему 2.3). Тех читателей, которые интере-

суются подробностями, отсылаем к [16, 19]. Мы же перейдем сразу к интерпретации задач (1)–(4) 

и (1)–(3), (5) в виде задач (21), (22) и (21), (23) в нашей упрощенной постановке. Итак, положим 

     2
2 2, { : 0, }L W u x x     F U , а оператор L   ,  ;LL U F . Оператор 

2
0 0M       ,    4

2dom { : 0, }M W u x x     U ,  ;M Cl U F . Оператор N  – это 

оператор вложения :N U↪F . Далее по рецептам, изложенным выше, построим пространства 

случайных K -величин 2KU L  и 2KF L . Случайная K -величина 2ξ KU L  имеет вид  

1

,k k k

k

   




  

где { }k  – семейство собственных функций оператора Лапласа : U F  ортонормированных в 

смысле скалярного произведения ( , )   из  2L  . (Напомним, что  { }k C   ). Рассмотрим 

линейное эволюционное стохастическое уравнение соболевского типа  

 kL = Mη+W .    (24)  

Здесь операторы L  и M  определены выше, а  k kW =W t  – производная Нельсона–Гликлиха 

винеровского K -процесса, которая называется «белым K -шумом». Отметим, что «белый K -

шум» kW  более соответствует теории Эйнштейна–Смолуховского, нежели традиционный белый 

шум (см. детали в [23]). 

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (*) и 

(i) ∉    . Тогда для любого 0 2  KU L  существует стохастический K -процесс 

2( ; )C 
 KU L , каждая траектория которого является единственным решением задач (23), 

(24) и (22), (24). Причем стохастический K -процесс  η= η t  имеет вид  

   0

0

t
t t s

kt U U W s ds     ; 

(ii)     . Тогда для любого 0 2  KU L  существует стохастический K -процесс 

2( ; )C 
 KU L , каждая траектория которого является единственным решением задач (23), 

(24). Причем стохастический K -процесс  η= η t  имеет вид 
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     0

0

.

t
t t s

kk k

k

t t U U W s ds
 

    



      

Для доказательства отметим эквивалентность   1 2
k t t  . Кстати сказать, по этой же при-

чине ни одна траектория стохастического K -процесса не может быть решением задачи Коши 

(22). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле-

дований в Челябинской области (код проекта 20-41-740010). 
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THE SHOWALTER-SIDOROV AND CAUCHY PROBLEMS FOR THE LINEAR 
DZEKZER EQUATION WITH WENTZELL AND ROBIN BOUNDARY CONDITIONS 
IN A BOUNDED DOMAIN 
 
G.A. Sviridyuk, N.S. Goncharov, S.A. Zagrebina 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation  
E-mail: goncharovns@susu.ru 

 

Abstract. Deterministic and stochastic initial boundary value problems for the Dzekzer equation de-

scribing the evolution of the free surface of a filtering fluid in a bounded region with a smooth boundary 

are considered. Wentzell and Robin conditions are set on the boundary of the domain, and either the 

Showalter-Sidorov condition or the Cauchy condition is taken as the initial condition. Note that for the 

filtration model under study, the Wentzell condition is considered, which is not a classical condition. In 

recent years, the boundary condition has been considered in the mathematical literature from two points 

of view (classical and neoclassical). Since Cauchy and Showalter–Sidorov initial conditions have been 

studied earlier in various situations, in this work, in the particular case of classical Wentzell and Robin 
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conditions, by methods of the theory of degenerate holomorphic semigroups, exact solutions have been 

constructed, which allow to determine quantitative predictions of changes in geochemical regime of 

groundwater under unpressurized filtration. Nelson–Glicklich derivative theory was used in stochastic 

case. In particular, the investigation of the set problems in the context of Wentzell boundary conditions 

allowed to determine the processes occurring at the boundary of two media (in the region and at its 

boundary).  

Keywords: Dzekzer equation; deterministic and stochastic Sobolev–type equations; Nelson–Gliklikh 

derivative; Wentzell condition; Showalter–Sidorov condition; Cauchy condition. 
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ANALYSIS OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE POISSON EQUATION 
 

A.L. Ushakov 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: ushakoval@susu.ru 

 
Abstract. The mixed boundary value problem for the Poisson equation is 

considered in a bounded flat domain. The continuation of this problem through 

the boundary with the Dirichlet condition to a rectangular domain is carried out. 

Consideration of the continued problem in the operator form is proposed. To 

solve the continued problem, a method of iterative extensions is formulated in an 

operator form. The extended problem in operator form is considered on a finite-

dimensional subspace. To solve the previous problem, an iterative extension 

method is formulated in operator form on a finite-dimensional subspace. The 

continued problem is presented in matrix form. To solve the continued problem 

in matrix form, the method of iterative extensions in matrix form is formulated. 

It is shown that in the proposed versions of the method of iterative extensions, the 

relative errors converge in a rate that is stronger than the energy norm of the ex-

tended problem with the rate of geometric progression. The iterative parameters 

in these methods are selected using the minimum residual method. Conditions are 

indicated that are sufficient for the convergence of the applied iterative processes. 

An algorithm is written that implements the method of iterative extensions in ma-

trix form. In this algorithm, the iterative parameters are automatically selected 

and the stopping criterion is indicated when the estimate of the required accuracy 

is reached. Examples of application of the method of iterative extensions for solv-

ing problems on a computer are given. 

Keywords: Poisson's equation; method of iterative extensions. 

 

Introduction 

Consider a mixed boundary value problem with homogeneous Dirichlet and Neumann boundary 

conditions for the Poisson equation in a bounded domain. The main problems in solving elliptic 

problems are usually associated with the complexity of the geometry of the domain, the height of the 

order of the differential equation, and the presence of Dirichlet boundary conditions [1–5]. We will 

proceed from the desired provisions that the proposed numerical methods should be stable to 

computational rounding errors, be asymptotically optimal in terms of computational costs, be 

sufficiently universal and have an easy implementation when calculating on a computer. To fulfill the 

indicated provisions when solving the problem under consideration, we will apply the method of 

iterative extensions as a generalization of the method of fictitious components [4–7]. Note that to solve 

the problem in a rectangular area, to the solution of which the solution of the original problem will be 

reduced, it is possible to use marching methods that are optimal in terms of costs [8–10]. 

 

1. Boundary problem 

Let the first bounded flat area be given and the second bounded flat area selected. 

  21, , .     

It is required that the intersection of these regions is empty, and the union of their closures is a 

closure of the rectangular region. 

1 1, .        

For each of these three areas, the boundary consists of a closure of the union of two open non-

intersecting parts. 

1 2 1 2, , ,s s        

,1 ,2 ,1 ,2, , .s s              
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We assume that the intersection of the boundaries of the first and second areas is the closure of the 

non-empty intersection of the first part of the boundary of the first area with the second part of the 

boundary of the second area. 

1 1,1 ,2, .S S        

All the considered parts of the boundaries for all domains are the union of a finite number of 

disjoint open arcs of sufficiently smooth curves. Areas of the boundary that do not have self-

intersections and self-tangencies are considered. 

In the first domain, we consider a mixed boundary value problem for the Poisson equation. In the 

second domain, we introduce a mixed boundary value problem for the homogeneous screened Poisson 

equation. On the first parts of the boundaries of the regions, we set the homogeneous Diri-Khleb 

condition. On the second parts of the boundaries of the regions, we consider the homogeneous Neumann 

condition. The problem in the first area is a solvable problem. We use the problem on the second domain 

as a zero fictitious continuation of the problem being solved. Here is the problem to be solved and the 

fictitious problem. 

1, 0, 0, 0,u u f f             

,1 ,2
0, 0.

u
u

n 


  


 


                                                        (1)                                                           

Consider the problem to be solved and the fictitious problem in variational form as the problem of 

representing linear functionals in the form of scalar products in functional spaces. 

: ( , ) ( ) .u H u v F v v H                                                        (2) 

The spaces of solutions for such problems will be the following spaces of Sobolev functions. 

 
,1

1
2( ) ( ) : 0 .H H v W v


     
       

The right-hand sides of these problems are linear functionals. 

( ) ( , ), ( , ) .F v f v f v f v d



        



    

The left-hand sides of these problems have bilinear forms. 

( , ) ( ) .x y y yu v u v u v u v d



          



      

We assume that bilinear forms define in the spaces of solutions of the problems under consideration 

normalizations equivalent to those of the corresponding Sobolev spaces. 

1 1
2 2

2 2

1 2 1 2( ) ( )
, 0 : ( , ) .

W W
c c c v v v c v v H

 
       

        

These assumptions ensure the existence and uniqueness of the solution for each of the problems 

under consideration [1]. Note that the solution to the fictitious problem is zero. 

 

2. Continued problem in operator form 

It is possible to jointly consider the solved and fictitious problems in a variational form and an 

operator form. This problem will be called the continued problem. 

1 1 1 1: ( , ) ( , ) ( ) ,u V u I v u v F I v v V       

: ,u V Bu f                                                                 (3) 

if you define the operator and the right side in the previous problem as follows 

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) , , ( , ) ( ) .Bu v u I v u v u v V f v F I v v V         

( ) ( , ), ( , ) .F v f v f v fvd



    

The extended space of solutions for such a problem will be the following space of Sobolev 

functions 

 
1

1
2( ) ( ) : 0 .V V v W v


        
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In the extended solution space, there is a subspace that is the solution space of the continued 

problem. This is the space of solutions to the original problem in the first region, padded by zero to the 

rest of the rectangular region. 

1 1 1 1( ) :V V v V v


    
1

0 .


  

In the formulation of the continued problem, we use the projection operator from the extended 

solution space of the continued problem to the space of its solutions. 
2

1 1 1 1 1 1: , , .I V V V imI I I   

Additionally, we introduce subspaces in the extended solution space. 

3 3 3 3( ) :V V v V v


    0 ,

  

 2 2 2 2 1 1 1 2 3 3 3 1 2 3( ) : ( , ) 0 , ( , ) 0 , , .V V v V v v v V v v v V V V V V V V                  

We used a bilinear form, which is the sum of bilinear forms. 

1( , ) ( , ) ( , ) , .u v u v u v u v V       

We assume that the bilinear form defines in the extended solution space a normalization equivalent 

to the normalization of the corresponding Sobolev space. 

1 1
2 2

2 2

1 2 1 2( ) ( )
, 0 : ( , ) .

W W
c c c v v v c v v V

 
        

We assume that the Sobolev spaces used are such that the continuation of functions with 

preservation of the norm is possible in them. We will use this provision, which is usual in such cases, in 

the indicated form. 

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0;1], [ ;1]: ( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v v v V              

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0;1], [ ;1]: ( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v v v V               

where the operators under consideration are defined as follows 

1, ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , .u v u v u v u v u v u v u v V               

In this case, the continued problem has a unique solution. The solution to the continued problem is 

the solution to the original problem in the first area, continued by zero to the rest of the rectangular area. 

Note that the solution to the original problem and the solution to the original problem continued by zero, 

that is, the solution to the continued problem can be denoted in the same way as a function and its 

continuation. 

 

3. Method of iterative extensions in operator form 

Let us present a modified method of fictitious components in a variational form and an operator 

form. Consider the iterative process at each step, which we solve the extended problem with a bilinear 

form from the continued problem, but without the projection operator. We seek the solution to this 

problem in the extended solution space of the continued problem, in the solution space of the extended 

problem.  
1 1 1

1 1 1 1 1: ( , ) ( ( , ) ( , ) ( )), ,k k k k k
ku V u u v u I v u v F I v k v V  
             

1 1
1: ( ) ( ), ,k k k k

ku V u u Bu f k 
                                               (4) 

0
1 0 1 1 2, 1. 2 ( ),ku V k          1 .  

Let us propose the method of iterative extensions as a generalization of the method of fictitious 

components. Consider an iterative process at each step of which we solve an extended problem with a 

bilinear form, this operator generated by a bilinear form. 

1( , ) ( , ) ( , ) , , (0; ),C u v u v u v u v V          

( , ) ( , ) , .Cu v C u v u v V    

We seek the solution to this problem in the extended solution space of the continued problem, in the 

solution space of the extended problem. 
1 1 1

1 1 1 1 1: ( , ) ( ( , ) ( , ) ( )), ,k k k k k
ku V C u u v u I v u v F I v k v V  
            
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1 1
1: ( ) ( ), ,k k k k

ku V C u u Bu f k 
                                             (5)  

0 1 1 1 1
1 0 1, , 1, ( , ) ( , ),k k k k

ku V r k         
       1 .  

To calculate the iterative parameters, it is necessary to calculate the residuals, corrections and 

equivalent residuals, respectively. 
1 1 1 1 1 1 1, , , .k k k k k kr Bu f w C r Bw k            

We will assume that the assumptions about the continuation of functions are fulfilled, which we 

now write in the following form 
2 2

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0; ), [ ; ) : ( , ) ( , ) ( , ) ,Cv Cv v v Cv Cv v V                 

2
2 2 2 2 2 2(0; ) : ( , ) ( , ) ,v v v v v V               

if the operators under consideration are defined in this way 

1, ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , .C Cu v C u v u v u v u v u v u v V                

 

4. Continued problem in operator form on a finite-dimensional subspace  

Let us introduce a finite-dimensional approximating subspace. Let's set the previously introduced 

rectangular area and parts of its border in a rectangular coordinate system.  

       1 2 1 1 2 1 2 2 2 1 1 2(0; ) (0; ), (0; ) (0; ) , 0 (0; ) (0; ) 0 , , (0; ).b b b b b b b b b b              

In this rectangular area, on the second part of its border and at the origin, we will introduce a grid. 

 1 2 1 1 2 2( ; ) ( 1) ;( 1) , / , / , 1,2..., , 1,2..., , , .i jx y i h j h h b m h b n i m j n m n          

Consider grid functions with values at the nodes of the introduced grid. 

, ( ; ) , 1,2..., , 1,2..., , , .i j i jv v x y i m j n m n       

To complete the grid functions, we use bilinear basis functions. 
, 1, 2,( ; ) ( ) ( ), 1,2..., , 1,2..., , , ,i j i jx y x y i m j n m n     

1, 2,
1 2( ) ( 1), ( ) ( 1),i ix x h i y y h j         

, [0;1],

( ) 2 , [1;2],

0, [0;2].

z z

z z z

z




   
 

 

We assume that the values of the basis functions outside the given rectangular area are equal to 

zero. 
, ( ; ) 0, ( ; ) , 1,2..., , 1,2..., , , .i j x y x y i m j n m n       

Linear combinations of basis functions form a finite-dimensional subspace in the solution space of 

the extended problem. 

,
,

1 1

( ; ) .
m n

i j
i j

i j

V v x y V
 

  
   
  
  

Consider the continued problem in variational form and in operator form when the space of its 

solutions is replaced by its previously introduced finite-dimensional space. 

1 1 1 1: ( , ) ( , ) ( ) ,u V u I v u v F I v v V       

: ,u V Bu f                                                                (6) 

where we define the operator and the right-hand side in the previous problem as follows 

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) , , ( , ) ( ) .Bu v u I v u v u v V f v F I v v V         

In the now used finite-dimensional space, there is a finite-dimensional subspace of solutions for the 

continued problem. This is a finite-dimensional space of solutions to the original problem in the first 

region, padded by zero to the rest of the rectangular region. 

1 1 1 1( ) :V V v V v


    
1

0 .


  

We assume that the projection operator acts similarly on the corresponding finite-dimensional 

subspaces. In this case, we assume that the operator of projection onto the solution space of the 
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continued problem zeroes out all the coefficients of the basis functions of the supports, which do not lie 

completely in the first domain. 
2

1 1 1 1 1 1: , , .I V V V imI I I   

In addition, we introduce the corresponding finite-dimensional subspaces. 

3 3 3 3( ) :V V v V v


    0 ,

  

 2 2 2 2 1 1 1 2 3 3 3 1 2 3( ) : ( , ) 0 , ( , ) 0 , .V V v V v v v V v v v V V V V V                

We will assume that for finite-dimensional subspaces approximating the corresponding spaces, the 

assumptions about the continuation of functions in the same form are fulfilled. 

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0;1], [ ;1]: ( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v v v V              

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0;1], [ ;1]: ( , ) ( , ) ( , ) ,v v v v v v v V               

where the operators under consideration are defined as follows 

1,( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , .u v u v u v u v v v u v u v V               

Piecewise linear basis functions can be taken instead of bilinear basis functions. 

 

5. The method of iterative extensions in operator form on a finite-dimensional subspace 

Consider a modified method of fictitious components in variational form and operator form on a 

finite-dimensional subspace. 
1 1 1

1 1 1 1 1: ( , ) ( ( , ) ( , ) ( )), ,k k k k k
ku V u u v u I v u v F I v k v V  
             

1 1
1: ( ) ( ), ,k k k k

ku V u u Bu f k 
                                                (7) 

0
1 0 1 1 2, 1. 2 ( ),ku V k          1 .  

We propose the method of iterative extensions as a generalization of the method of fictitious 

components on a finite-dimensional subspace. Consider an iterative process at each step of which we 

solve an extended problem with a bilinear form, with an operator generated by this bilinear form on a 

finite-dimensional subspace. 

1( , ) ( , ) ( , ) , , (0; ),C u v u v u v u v V          

( , ) ( , ) , .Cu v C u v u v V    

We seek a solution to this problem in the extended solution space of the continued problem, in the 

solution space of the extended problem, but on a finite-dimensional subspace. 
1 1 1

1 1 1 1 1: ( , ) ( ( , ) ( , ) ( )), ,k k k k k
ku V C u u v u I v u v F I v k v V  
            

1 1
1: ( ) ( ), ,k k k k

ku V C u u Bu f k 
                                              (8)  

0 1 1 1 1
1 0 1, , 1, ( , ) ( , ),k k k k

ku V r k         
       1 .  

To calculate the iterative parameters, it is necessary to calculate the residuals, corrections and 

equivalent residuals, respectively. 
1 1 1 1 1 1 1, , , .k k k k k kr Bu f w C r Bw k            

We will now assume that the assumptions about the continuation of functions are fulfilled, which 

we will write in the form. 
2 2

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0; ), [ ; ) : ( , ) ( , ) ( , ) ,Cv Cv v v Cv Cv v V                 

2
2 2 2 2 2 2(0; ) : ( , ) ( , ) ,v v v v v V               

where the operators under consideration are defined as follows. 

1, ( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) , .C Cu v C u v u v u v u v u v u v V                

 

6. The method of iterative extensions in matrix form  

Consider the continued problem in matrix form. Approximating the continued problem using a 

finite-dimensional subspace, we obtain a linear system of algebraic equations. 

: , .N Nu Bu f f                                                         (9) 
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We also assume that the operator of projection onto the solution space of the continued problem 

zeroes out all the coefficients of the basis functions of the supports, which do not lie completely in the 

first domain. We get the continued problem in matrix form by defining the continued matrix and the 

continued right-hand side of the system. 

1 1 1 1, ( , ) ( , ) , , , ( ) ,Bu v u I v u v u v V f v F I v v V         

1 2 1 2 1 2, ( , ) , ( , ,..., ) , .N
Nf v f v h h fvh h v v v v N mn      

As an example, consider the numbering of grid nodes, coefficients of basis functions and 

corresponding basis functions. 
,

( 1) , ( 1), ( ; ), 1,2..., , 1,2..., ,i j
n i j i j n i j i jv v x y i m j n         

,
,

1 1 1

( ; ) .
m n N

i j
i j l l

i j l

v v x y v
  

      

But we number from the beginning the basis functions of the carriers, which are completely 

contained in the first area. Further, we continue to number the basis functions of the carriers, which 

cross the border of the first region and the second region simultaneously. We complete the numbering 

on the basis of the support functions, which are completely contained in the second area. With this 

numbering, the arising vectors have the following form. 

1 2 3 1 1( , , ) , ( ,0 0 ) , ( ,0 0 ) .v v v v u u f f              

We calculate the elements of the matrix, the components of the vector on the right side of the 

reduced system. 
1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1( ( , ) ( , )), ( ), , 1,2,..., .ij i j i j i ib h h I f h h F I i j N   
           

Consider the modified method of fictitious components in matrix form. By approximating the 

modified method of fictitious components in a variational form using a finite-dimensional subspace with 

the previously indicated projection operator, we obtain the well-known method of fictitious components 

in matrix form. 
1 1

1: ( ) ( ), ,k N k k k
ku u u Bu f k 
        

0
1 0 1 1 2, 1. 2 ( ),ku V k          1 .                                   (10) 

At each step of this iterative process, we obtain an extended matrix problem with an extended 

matrix. 

, ( , ) , .u v u v u v V      

We calculate the elements of this matrix. 
1 1

1 2 ( , ), , 1,2,..., .ij i ja h h i j N       

The resulting matrices have a well-known structure. 

11 12 11 12

21 22 23 02 23

32 33 32 33

0 0

, 0 .

0 0

B

      
   

       
   
         

 

We use a subspace of vectors. 

 1 1 2 3 2 3( , , ) : 0, 0 .NV v v v v v v         

Additionally, we introduce vector subspaces as the corresponding finite-dimensional subspaces 

introduced earlier. 

 3 1 2 3 1 2( , , ) : 0, 0 ,NV v v v v v v         

 2 1 2 3 11 1 12 2 23 2 33 3 1 2 3( , , ) : 0, 0 , .N NV v v v v v v v v V V V                

Note that the fictitious component method solves the continued problem in matrix form. 
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11 12 1 1

02 23

32 33

0

, 0 0 0

0 0 0

u f

Bu f

     
    

        
          

, 

By solving the continued problem in matrix form, solutions are obtained, respectively, of the 

original problem in matrix form and the zero solution of the fictitious problem in matrix form. 

02 23 2 2
11 1 1

32 33 3 3

0 0
, , .

0 0

u u
u f

u u

          
           

         
 

Let us introduce the norms generated by the identity matrix, the extended matrix, and its square. 

2
2, , , , , .Nv v v v v v v v v v

 
        

Lemma 1. In the method of fictitious components (10), an estimate is performed. 

2 2

1 02 .u u u u
 

    

Proof. Let us introduce the notation for the error in the iterative process (10). 

 , 0 .k ku u k     

From the iterative process, we obtain equalities. 

   
2 2

1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
11 1 11 1 11 1( ) , 2 .                         

Note that the inequality holds. 
0 0 0 0

11 1 11 1 .        

We get inequalities. 
1 1 1 0 1 1 2 1 0 2 1 1 0 02 0, ( ) (2 ) 4( )( ).                            

After cancellation, we obtain the following inequalities. 

2 2 2 2

1 1 0 0 1 0 1 04 , 2 , 2 .u u u u     
   

          

Lemma 2. In the iterative process (10), the estimate holds. 

2

1 1u u d u u
 

    

A positive value in the inequality is estimated as an asymptotic equality. 
1 2 1 2 2 2

1,1 1,1 1 2 1,1 1 2( ) , , 0, ( ) 4.d h h b b      
      

Proof. Note that there is an inequality with a positive value. 
1 1 2 1 10: ( , ) ( , ).d d          

Let us obtain an upper bound for the indicated quantity in the inequality in the form of an 

asymptotic equality. 

1 1 1 1 2 2 2
, , , , ,

1 1 1 1 1 1

( , ) (( ) , ) ( )i j i j i j i j i j

i j i j i j

c c c        
     

  

     

            

1,1 1,12 2 2 2 2 2 1 1 1 1
, , , , , ,2 2 2

1 1 1 1 1 11,1 1,1 1,1 1,1

1
( , ) ( , ).i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

c c c
   

      
   

     
 

     

 
            

Here we used the properties of solutions to the spectral problem. 

1
, , , , , ,

1 1

, ( , ) 1, ( , ) 0, ( ; ) ( ; ), , , , ,i j i j i j i j i j p l

i j

c i j p l i j p l     
 

 

      

where 

   2 2 2
, 1 2 , , , , , 1 2(0; ) (0; ) : , 0, 0,25 (2 1) (2 1) , , .i j i j i j i j i j i jV b b i b j b i j                   

Theorem 1. In the method of fictitious components (10), convergence estimates are satisfied. 
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2

0 0 ,ku u u u f f 
 

    

1 0 0
2 1 1 2, 2 (0 ), , , 0 ( ) ( ) 1,kcq c d k f u q                

1 2 1 2 2 2
1,1 1,1 1 2 1,1 1 2( ) , , 0, ( ) 4.d h h b b      

      

In the method of fictitious components, the absolute error in the energy norm converges with the speed 

of a geometric progression. 

Let us propose the method of iterative extensions as a generalization of the method of fictitious 

components in a matrix form. To solve the old problem (9), we will apply a new method. Let us define 

the matrices that we will use in what follows. 

1, ( , ), , ( , ) , .u v u v u v u v u v V         

The introduced two matrices have a definite structure. 

11 12

21 20 02 23

32 33

0 0 0 0

0 , 0 .

0 0 0 0

 

    
  

       
  
       

 

Let us now define in a different way the extended matrix as the sum of the first matrix with the 

second matrix multiplied by an additional positive parameter. 

11 12 11 12

21 22 23 21 20 02 23

32 33 32 33

0 0 0 0 0

, 0 0 , (0; ).

0 0 0 0 0

C C

C C C C

C C

   

     
    

           
    
          

 

We will assume that for finite-dimensional spaces that approximate the corresponding spaces, the 

previous assumptions about the continuation of functions are fulfilled, which we now write in matrix 

form. 
2 2

1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2(0; ), [ ; ) : , , , ,Cv Cv v v Cv Cv v V                 

2
2 2 2 2 2 2(0; ) : , , .v v v v v V               

Now we apply the method of iterative extensions to solve problem (9), as a generalization of the 

method of fictitious components, using the introduction of an additional parameter in the extended 

matrix. Note that the method of fictitious components with a single value of this additional parameter is 

obtained from the method of iterative extensions, but without taking into account the choice of iterative 

parameters. 
1 1

1: ( ) ( ), ,k N k k k
ku C u u Bu f k 
       

0 1 1 1 1
1 0 1, , 1, , , ,k k k k

ku V r k         
       1 .                       (11) 

To calculate the iterative parameters, it is necessary to calculate the residuals, corrections and 

equivalent residuals, respectively. 
1 1 1 1 1 1 1, , , .k k k k k kr Bu f w C r Bw k            

Let us introduce the norm generated by the square of the extended matrix. 

2
2 , .N

C
v C v v v    

Lemma 3. In the method of iterative extensions (11), the estimate is satisfied. 

2 2

1 02 .
C C

u u u u    

Proof. Let us introduce the notation for the error in the iterative process (11). 

 , 0 .k ku u k     

From the iterative process, we obtain equalities. 
1 0 1 0 0 0

11 1 11 1( ), ( ) , ,C C           

1 1 1 0 0 0 0 0
11 1 11 1, 2 , , , .C C C C C              

Note that the inequality holds. 
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0 0 0 0
11 1 11 1, , .C C       

We get inequalities. 
2

1 1 1 0 1 1 2 1 0 1 1 0 0, 2 , 0, , 4 , 4 , , .C C C C C C C C C C C C                

After cancellation, we obtain the following inequalities. 

2 2 2 2

1 1 0 0 1 0 1 0, 4 , , 2 , 2 .
C C C C

C C C C u u u u           

Theorem 2. In the method of iterative extensions (5), convergence estimates are satisfied. 

2 2

10
2 1, 2( )( ) , ,

kk

C C
u u u u k     


      

where the relative errors converge with a geometric progression rate in the norm stronger than the 

energy norm generated by the operator of the extended problem 

2 ( , ) .
C

v Cv Cv v V    

Proof. From the iterative process, we obtain equalities for errors and residuals. 
1 1 1 1 1 1, ,k k k k k k

k kC r r C r k         
        1.  

We will minimize the residuals. 

       2 1 1 1 1 1 1 1 1 10 , , 2 , , .k k k k k k k k
k kr r C r C r C r r r r         

          

We select the iterative parameters from the condition for minimizing the residuals. 

 
 

 
 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

, ,
.

, ,

k k k k

k k k k k

C r r r

C r C r




 

    


      
 


 

 
 

Note the existence of equality. 

 
 

 
 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

, ,
.

, ,

k k k k

k k k k k

C r r w Cw

C r C r w w


    
 

      
   

 
 

   
 

Let us introduce the notation 
1 1, .k kw a w b 

      

We establish the positivity of the selected iterative parameters. 

 
 

 
 

   
 

 

 

1 21 2 1 2

1 2

, , , , ,
0.

, , , ,
k

b a b a b a a b b a a

b b b b b b b b


     


           

We present the scalar products of the residuals for the selected iterative parameters. 

   
 

 

2
1 1 1

1 1

1 1 1 1

,
, , .

,

k k

k k k k

k k

C r r
r r r r

C r C r

  
 

   
 


 

 
 

Write out the ratio of the squared residual norms at adjacent iterations. 

 
 

 
  

2
1 1 1

2

1 1 1 1 1 1 1 1

, ,
1

, , ,

k k k k

k k k k k k k

r r C r r
q

r r C r C r r r

  


       
 


   

 
 

    
  

    
  

2 21 1 1 1 1 1

1 1 1 1

, , , , , ,
.

, ,, ,

k k k k k k

k k k k

w w Cw Cw w Cw b b a b a b b a b

b b a b a bw w Cw Cw

  

 

     
  

   
 

       
 

  
 

We introduce the notation. 

     , , , , , ,a a a b b b a b z    

then 
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2 2
2 2 2 2

2 2 2
max ( ) ,

( 2 )
k k k

z ab

ab z a a
q q z q q

b a b z b



   

  
      

   
 

considering that 

 
2

2 2

2 2

2 ( )( )
0, ( ) , .

2( 2 )
k k

z

z a z b a b a
q q z b ab ab

b a b z

   


  

   
        

 
 

This is how we establish inequalities. 

       2 1 1 2( 1) 1 1, , , , , ,k k k k k k kq q k         
                   1 .  

Considering that 

       2 1 1 2 1 1 2 0 0
1 2 2, , , , , 4 , ,k k k kC C C C C C            

           

   2 1 1 2 0 0
2 2, 4 , ,C C C C       

we obtain an inequality from which the convergence estimate in the method of iterative extensions 

follows. Here we take into account the passage to the limit in the inequality. 

   1 1 1 1 0 0 0 0
1 2, , 4 , 4 , , , 0.C C C C C C C C h h            

Theorem 3. In the method of iterative extensions on a finite-dimensional subspace (8), convergence 

estimates are satisfied. 

2 2

10
2 1, 2( )( ) , ,

kk

C C
u u u u k     


      

where the relative errors converge with a geometric progression rate in the norm stronger than the 

energy norm generated by the operator of the extended problem on the finite-dimensional and 

approximating subspace 

2 ( , ) .
C

v Cv Cv v V    

We assume that the properties are fulfilled in the approximation. 

1 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ), , 0.v v v v v v v v h h                   

In this case, the previous theorem is obtained from this theorem under the passage to the limit. 

Theorem 4. There are estimates in the method of iterative extensions in matrix form (11). 

2 2

10
2 1, 2( )( ) , ,

kk

C C
u u u u k     


      

where the relative errors converge with a geometric progression rate in the norm stronger than the 

energy norm generated by the operator of the extended problem 

2 ( , ) .N

C
v Cv Cv v    

Remark 1. Passing to the limit from Theorems 3 and 4, Theorem 2 follows. Theorem 3 and 

Theorem 4 coincide up to notation. The proof of Theorem 4 is similar to the proof of Theorem 2 and 

does not use the passage to the limit in the inequality obtained at the first iteration. 
 

7. Algorithm that implements the method of iterative extensions in matrix form 

We use the method of minimum residuals with a zero initial approximation. 

I. Calculate the square of the norm of the initial absolute error. 

0 , .f f   

II. Find the first approximation. 
1 1 .u C f  

III. We calculate the residual. 

 1 1 1, \ 1 .k k kr Bu f A u k  
     

IV. Calculate the square of the absolute error rate. 

 1 1
1 , , \ 1 .k k

k r r k 
    

V. Finding an amendment. 

 1 1 1, \ 1 .k kw C r k     
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VI. We calculate the equivalent residual. 

 1 1 1, \ 1 .k k kBw A w k   
    

VII. We calculate the iteration parameter. 
1 1 1 1

1 , , ,k k k k
k r k      
    1 .  

VIII. We calculate the next approximation. 

 1 1
1 , \ 1 .k k k

ku u w k 
    

IX. Checking the condition for stopping iterations. 

1 0 ,k k     1 , 0,0001 (0; 1).    

If the condition for stopping iterations is not met, then everything is repeated from point III. 

 

8. Examples of application of the method of iterative extensions in matrix form 

Consider tasks using the following areas. 

1(0;6) (0;6), (0;6) (1;4), (0;6) (0;1) (0;6) (4;6).          

We assume that the areas have boundaries. 

         1 2 1,1 1,2(0;6) 6 , 0, 6 (0;6) (0;6) 0 , (0;6) 1, 4 , 0, 6 (1;4),              

       ,1 ,2(0;6) 6 , (0;6) 0, 1, 4 0, 6 (0;1) 0, 6 (4;6).          

We select the right sides and the coefficient in the equations. 

1

2, ( ; ) (0;6) (1;1 ),
( ; )

0, ( ; ) (0;6) (1 ;4),

x y h
f x y

x y h

  
 

  
 

( ; ) 2, ( ; ) (0;6) (0;1), ( ; ) 0, ( ; ) (0;6) (4;6).x y x y x y x y         

Here are the solutions to the problems. 
2 2 2

1 2 2

( 3 2 2) 3 2 1, ( ; ) (0;6) (1;1 ],
( ; )

( 3) 4 3, ( ; ) (0;6) [1 ;4).

y h h y h h x y h
u x y

h y h x y h

         
 

    

 

When sampling, we select the grid steps. 1 2 6 , 6,12,...,102.h h h n n     In calculations by the 

method of iterative extensions with a zero initial approximation, the number of iterations is set at a 

predetermined estimate of the relative error. 

( ; ) 8, 6,12, ( ; ) 6, 18,...,102, 0,0001.k n n k n n         

Note that at the last iteration, on the finest grid, inequalities are satisfied. 

 
1 1 1

2 2
, , , , , ,

( ; ) ( ; ) ( ; )
max 0,0022, max max 0,00043

i j i j i j
i j i j i j i j i j i j

x y x y x y
u u u u u u

  
     
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АНАЛИЗ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА 
 

А.Л. Ушаков 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: ushakoval@susu.ru 

 

Аннотация. Смешанная краевая задача для уравнения Пуассона рассматривается в ограни-

ченной плоской области. Проводится продолжение этой задачи через границу с условием Дирих-

ле до прямоугольной области. Предлагается рассмотрение продолженной задачи в операторном 

виде. Для решения продолженной задачи формулируется метод итерационных расширений в 

операторном виде. Продолженная задача в операторном виде рассматривается на конечномерном 

подпространстве. Для решения предыдущей задачи формулируется метод итерационных расши-

рений в операторном виде на конечномерном подпространстве. Продолженная задача приводится 

в матричном виде. Для решения продолженной задачи в матричном виде формулируется метод 

итерационных расширений в матричном виде. Показывается, что в предложенных вариантах ме-

тода итерационных расширений относительные ошибки сходится в норме более сильной, чем 

энергетическая норма расширенной задачи со скоростью геометрической прогрессии. Итераци-

онные параметры в указанных методах выбираются с помощью метода минимальных невязок. 

Указываются условия, достаточные для сходимости применяемых итерационных процессов. Вы-

писан алгоритм, реализующий метод итерационных расширений в матричном виде. В данном 

алгоритме производится автоматический выбор итерационных параметров и указывается крите-

рий остановки при достижении оценки требуемой точности. Приводятся примеры применения 

метода итерационных расширений для решения задач на ЭВМ. 

Ключевые слова: уравнение Пуассона; метод итерационных расширений. 
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Abstract. We propose an efficient way to implement new family of continu-

ous variable (CV) states of definite parity. Measurement induced CV states of 

definite parity states are realized after subtraction of an arbitrary number of 

photons from the initial single-mode squeezed vacuum (SMSV) state using a pho-

ton number resolving (PNR) detector. Optical design requires irreducible num-

ber of optical elements for implementation of the CV states of definite parity. The 

potential of using the CV states in optical quantum information processing can be 

high. As an example, we show the possibility of using a family of the CV states of 

definite parity for quantum engineering of optical even/odd Schrödinger cat 

states (SCSs). In particular, we report the possibility of implementing the CV 

states of definite parity that approximate even/odd SCSs of amplitude slightly 

greater than 4 with fidelity prevailing 0,99 after subtraction of 50,51 photons 

from original SMSV. The success probability being the third key parameter of 

the optical design, decreases with an increase in the number of photons, but gen-

erally remains at an acceptable level for further use in quantum information pro-

cessing in the case of a small number of subtracted photons. 

Keywords: even/odd Schrödinger cat states; single-mode squeezed vacuum state; 

measurement induced CV states of definite parity; beam splitter; photon number re-

solving detector. 

 
It is a well-known fact that the generation of two-mode entangled light state can be realized by in-

terference of single-mode non-classical states at the beam splitter [1]. The canonical example of the in-

terference is known to be Hong-Ou-Mandel (HOM) effect [2], which is a two-photon interference effect 

with two single photons emerging together at one of the outputs of the balanced beam splitter with half 

chance of success. The process of mixing of the non-classical states serves as a critical element in such 

an application as quantum state engineering using technique of photon subtraction [3–6], photon addi-

tion [7], and photon catalysis [8, 9]. The interference of two non-classical states at a beam splitter can 

become resource for a conditional quantum engineering of desired optical states.  

In optics, implementation of superposition of coherent states |    and |    with complex ampli-

tudes ±β  is of considerable interest. Realization of the non-classical Schrӧdinger cat states (SCSs) is 

expected to resolve the puzzle, at what degree of macroscopicity, if it exists, the object goes on to be 

quantum [10]? The squared absolute value of amplitude of the component coherent state 2| | , which is 

approximately equal to its mean photon number, can be to some extent treated as a qualitative measure 

of SCS macroscopicity. It must be at least much larger than the quantum uncertainty 1/ 2  of the posi-

tion observable in the coherent state in order to recognize an optical SCS macroscopic object [11]. In 

addition to their fundamental importance, the SCSs have high application potentials in teleportation [12–

15], quantum metrology [16], quantum computation [17, 18]. Here we propose a new theory for the gen-

eration of a family of CV states of definite parity whose practical potential is as yet unknown. The gen-

eration is based on the use of a photon number resolving detector, which implements the new measure-

ment-induced CV states of definite parity. Nevertheless, we consider one important practical application 

of the family under study, namely the possibility of using the CV states of definite parity in the quantum 
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engineering of even/odd SCSs. The approach uses irreducible number of optical elements and can be 

implemented in practice. 

For quantum engineering of optical even/odd SCSs, we consider the optical design in Fig. 1 con-

taining irreducible number of optical elements. It consists of a lossless beam splitter 
t r

BS
r t

 
  
 

, 

with real transmittance 0t   and reflectance 0r   coefficients satisfying the physical condition 
2 2 1.t r   The beam splitter (BS) is considered to be no longer necessarily balanced and its parameter 

can be arbitrary. In Fig. 1, single-mode squeezed vacuum state in first mode  

 

 
2

0 0

2 !1 1
| | 2 | 2

!2 !

n

n

n n

ny
SMSV b n n

ncoshs coshs n

 

 

      ,                          (1) 

with amplitudes  

 

 
2

2 !

!2 !

n

n

ny
b

nn
                                                             (2) 

enters to the beam splitter. Here, amount 0s   is the 

squeezing amplitude of the SMSV state the parameter 

0 / 2 0,5y tanhs    of the SMSV is introduced. The ab-

sence of input SMSV (vacuum) is determined by the value 

0y  , while the value of 0,5y   corresponds to the non-

physical case of an infinitely large squeezing amplitude 

s  of the original SMSV that goes behind physical 

consideration. No other state (vacuum) is applied to the se-

cond input BS.  As can be seen from Fig. 1, part of the ini-

tial photons is diverted to the second mode of the BS, where 

they are detected PNR detector. In the case of detecting a 

photon state in the second auxiliary mode with the PNR 

detector, the original SMSV can be transformed into a new 

CV state, which we are going to call 2 / 2 1m m -heralded 

CV state by the number of extracted photons. Success in the 

development of photon-resolving detection [19] allows one 

to hope for the successful implementation of scheme in 

practice.   

The analytical derivation of the 2 / 2 1m m -heralded 

states starts with transformations of the creation operators 

imposed by the beam splitter: 1 1 2a ta ra    , 2 1 2a ra ta     that, due to linearity of the BS operator, 

realize the following unitary transformation over input SMSV state   

 12 1 2 1 2

0

1
| | 0 | |n n

n

BS SMSV C n
coshs





      ,                                     (3) 

where the amplitudes nC  are determined as 

(2 )22 2 11

2
(2 1)

1

( ), if 2 ,1

! ( ), if 2 1,

n
mn

n
m

Z y n myt
C

nt Z y n m

   
    

   

                                      (4) 

where, by definition, the following function    0 2
1 11/ 1 4Z Z y Z y     and its derivative 

( )
1/n n nZ d Z dy  with respect to the parameter 2

1 / 2y t tanhs  determined through the experimental 

parameters  t,s  are introduced. The parameter 1y  differs from the parameter y  by the value 2
1t  i.e. 

2
1y t y . By definition, the parameter 1y  can also take values in the range 10 0,5y   in the case of 

Fig. 1. An optical scheme used to generate CV 
states of definite parity either even or odd. It 

consists of the beam splitter with arbitrary BS 

parameter t  through which the original SMSV 

with squeezing amplitude s  passes. Second 

measurement mode is used to measure number 
of photons and implement new measurement 

induced CV states | n  , where either 2n m  

or 2 1n m   
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0s  , where the case 1 0y   is realized either in the absence of the SMSV at the input to the BS  0s   

or in the case of reflection of all photons into the second auxiliary mode 0, 1t r  , while the case of 

1 0,5y   can be done in the non-physical case s  and 1t  . The CV states | n   are given below. 

Consider the possibility of using entangled state in Eq. (3) for quantum engineering of new non-

classical CV states. The projection of the state in Eq. (3) onto Fock states by the registration of n  pho-

tons in auxiliary second mode leads to heralded generation of new CV states. So, measurement of an 

even number of photons 2n m  in the second auxiliary mode realizes 2m -heralded CV state  

   

  
 

1
2

2
0

2 !1
| | 2

!2 !

n

m
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n

n my
n

n mnZ






   


 ,                                         (5) 

while if the observer registers an odd number of photons 2 1n m  , then 2 1m -heralded CV state be-

comes 

   

  
 

1 1
2 1 2 1

0

2 1 !
| | 2 1

1 !2 1 !

n

m m
n

n my y
n

n mnZ



 


 
    

 
 .                               (6) 

Thus, the subtraction of either even 2n m  or odd 2 1n m   number of photons from original 

SMSV in an indistinguishable manner with loss of all information from which Fock states of the original 

superposition the photons are subtracted generates the heralded CV states of definite parity in Eqs. (5), 

(6). The output states have a well-defined parity either even (superposition involves only even number 

states) or odd (the measurement induced state consists exclusively of odd number states) in dependency 

on the parity of the measurement outcomes. It is interesting to note the state in Eq. (5) becomes SMSV 

in Eqs. (1), (2) in the case of 0m   and 1y y . It is worth noting the family of the CV states in Eqs. 

(5), (6) depends on one parameter 1y  as well as the initial SMSV state from which they stem. For this 

reason, they can also be called SMSV-like states whose non-classical properties may be of interest for 

optical quantum metrology. The success probabilities to realize the 2 / 2 1m m -heralded states follow 

from definition of the amplitudes of the entangled state in Eq. (4)  
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with the normalization condition 
0

1nn
P




  which is directly checked.  

Now, we are interested in the possibility of approximating even/odd SCSs, being the superposition 

of coherent states with real amplitude 0   equal in absolute value but opposite in sign 

(| ( )(| | ))SCS N         , by the heralded CV states of definite parity in Eqs. (5), (6). Indeed, such 

a task makes sense since the  2 / 2 1m m -heralded CV states of definite parity may have photon distri-

butions similar to even/odd SCSs ones 
2
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0
| 2 ( )exp( 2) | 2
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where 2 1/ 2[2(1 exp( 2 ))]N  
     are the corresponding normalization factors. Difference between the 

states in Eqs. (5), (6) and (9), (10) is that the amplitude   is raised to a power of 2n   2n  in Eq. (9) 

and 2 1n    2 1n   in Eq. (10), unlike the parameter 1y  to the power of n  in Eq. (5), (6). But instead, 

the CV states of definite parity in Eqs. (5), (6) have an additional factor either     2 !/ !N Nn m n m   
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in Eq. (5) or     2 1 !/ 1 !N Nn m n m     in Eq. (6) associated with the number of extracted photons 

from SMSV which may compensate for the difference between 2 2 1,n n    and 1
ny . 

 
Fig. 2. Dependence of the even (a), (b) 2mF  and odd (c), (d) 2 1mF   fidelities between 2 ,2 1m m -heralded CV states 

of definite parity and even/odd SCSs on the SCS’s amplitude  . The more photons n  are subtracted in auxiliary modes, 

the higher fidelities nF  of the generated states can be observed. Dependences of the fidelities of higher-order CV states 

with n  from 40 up to 51 depending on   are separately shown in subfigures (b) и (d). The dependences on subfigures 

(b) и (d) allow for one to observe generation of even/odd SCSs with an amplitude greater than 4 with fidelity exceeding 
0,99 

 

To assess how well the 2 / 2 1m m -heralded CV states can well approximate even/odd SCSs, we 

use the fidelity either 2
2 2| | |m mF SCS     or 2

2 1 2 1| | |m mF SCS      , which is a measure of the 

proximity of two pure states. The value 2 2 1 1m mF F    corresponds to the complete identity of two 

pure states. In Fig. 2, we show the dependence of the fidelities 2mF  (Figs. 2, a, b) and 2 1mF   (Figs. 2, c, 

d) on the SCS’s amplitude  . The dependences are obtained by searching for the global maximum of 

the fidelities by parameter 1y  at some constant value  . As can be seen from the plots, the more pho-

tons are extracted from the original SMSV, the greater the fidelity of the generated SMSV-like states 
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with the even/odd SCSs with greater amplitude. We limited ourselves to 51  subtracted photons, but in 

general, an increase in the number of extracted photons can only lead to an increase in the fidelity be-

tween the generated states and even/odd SCSs of larger amplitude  . So, if for the measure of the re-

quired fidelity one chooses the value 2 2 1 0,99m mF F   , then the extreme values of the SCSs ampli-

tudes at which such fidelity is still observed are 4,04   (in the case of subtraction of 50  photons in 

Fig. 2(b)) and 4,093   (in the case of subtraction of 51  photons in Fig. 2, d). The plots in figure 3 

show the dependency of 2my  and 2 1my   (for convenience, in Fig. 3 when designating the vertical axis, 

we do not use the subscript 1  for the parameter 1y ) which provide the maximum fidelities 2mF  and 

2 1mF   in Fig. 2 on  . It is interesting that the more photons are subtracted from the original SMSC, the 

smaller the value of the parameter 1y  can acquire. For example, subtraction of large number of photons 

(say 50  or 51 ) from input SMSV leaves the parameter 1y  in the range 1 0,2y   what could have prac-

tical potential when choosing parameter values s  and t . 
 

 
Fig. 3. 2 ,2 1m m -heralded states in Eqs. (4,5) depend solely on one parameter 0 0,5ky  . The plots demonstrate 

the dependencies of the parameter ky  that provide the fidelities in Fig. 2 on the SCS amplitude   . The larger the num-

ber n  of the extracted photons, the smaller the value of the parameter ky , moreover accompanied by an increase in the 

fidelity of the conditional states 

 

As for generation rate of the even/odd SCSs, which is proportional to the success probability in Eqs. 

(9), (10), it already depends on two parameters 1y  and t , in contrast to the fidelity. As an example, we 

present plots of the success probabilities in Eqs. (7), (8) versus   starting with 6n   up to 16n   for 

even and 7n   up to 17n   for odd SCSs. In general, increasing the number of extracted photons can 

only decrease the success probability in realizing the required CV states.  

In conclusion, we have introduced a family of CV states of a certain parity which in their statistical 

properties may be similar to original SMSV state from which the CV states of  definite parity stem. The 

key point in their implementation is the extraction of an arbitrary number of photons in an indistinguish-

able manner by means of PNR detection while preserving the superposition properties of the new CV 
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states. The imperfection of optical elements, e.g. non-ideal quantum efficiency of the PNR detector, can 

impose certain restrictions on the generated states, which is the subject of further study. As an example 

of the application of the CV states of a certain parity, we have considered the possibility of creating a 

generator of even/odd SCSs states. For the first time, we reported the possibility of realizing even/odd 

SCSs of amplitude a little over 4  with fidelity 0,99  on a given type of optical design in Fig. 1. The 

optical design used can be upgraded to generate new states more efficiently. For the experimental im-

plementation of the proposed scheme, one can use the technique described in references [20, 21].  
 

 
Fig. 4. Dependencies of (a) 2mP  (Eq. (7)) and (b) 2 1mP   (Eq. (8)) on the SCS amplitude   for some 6 17n   . In 

general, the dependences indicate that the extraction of a larger number of photons leads to a decrease in the success 
probability of generated CV states of definite parity approximating even/odd SCSs with the highest possible fidelity for a 

given   
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ПЕРСПЕКТИВНЫЙ КВАНТОВЫЙ ИНЖЕНИРИНГ ОПТИЧЕСКИХ 
ЧЕТНЫХ/НЕЧЕТНЫХ СОСТОЯНИЙ КОТА ШРЕДИНГЕРА 
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Аннотация. Мы предлагаем эффективный способ реализации нового семейства состояний 

непрерывной переменной (CV) определенной четности. Индуцированные измерением CV-

состояния определенной четности реализуются после извлечения произвольного числа фотонов 

из начального состояния одномодового сжатого вакуума (SMSV) с использованием детектора с 

разрешением числа фотонов (PNR). Оптическая схема требует минимального количества оптиче-

ских элементов для реализации состояний CV определенной четности. Потенциал использования 

состояний CV в оптической квантовой обработке информации может быть высоким. В качестве 

примера показана возможность использования семейства CV-состояний определенной четности 

для квантовой инженерии оптических четно/нечетных состояний кота Шредингера (SCS). В ча-

стности, мы сообщаем о возможности реализации CV состояний определенной четности, кото-

рые аппроксимируют четные/нечетные SCS состояния с амплитудой чуть больше 4 с точностью 

> 0,99  после извлечения 50,51 фотонов из исходного SMSV состояния. Вероятность успеха, яв-

ляющаяся третьим ключевым параметром оптической схемы, уменьшается с увеличением числа 

извлекаемых фотонов, но в целом остается на приемлемом уровне для дальнейшего использова-

ния в квантовой обработке информации в случае небольшого числа извлекаемых фотонов. 

Ключевые слова: четные/нечетные состояния кота Шредингера (SCS); одномодовое сжа-

тое вакуумное состояние; CV-состояния определенной четности, индуцированные измерением; 

светоделитель; фотон разрешающий детектор. 
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мулы должны быть выровнены по центру. 

6. Рисунки все черно-белые. Желательно предоставить рисунки и в виде отдельных файлов. 

7. Адрес редакционной коллегии журнала «Вестник ЮУрГУ» серии «Математика. Механика. Фи-

зика»: 

Россия 454080, г. Челябинск, пр. им. В.И. Ленина, 76, Южно-Уральский государственный универ-

ситет, факультет математики, механики и компьютерных технологий, кафедра математического и ком-

пьютерного моделирования, главному редактору профессору Загребиной Софье Александровне. [Prof. 

Zagrebina Sophiya Aleksandrovna, Mathematical and Computer Modeling Department, SUSU, 76, Lenin 

prospekt, Chelyabinsk, Russia, 454080]. 

8. Адрес электронной почты: mmph@susu.ru 

9. Полную версию правил подготовки рукописей и пример оформления можно загрузить с сайта 

журнала: см. http://vestnik.susu.ru/mmph. 

10. Журнал распространяется по подписке. Электронная версия: см. www.elibrary.ru, 

http://vestnik.susu.ru/mmph, http://вестник.юургу.рф/mmph. 

11. Плата с аспирантов за публикацию не взимается. 
 

 



 

 
 

 

 

Редакционный коллектив журнала Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 

сердечно поздравляет с 70-летним юбилеем своего коллегу, доктора физико-математических наук, 

профессора, заведующего научно-исследовательской лабораторией «Неклассические уравнения 

математической физики» Южно-Уральского государственного (национального исследовательско-

го) университета Георгия Анатольевича Свиридюка.  

Его работы в области теории уравнений соболевского типа, заслужившие признание ученых не 

только в нашей стране, но и за рубежом, наряду с его неустанной педагогической, наставнической 

деятельностью и искренней заботой о сохранении и развитии лучших традиций отечественной 

науки ставят его в первый ряд ярких представителей математического сообщества России.  

Редакционный коллектив нашего журнала, поздравляя Георгия Анатольевича с этой знамена-

тельной датой, желает ему здоровья, долголетия, процветания, творческого вдохновения и новых 

результатов! 
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