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ЛИНЕЙНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ИГРА УДЕРЖАНИЯ  
С ПОЛОМКОЙ 
 

В.О. Анисов 
Челябинский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: dik_gamer@mail.ru 

 

Аннотация. Рассматривается линейная дифференциальная игра удер-

жания с простым движением. Данная игра рассматривается со стороны 

первого игрока, которому необходимо удерживать состояние системы в за-

данном выпуклом терминальном множестве на протяжении всего времени 

игры, несмотря на возможную поломку и управление второго игрока. Под 

поломкой понимается мгновенная остановка первого игрока в заранее не-

известный момент времени, через определенное время он устранит поломку 

и продолжит движение. Вектограммами управлений игроков являются n-

мерные выпуклые компакты, которые зависят от времени. Для построения 

u-стабильного моста используется второй метод Л.С. Понтрягина. Так 

строится многозначное отображение на основе альтернированного интегра-

ла Л.С. Понтрягина, после чего доказывается, что построенное отображение 

является u-стабильным мостом для рассматриваемой игры, если выполня-

ется ряд условий. В конце статьи рассматривается простой пример на плос-

кости, где вектограммы игроков есть круги с центром в начале координат и 

с постоянным радиусом, причем радиус круга первого игрока строго боль-

ше второго. В данном примере стоится u-стабильный мост по предложен-

ному методу в статье и находится экстремальная стратегия для первого иг-

рока на построенный u-стабильный мост. 

Ключевые слова: дифференциальная игра, удержание, альтернированный 

интеграл, стабильный мост. 

 

Введение 

Нарушение динамики в дифференциальных играх преследования-уклонения в числе первых 

рассмотрел М.С. Никольский [1–4]. Так, в статье [3] используется второй метод Л.С. Понтрягина 

[5] для построения u-стабильного моста [6, с. 52]. 

В данной статье будет рассмотрено нарушение динамики в линейной дифференциальной иг-

ре удержания. Как и в статье [3], будет рассмотрена разовая поломка у первого игрока, при воз-

никновении которой он обездвижен на некоторое время, данная поломка происходит в заранее 

неизвестный момент времени. Вектограммами управлений игроков являются n-мерные выпуклые 

компакты, которые зависят от времени. Поставленная игра удержания будет рассматриваться со 

стороны первого игрока, которому необходимо удерживать состояние системы в заданном вы-

пуклом терминальном множестве на протяжении всего времени игры, несмотря на возможную 

поломку и управление второго игрока. Для построения u-стабильного моста используется второй 

метод Л.С. Понтрягина. Так строится многозначное отображение, которое равно пересечению 

альтернированных интегралов Л.С. Понтрягина на терминальное множество при фиксированном 

моменте поломки, пересечение берется по времени поломки и по верхнему пределу интегрирова-

ния альтернированного интеграла. Также приводится доказательство, что построенное отображе-

ние является u-стабильным мостом для рассматриваемой игры, если выполняется ряд условий. В 

подтверждение существования в конце статьи будет рассмотрен простой случай на плоскости, 

где вектограммами управлений игроков являются круги постоянного радиуса с центром в начале 

координат. В данном примере строится u-стабильный мост по предложенному методу, а также 

строится экстремальная стратегия [6, c. 57] на данный мост. 

В первой части статьи описывается постановка рассматриваемой задачи удержания, во вто-

рой части вводится в рассмотрение используемый математический аппарат и строится u-

стабильный мост, а в третьей части рассматривается простой пример. 
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Постановка задачи 

Пусть задано выпуклое ограниченное множество nM  , временной отрезок [0, ]T  и на-

чальный фазовый вектор системы 0(0)z z M  , тогда если на протяжении [0, ]t T  выполнялось 

включение ( )z t M , то игра заканчивается и побеждает первый игрок, иначе, если в некоторый 

момент * (0, ]t T  данное включение нарушилось, тогда игра заканчивается и побеждает второй 

игрок. 

Положим  : 0x x    . Для достижения своих целей игроки строят допустимые 

управления, с помощью которых происходит воздействие на систему. Для упрощения рассужде-

ний вектограммы управлений игроков будут заданы выпуклыми компактами P  и Q  из n , а 

множитель, зависимый от времени, будет учтен в виде коэффициента. Допустимое управление 

первого игрока задается функцией :[0, ] nu T P  , коэффициент задается интегрируемой 

функцией :[0, ]a T  . В заранее неизвестный момент времени [0, ]T   может произойти по-

ломка на время h . Для математического описания поломки введем функцию  , которая имеет 

вид 

0 [ , ]
( ) .

1 иначе

t h
t

 


 
 


 

Допустимое управление второго игрока задается функцией :[0, ] nv T Q  , коэффициент 

задается интегрируемой функцией :[0, ]b T  . 

В силу выше сказанного движение системы можно описывать линейным дифференциальным 

уравнением 

0( ) ( , ( )) ( ) ( ) ( , ( )), (0) , ( , ( )) , ( , ( )) , [0, ].
dz

b t v t z t a t t u t z t z z v t z t Q u t z t P t T
dt

           (1) 

Дадим определение движения системы (1), порожденного допустимыми управлениями игро-

ков из начального положения 0z . Возьмем разбиение   временного отрезка [0, ]T  с диаметром 

( )d   следующим образом: 

 0 1 1 1
0

: 0 ... , ( ) max .m i i
i m

t t t T d t t  
 

        

Построим ломаную 

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )),

i i

t t

i i i i i

t t

z t z t r a r dr u t z t b r dr v t z t    
   
        
   
   
            (2) 

при  0 0 1( ) , ,i iz t z t t t   . Семейство ломаных (2) является равномерно ограниченным и равно-

степенно непрерывным согласно [7, c. 46], а значит, удовлетворяют условию теоремы Арцела [8, 

c. 104]. Под движением системы (1) с допустимыми управлениями u и v и с начальным условием 

0 0( )z t z  понимается любой предел подпоследовательности последовательности ломаных (2), 

которая равномерно сходится на отрезке [0, ]T  при ( ) 0d   . 
 

Построение стабильного моста 

Введем в рассмотрение операции Минковского [5] над множествами. 

Определение 1. Алгебраической суммой непустых множеств A и B из n  называется мно-

жество 

 : , , ( ).n

b B

A B x x a b a A b B A b


          

Определение 2. Произведением непустого множества A из n  на число   называется мно-

жество 

 : , .nA x x a a A        
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Определение 3. Геометрической разностью непустых множеств A и B из n  называется 

множество 

 : ( ).n

b B

A B x x B A A b


        

Введем в рассмотрение интеграл Ауманна [9, c. 326]. 

Определение 4. Пусть задано многозначное отображение : nX  , значения которого 

являются непустыми компактами. Интегралом Ауманна от ( )X t  на отрезке 1 2[ , ]t t  называется 

множество 

2 2

1 1

1 2( ) ( ) : измеримая ( ) ( ) при почти всех .

t t

t t

X r dr x r dr x r X r t r t
 
 

    
  

   

Лемма 1 [3]. Пусть заданы некоторые непустые множества ,B C   и задано  iA  – семейство 

непустых множеств, которые зависят от параметра i I  и пусть   : j i

i I

j I A A


  , тогда 

 i i

i I i I

A B C A B C
 

 
         

 
 

Введем в рассмотрение альтернированный интеграл Л.С. Понтрягина [5] для рассматривае-

мой игры. Построим многозначные отображения ( ) ( ) ( )U t t a t P     и ( ) ( )V t b t Q   при 

[0, ]t T . Так как значения данных отображений при [0, ]t T  – это выпуклые компакты из n , 

то данные отображения равномерно ограничены на отрезке [0, ]T , то есть 

: [0, ] ( ) , ( )r R t T U t r S V t r S         , 

где S  – это n-мерный шар единичного радиуса с центром в начале координат. Возьмем разбие-

ние   отрезка [0, ]T : 

0 1 1:0 ... mt t t T      . 

Положим 

1 1

( ) ( ) 1.. 1
i i

i i

t t

i i

t t

U U r dr V V r dr i m

 

     . 

Положим 0A M  и определим 1mA   индуктивно 

1( ) 1... 1i i i iA A U V i m     . 

Множество 1mA   называется альтернированной суммой, а пересечение 1mA   по всевозмож-

ным разбиениям   отрезка [0, ]T  называется альтернированным интегралом Л.С. Понтрягина и 

записывается в виде 

,0

(0, ) [ ( ) ( )] .

T

M

W T U r V r dr    

В силу определения имеем, что [0, ]t T   выполняется ( , )W t t M  . 

В следующей лемме представлено ключевое свойство альтернированного интеграла, которое 

связывает его с u-стабильным мостом. 

Лемма 2 [3]. [0, ]t T   и [0, ]T t    выполняется следующее включение: 

( , ) ( , ) ( ) ( )

t t

t t

W t T W t T U r dr V r dr

 

  
  

    
  

  . 

Из данного включения и введённых определений следует, что ( ) ( , )z t W t T  , выполняется 

включение 

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

t t

v Q u P t t

z t W t T r a r dr u b r dr v

 

  
 

 

     
           

          
  , 
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то есть *u P  , что v Q   выполняется включение 

*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

t t

t t

z t r a r dr u b r dr v z t W t T

 

   
    

           
   
   
  . 

Введем в рассмотрение понятие u-стабильного моста [6, c. 52]. Пусть начальное состояние 

системы (0) (0, )z W T , тогда в силу леммы 2 существует допустимое управление первого игро-

ка ( , ( ))u t z t , что при любом допустимом управлении второго игрока ( , ( ))v t z t  и любом моменте 

поломки [0, ]T   будет выполняться включение 

 ( ) ( , ), [0, ]z t W t T t T  ,            (3) 

а конечное состояние ( ) ( , )z T W T T M  . Тогда множество  ( , ) : [0, ], ( , )t x t T x W t T   называ-

ется u-стабильным мостом для дифференциальной игры преследования-уклонения, заданное 

дифференциальным уравнением (1) к множеству M . Однако из включения (3) не следует вклю-

чение ( ) , [0, ]z t M t T  , которое требуется от первого игрока в рассматриваемой игре. Чтобы 

учесть требуемое включение, построим следующие множества: 

 ,

( , ) ( , )
s t T

D t T W t s 


 ; 

 ,

( , ) ( , )
t T

D t T D t T


 ;  

 ( , ) : [0, ], ( , )B t x t T x D t T    ;  ( , ) : [0, ], ( , )B t x t T x D t T   . 

Лемма 3. При  0,t T  , если ( , )D t T  , то выполняется включение ( , )D t T M  и 

( , )D t T M   при [ , ]t T  . 

Доказательство. Пусть [0, ]t T , ( , )D t T  . Множество ( , )D t T  согласно определению рав-

но 

 
[ , ]

( , ) ( , ),
t T

D t T D t T


            (4) 

а каждое ( , )D t T  согласно определению равно 

 
[ , ]

( , ) ( , ).
s t T

D t T W t s 


            (5) 

При [ , ]t T   в пересечении из (5) присутствует элемент ( , )W t t M  , а значит, данное пе-

ресечение лежит в M  или равно ему, получили, что ( , )D t T M  . Так как при [ , ]t T   вы-

полнено включение ( , )D t T M  , то пересечение из (4)  лежит в M  или равно ему, получили, 

что ( , )D t T M .  

Теорема 1. Пусть начальное состояние игры 0 (0, )z D T  и ( , )D t T   при [0, ]t T . Пусть 

[0, ]t T   ' [ , ]t T   такое, что имеет место равенство 

 '

[ , ]

( , ) ( , ),
t T

D t T D t T 


           (6) 

и [0, ]t T   ' [ , ]s t T   такое, что имеет место равенство 

 
[ , ]

( , ) ( , ').
s t T

W t s W t s 


           (7) 

Тогда в рассматриваемой игре удержания первый игрок сможет победить при любом допус-

тимом управлении второго игрока и любом моменте поломки [0, ]T  . 

Доказательство. Дано 0 (0, )z D T  и ( , )D t T   при [0, ]t T . Распишем множество ( , )D t T  

по определению, получим 

 

 ,

( , ) ( , ).
t T

D t T D t T


             (8) 

Рассмотрим отдельно множество ( , )D t T , распишем его по определению 

 

 ,

( , ) ( , ).
s t T

D t T W t s 


              (9) 
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Ослабим пересечение в правой части (9) следующим образом: возьмем некоторое 

(0, ]T t    и перейдем от [ , ]t T  к [ , ]t T , затем используем лемму 2, получим, что правая часть 

(9) лежит в 

 

 ,

( , ) ( ) ( ) .

t t

s t T t t

W t s U r dr V r dr

 

 



 

 

  
    
    

      (10) 

Так как по условию теоремы выполняется равенство (7), то применим лемму 1 к (10), а полу-

ченное пересечение 
[ , ]

( , )
s t T

W t s



 

  заменим, согласно определению, на ( , )D t T  , получим 

(10) ( , ) ( ) ( ) .

t t

t t

D t T U r dr V r dr

 

 
  

    
  

   

Получили, что [0, ]t T   и [0, ]T t    выполняется включение 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) .

t t

t t

D t T D t T U r dr V r dr

 

  
  

    
  

       (11) 

Аналогично выводам из леммы 2 из включения (11) следует, что множество 

 ( , ) : [0, ], ( , )B t x t T x D t T     является u-стабильным мостом к рассматриваемой игре при 

фиксированном моменте поломки [0, ]T  . 

Применим включение (11) к (8), получим 

 (8)

 ,

( , ) ( ) ( ) .

t t

t T t t

D t T U r dr V r dr

 

 



 



 
    

  
      (12) 

Ослабим пересечение в (12) следующим образом: возьмем некоторое (0, ]T t    и перейдем 

от [ , ]t T  к [ , ]t T , так как по условию теоремы выполняется равенство (6), то применим лемму 

1, а полученное пересечение 

 ,

( , )
t T

D t T





  заменим, согласно определению, на ( , )D t T , 

получим, что правая часть (12) лежит в 

( , ) ( ) ( ) .

t t

t t

D t T U r dr V r dr

 


  

   
  

   

В итоге получили, что [0, ]t T   и [0, ]T t    выполняется включение 

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) .

t t

t t

D t T D t T U r dr V r dr

 


  

    
  

                (13) 

Аналогично из включения (13) следует, что множество  ( , ) : [0, ], ( , )B t x t T x D t T    явля-

ется u-стабильным мостом к рассматриваемой игре. 

Теперь опишем алгоритм движения первого игрока для достижения победы. Поскольку 

0 (0, )z D T , то 0(0, )z B . Так как B  – u-стабильный мост, то существует такое допустимое 

управление 1u , что при любом допустимом управлении второго игрока движение системы ( )z t  

удовлетворяет включению 

 ( ) ( , ), [0, ].z t D t T t T           (14) 

Например, можно положить 1 1
eu u  – экстремальная стратегия [6, с. 57] к B , тогда в силу 

леммы 15.1 из [6, с. 62] включение (14) будет выполняться. Если поломка не происходит, тогда в 

силу леммы 3 и включения (14) выполняется включение ( )z t M  при [0, ]t T , то есть игра за-

кончится в момент времени T  и первый игрок победит. 

Иначе, если поломка произошла в момент ' [0, ]T  , тогда первый игрок в момент времени 

'  останавливается и устраняет поломку в течение времени ' min( ', )h T h  , после чего про-

должает движение. Из включения (14) следует, что в момент поломки выполняется включение 
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( ') ( ', )z D T  , а согласно определению множества ( ', )D T  следует включение 

'( ') ( ', )z D T  , из которого в свою очередь следует включение '( ', ( '))z B   . Так как 'B  – u-

стабильный мост, то при любом допустимом управлении первого игрока (любом, так как функ-

ция поломки '( ) 0t   при  ', ' 't h   ) и любом допустимом управлении второго игрока дви-

жение системы ( )z t  удовлетворяет включению  

 '( ) ( , ), [ ', ' '].z t D t T t h                  (15) 

Тогда в силу леммы 3 и включения (15) выполняется включение ( )z t M  при [ ', ' ']t h   , 

то есть пока первый игрок устраняет поломку, второму игроку никак не удастся нарушить вклю-

чение ( )z t M . Через время 'h  первый игрок продолжает движение, а фазовый вектор системы 

'( ' ') ( ' ', )z h D h T    , то '( ' ', ( ' '))h z h B    . Так как 'B  – u-стабильный мост, то сущест-

вует такое допустимое управление 2u , что при любом допустимом управлении второго игрока, 

движение системы ( )z t  удовлетворяет включению 

 '( ) ( , ), [ ' ', ].z t D t T t h T                  (16) 

Например, можно положить, 2 2
eu u  – экстремальная стратегия [6, с. 57] к 'B , тогда в силу 

леммы 15.1 из [6, с. 62] включение (16) будет выполняться. Тогда в силу леммы 3 и включения 

(16) выполняется включение ( )z t M  при [ ' ', ]t h T  , то есть игра закончится в момент време-

ни T  и первый игрок победит, несмотря на поломку в момент времени ' .  

Пример. Пусть задано число 0m   и множество M m S  , положим, max( )a t a , max( )b t b  

при [0, ]t T , причем max maxa b . Альтернированный интеграл ( , )W t T  при [0, ]t T , согласно 

теореме из [10], равен 

 

max max

max max

max maxmax max

max

max max

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( , ) ( )

( ) ( )

T

t

m a T t h b T t t h T

m a t b T t t T h

m a T h b T t t h TW t T S m r a b dr S

m b T t t T h

m a T t b T t h t T

 

 

  

  

 



        


       
  

                
       


      

 , 

причем ( , )W t T  , если выполняется следующее неравенство 

 max maxmax ( )

T

t T
m b r a dr





 

   . 

Чтобы данное неравенство выполнялось для всех моментов поломки, возьмем максимум по вре-

мени поломки, получим 

  max max maxmax max ( )

T

t T t T
m b r a dr b h

 



   

    .              (17) 

Отсюда множества ( , )D t T  и ( , )D t T  при  0,t T  и [0, ]T   равны 

max

max max

max
max max

max max

max

max

( ) ( )

( , )

( )

( )

b h
m t h T

a b

b h
m a t b h t t h T

a b
D t T S

m t T h

m b h t t h T

m b T t t T h

m h t T



  

    

 

  

 




      




          


  
   

       


     
   

, 

  max( , ) min , .D t T S m b T t h     
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Из неравенства (17) следует, что если maxm hb , тогда ( , )D t T  и ( , )D t T  при  0,t T  и 

[0, ]T   являются непустыми множествами, тогда первый игрок может построить экстремаль-

ные стратегии 1 2,e eu u , которые согласно [6, с. 62] равны 

max

1
max

( ) ( )

( , ( )) , [0, ']( )
( )

( )

e

u t S z t m hb

u t z t tz t
z t m hb

z t



   


 
 



, 

2

( ) ( )

( , ( )) , [ ' ', ],( )
( )

( )

e

u t S z t m

u t z t t h Tz t
z t m

z t



  


  




 

где '  – момент поломки (если поломки не было, то ' T  ), а время починки равно 

' min( ', )h T h  . При использовании пары управления  1 2,e eu u u  первый игрок сможет дос-

тигнуть цели при любом допустимом управлении второго игрока и любом моменте поломки со-

гласно теореме 1. Условия теоремы (6) и (7) очевидным образом выполняются для рассматривае-

мого примера, поскольку пересечение кругов с центром в начале координат равняется кругу с 

минимальным радиусом. 
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LINEAR DIFFERENTIAL HOLDING GAME WITH A BREAK 
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Abstract. A linear simple motion constraint differential game is considered. This game is considered 

from the part of the first player, who needs to keep the state of the system in a given convex terminal set 

throughout the game, despite the possible glitch and control of the second player. A glitch is understood 

as an instantaneous stop of the first player at a previously unknown point in time; after a certain time he 

will eliminate the glitch and will continue his motion. The player control vectograms are n-dimensional 

convex compacts that depend on time. To construct a u-stable bridge, the second method of L.S. 

Pontryagin is used. This is how a multi-valued mapping is constructed on the basis of the alternating 

integral of L.S. Pontryagin. After that, it is proved that the constructed mapping is a u-stable bridge for 

the game under consideration if a number of conditions are satisfied. At the end of the article, a simple 

example on the plane is considered, where the vectors of the players are circles centered at the origin 

and with a constant radius, while the radius of the circle of the first player is strictly greater than the se-

cond. In this example, a u-stable bridge is built according to the method proposed in the article, and an 

extremal strategy is found for the first player on the constructed u-stable bridge. 

Keywords: differential game, constraint, alternating integral, stable bridge. 
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Аннотация. К концу прошлого века в математической теории диффе-

ренциальных позиционных игр (ДПИ) утвердились четыре направления: 

бескоалиционный вариант ДПИ, кооперативный, иерархический и, нако-

нец, наименее изученный коалиционный вариант ДПИ. В свою очередь, 

внутри коалиционного обычно выделяются игры с трансферабельными 

выигрышами (с побочными платежами, когда игроки в течение игры могут 

делиться своими выигрышами) и нетрансферабельными выигрышами (иг-

ры с побочными платежами, когда такие перераспределения отсутствуют 

по тем или иным причинам).  Исследования коалиционных игр с побочны-

ми платежами сосредоточены и активно ведутся на факультетах приклад-

ной математики и процессов управления Санкт-Петербургского госунивер-

ситета и института математики и информационных технологий Петроза-

водского госуниверситета (профессора Л.А. Петросян, В.В. Мазалов, 

Е.М. Парилина, А.Н. Реттиева и их многочисленные ученики). Однако по-

бочные платежи не всегда присутствуют даже в экономических взаимодей-

ствиях, более того, побочные платежи могут быть вообще запрещены зако-

нодательно. Предпринятые нами в последние годы исследования равнове-

сия угроз и контругроз (санкций и контрсанкций) в бескоалиционных диф-

ференциальных играх позволяют, на наш взгляд, охватить и некоторые ас-

пекты нетрансферабельного варианта коалиционных игр. Как раз вопро-

сам внутренней и внешней устойчивости коалиций в классе ДПИ и посвя-

щена настоящая статья. В ней выявлены коэффициентные ограничения в 

математической модели дифференциальной позиционной линейно-

квадратичной игре шести лиц с двухкоалиционной структурой, при кото-

рых эта коалиционная структура внутренне и внешне устойчива. 

Ключевые слова: равновесие по Нэшу; равновесие угроз и контругроз; оп-

тимальность по Парето; коалиция. 
 

Введение  

Как уже было упомянуто в аннотации, к концу прошлого века в теории позиционных диффе-

ренциальных игр (ПДИ) сформировались четыре направления исследований: бескоалиционный, 

кооперативный, иерархический и коалиционный варианты игры. Последний в свою очередь под-

разделяется на игры с побочными и без побочных платежей (трансферабельными и нетрансфера-

бельными выигрышами). Изучение первого из них в России возглавляется известной санкт-

петербургской научной школой по математической теории игр [1–4]; теория коалиционных ПДИ 

без побочных платежей только начинает своё становление на базе равновесия угроз и контругроз 

и группируется вокруг кафедры оптимального управления факультета вычислительной матема-

тики и кибернетики МГУ [5–8]. В настоящей статье эти исследования продолжаются для ДПИ 

шести лиц с двухкоалиционной структурой  1 2{1,2,3}, {4,5,6}К К  . 

Одновременно мы также предлагаем аналогичный поход к построению оптимальных (в фор-

мализованном далее смысле!) решений в коалиционных ДПИ, базирующийся на идеях принципа 

равновесности по Нэшу и метода динамического программирования Беллмана. 

Напомним, что в 1949 году двадцатиоднолетний аспирант Принстонского университета 

Джон Форбс Нэш (мл) предложил в докторской диссертации понятие решения бескоалиционной 

игры, в последующем названного равновесием по Нэшу (РН). Оно, во-первых, сыграло неоцени-

мую роль в становлении математической экономики, социологии, системного анализа, военных 

науках; во-вторых, ровно через 45 лет (1994 г.) Джону Нэшу (совместно с Харшаньи и Зельто-

ном) присуждена Нобелевская премия «за фундаментальный анализ равновесия в теории некоо-

перативных игр»; в-третьих, открывая сейчас почти любой современный журнал по теории игр, 
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исследованию операций, системному анализу и по математической экономике, почти наверняка 

мы встретимся с работами, затрагивающими те или иные вопросы, связанные с равновесием по 

Нэшу (РН). Однако «there are spots on the sun». Сюда относятся внутренняя и внешняя неустой-

чивость множества РН, неустойчивость к отклонению от него двух и более игроков (РН устойчи-

во к отклонению только одного), РН может не существовать, «улучшаемость», отсутствие экви-

валентности и взаимозаменяемости и т.д. В этих случаях авторы видят [9] два выхода. Во-

первых, ограничиться лишь математическими моделями, свободными от некоторых из перечис-

ленных (и не перечисленных!) негативных свойств. Во-вторых, вводить новые понятия равнове-

сия, отличные от РН. Здесь, по нашему мнению, перспективными являются равновесие угроз и 

контругроз [5, 6] и равновесие по Бержу [7, 8]. Ещё раз подчеркнём, что в настоящей статье мы 

не стремимся подвергнуть РН критике, но используем идею Джона Нэша уже для формализации 

паретовского решения коалиционных ДПИ.  

Рассмотрим бескоалиционную игру в нормальной форме, заданную упорядоченной тройкой: 

   , , ( ) .i ii i
Г X f x

 
  

Здесь  1,...,N – множество порядковых номеров игроков, множество in
iX  стратегий ix  

игроков. Выбор i ix X  происходит одновременно всеми игроками, в результате образуется си-

туация 1( ,..., )N i

i

x x x X X


   . Сами интересы (цели) игроков определяются значениями (вы-

игрышами) заданных функций выигрыша ( )if x ( )i . При этом каждый из игроков стремится 

возможно увеличить свой выигрыш. 

Определение 1.1 Пара ( , ( ))e e e Nx f f x X   называется равновесием по Нэшу игры Г, ес-

ли имеет место N равенств 

 max ( || ) ( )
i i

e e
i i i

x X
f x x f x


  ( ),i   

где использованы общепринятые в теории игр обозначения 1 1( || ) ( ,..., , , ,..., ).e e e e e
i i i i i Nx x x x x x x   

Из (1) сразу следуют три важнейших свойства РН: во-первых, РН устойчиво к отклонению 

отдельного игрока, во-вторых, РН присуще свойство индивидуальной рациональности, т.е.

 ( ) max min ( , )
i ii i

e
i i i i

x Xx X
f x f x x

 



  ( ),i N  

(здесь уже    \ 1,..., 1, 1,...,i i i i N     ), в-третьих, ex совпадает с седловой точкой 

1 2 1 2( , )e ex x X X   в случае антагонистического варианта Г, (где уже  1,2  и 

1 2( ) ( ) ( )f x f x f x   ), именно 
2 21 1

1 2 1 1 2 1 2max ( , ) ( , ) min ( , )e e e e

x Xx X
f x x f x x f x x


  .  Кроме того, определе-

ние 1.1 сразу отвечает на два вопроса: как каждому игроку i  поступать в игре Г (ответ: сле-

довать e
i ix X ) и какого выигрыша он добивается (ответ: ( )e

if x ). 

Теперь игре Г поставим в соответствие N-критериальную задачу 

 , ( )i i
Г X f x 

 . 

Здесь уже множество X  альтернатив x  совпадает с множеством ситуаций игры Г, а крите-

рий ( )if x  – со скалярной функцией выигрыша ( )if x  игрока i . 

В 1909 г. итальянский социолог, экономист (а также богатый наследник) Вильфредо Парето 

предложил в качестве оптимального решения задачи Г  использовать максимальную (впослед-

ствии названную «по Парето») альтернативу px X . 

Определение 1.2 [9–11]. Альтернатива px X  называется максимальной по Парето в задаче 

Г , если при любой альтернативе x X  несовместна система N неравенств 

( ) ( )p
i if x f x ( ),i  из которых хотя бы одно строгое; при этом пару 
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( , ( )p p px f f x ) Ni X    называют максимумом по Парето в задаче Г ; напомним, что 

1( ,..., ) N
Nf f f  .  

Из определения 1.2 сразу следует, что при отходе от альтернативы px  нельзя одновременно 

увеличить компоненты всех критериев ( )p
if x  ( )i , а также увеличение хотя бы одной компо-

ненты ( )p
if x  вектора ( )pf x неизбежно влечёт уменьшение хотя бы одной из оставшихся. Оче-

видна, наконец, лемма Карлина [12]: 

Свойство 1.1. Если при каких-либо постоянных 0i   ( )i  справедливо равенство  

 max ( ) ( ),p
i i i i

x X
i i

f x f x 


 

    

то альтернатива px – максимальна по Парето в задаче Г .

Далее операцию (построения максимума по Парето), диктуемую (2), будем обозначать 

( ) ( ) ,
p p p

x X
MAX f x f x f


   т. е.  

 ( ) max ( ) ( )
p p

x X x X
f x f x f x 

 
     

для какого-либо постоянного N-вектора 1( ,..., )N   , 0i   ( )i ; напоминаем, что штрих 

сверху означает операцию транспонирования ( – N-вектор-строка). 
 

2. Основные понятия теории коалиционных игр 

Перейдем к возможному коалиционному варианту игры Г. Здесь прежде всего предполагаем, 

что на множестве  задана коалиционная структура, т. е. разбиение  на попарно непересе-

кающиеся подмножества (коалиции). Для Г мы ограничивались двумя коалициями  1 1,2,3К   и 

 2 4,5,6К  ; коалиционная структура удовлетворяет условиям: 

1 2К К   и 1 2К К  . 

При этом отдельные коалиции lК  ( 1,2)l   имеют возможность на «коалиционных совеща-

ниях» сообща выбирать свою стратегию  |
l l

l

К i l К i

i К

x x i К X X


     (всё множество таких 

стратегий 
lКx  обозначим 

lКX ). Тогда любая ситуация x X  в игре Г представима 
1 2

( , )К Кx x x , 

векторную функцию выигрыша коалиции lК  обозначаем 
1 2 1 2

( , ) ( ( , ) | )
lК К К m К К lf x x f x x m К   

( 1,2)l  , поэтому N вектор-функции выигрыша игроков (векторный критерий задачи Г ) будет 

1 2 1 1 2 2 1 2
( ) ( , ) ( ( , ), ( , ))К К К К К К К Кf x f x x f x x f x x  . 

В результате переходим от исходного бескоалиционного варианта игры Г к игре коалицион-

ной 

      
1 21 2 1,2 1,2 1,2

, , ( , )
l ll К К К Кl l l

G К К К X f x x
  

   . 

Как уже упоминалось, игроки отдельной коалиции на своём «коалиционном совещании» со-

вместно выбирают стратегию коалиции, выполняя два требования: индивидуальной и коллектив-

ной рациональности. 

Обратимся к требованию индивидуальной рациональности, т. е. чтобы достигаемый в игре G 

выигрыш i-го игрока в выбранной ситуации Px  был бы не меньше его максиминного, именно, 

( ) max min ( , ) min ( , ) ( , )
i i i ii i

P g g g
i i i i i i i i i i i

x X x Xx X
f x f x x f x x f f x x

   
  

 
     i ix X   ,  i , 

где, напомним,  \ 1,..., 1, 1,..., ,i i i i N      

 
1 1 1

\

( ,..., , ,..., )i i i N i j

j i

x x x x x X X   



    . 

Заметим, что для рассматриваемых в настоящей статье играх такие максимины не существу-

ют [6] и поэтому условия индивидуальной рациональности мы не учитываем. 
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Перейдем к требованию коллективной рациональности. Для членов коалиций lК  оно сво-

дится к максимальности по Парето (по отношению к остальным партнёрам по коалиции lК ), 

именно, 

1 2 1 2
( , ) ( , )

l l
К Кl l

P P P P
К К К К К К

x X
f x x f x x


   ( 1,2)l  . 

Таким образом, приходим к следующему понятию. 

Определение 2.1. Набор стратегий 
1 2 1 2

( , )P P P
К К К Кx x x X X X     назовём коалиционно Па-

рето-оптимальным (КПО) для игры G, если 


1 1 2 1 1 2

1 1

2 1 2 2 1 2
2 2

( , ) ( , ),

( , ) ( , ).

К К

К К

P P P P
К К К К К К

x X

P P P P
К К К К К К

x X

f x x f x x

f x x f x x





  


 



  

Нетрудно видеть, что (4) является модификацией (1) для случая одноэлементных коалиций в 

Г (операция max
i ix X

 из (1) заменена на максимизацию по Парето 
К Кi i

P

x X
  из (3)), а сами равенства 

(4) поэтому являются модификацией РН (чем и вызвано название настоящей статьи). Естественно 

тогда, что перечисленные выше «пятна на солнце», характерные для РН, присущи и КПО. 

Вспоминая о бурном потоке публикаций (во второй половине прошлого века) по РН, вызван-

ных докторской диссертацией Джона Нэша и последующим звездопадом Нобелевских премий по 

экономике (но базирующихся на проблемах математической теории игр), по нашему мнению, 

определение 2.1 не менее перспективно для изучения, чем определение 1.1. Однако далее мы 

сконцентрируемся на вопросах внутренней и внешней устойчивости коалиций в ПДИ. 
  

3. Внутренняя и внешняя устойчивость коалиции 
Здесь считается, что в коалиционной игре Г найдена определённая в (4) коалиционно Парето-

оптимальная (КПО) ситуация 
1 2

( , )P P P
К Кx x x  и именно эта ситуация выбрана игроками для прак-

тического использования. Обоснованием такого выбора, например, для коалиции 1К  является, во 

первых, максимальность по Парето 
1

P
Кx  в задаче 

1 1 1 21 , ( , )P
К К К КG X f x x  из (4) (ведь игроки из 

1К  стремятся к возможно большим выигрышам для каждого, а в многокритериальной задаче 1G  

именно 
1

P
Кx  доставляет максимум по Парето для 

1 1 2
( , )P

К К Кf x x ).

Во-вторых, требование внутренней устойчивости 1К : будем считать, что коалиция 1К  

внутренне устойчива, если ни у одного из её игроков не возникает желание покинуть 1К : либо 

перейти в коалицию 2К , либо образовать новую третью коалицию, состоящую лишь из одного 

«перебежчика». «Обнуление» такого «предательства» достигается, если хотя бы для одного из 

оставшихся в 1К  игрока появляется возможность «наказать перебежчика». Формально опреде-

лим процесс наказания следующим образом.

Будем считать, что игрок 1 обладает угрозой на внутреннюю устойчивость 1К , если у него 

имеется стратегия 1 1
Tx X  такая, что 


1 21 1 2 3 4 1( , , , ) ( , ).T P P P P P

К Кf x x x x f x x   

В ответ на такую угрозу (см. (5)) у одного из оставшихся в 1К , например, у игрока 2 имеется 

контругроза, если у него существует стратегия 2 2
Cx X , для которой сразу выполнены два стро-

гих неравенства: 

 1 1 2 3 4 1 1 2( , , , ) ( , ),T C P P P Pf x x x x f x x  


1 1

2 1 2 3 4 1 1 2( , , , ) max ( , ).T C P P P

x X
f x x x x f x x


   
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Первое из них (именно (6)) «обнуляет» действие угрозы – сводит выигрыш «угрожающего» к 

меньшему, чем был первоначально 
1 21 1( ) ( , )P P P

К Кf x f x x . Второе неравенство (см. (7)) даже «под-

талкивает» второго на использование 2
Cx , ибо в результате игрок 2 достигает самого большего 

выигрыша, о котором он может только мечтать. Аналогично определяется контругроза игрока 3 в 

ответ на угрозу первого на внутреннюю устойчивую 1К , а также реакция двух оставшихся игро-

ков на желание одного из коалиции 1К  покинуть эту коалицию.

Определение 3.1. Коалицию К называем внутренне устойчивой, если в ответ на возмож-

ность любого члена коалиции К покинуть К, у хотя бы одного из оставшихся имеется контругро-

за (вида (6) и (7)). 

Заметим, отсутствие угроз приводит, естественно, к ненужности и контругроз.

Перейдём к внешней устойчивости коалиции (например, 1К  в игре Г).  Будем считать, что 

нежелание какого-либо игрока из 2К  выйти из коалиции 2К  и присоединиться в 1К  характери-

зует внешнюю устойчивость 1К . Очевидно также, что внутренняя устойчивость 2К  «обеспечи-

вает» внешнюю устойчивость 1К  и обратно.

Таким образом, внутренняя устойчивость каждой коалиции в коалиционной структуре гаран-

тирует внутреннюю и внешнюю устойчивость, что в свою очередь приводит к устойчивости са-

мой коалиционной структуры, т.е. к нежеланию нарушать сложившееся разбиение игроков на 

попарно непересекающиеся подмножества.

Наконец, заметим, что неравенств вида (6) и (7) для рассматриваемой далее в разделе 4 ПДИ 

мы добиваемся специальными коэффициентными ограничениями на функции выигрыша игроков 

из 1К . 

Дальнейший материал статьи посвящён построению явного вида выделенных (определением 

2.1) КПО для достаточно общего класса ПДИ.

 

4. Дифференциальная линейно-квадратичная игра шести лиц 

Как принято в теории игр, такая математическая модель может задаваться упорядоченной 

пятёркой.

       1 2 0 0, 1,2,3 , 4,5,6 , , ,{ ( , , )} ,D x i i ii
Г К К I U t x 

    A  

где {1,2,3,4,5,6}  – множество порядковых номеров игроков, задана коалиционная структура 

(напоминаем, за счёт разбиения  на попарно непересекающиеся подмножества: 

1 2 1 2К К К К     ); управляемая динамическая система x  линейна (по x  и ( )iu i ): 

( ) ,i
i

x A t x u


  0 0( )x t x  

причём момент окончания игры 0   «заморожен» априори; тогда время продолжительности 

игры 0[ , ]t t  , здесь 00 t t    ; ( )A t  – непрерывная на [0, ]  n n -матрица (обозначим этот 

факт ( ) [0, ]n nA C   ); nx – фазовый n-вектор; пары 0( , ) [ , ] nt x t   – позиция игры, началь-

ная позиция 0 0( , )t x ; управляющее воздействие i-го игрока ( )n
iu i  , так как 

1( ,..., ) Nn
Nu u u  , то управляющие воздействия коалиций 

1 1 2 3( , , )Кu u u u  и 
2 4 5 6( , , )Кu u u u , 

поэтому 
1 2

( , )К Кu u u ; множество стратегий игрока i , кроме того, согласно [13], 

 { ( , ) ( ) | ( ) [0, ]},i i i i i n nU u t x Q t x Q C      A  

ситуация 1 6( ,..., ) ,i
i

U U U


  A A  
l

j

К j

j К

 A A ( 1,2)l  ; динамика игры (8) проявляется в 

том, что каждый игрок, исходя из собственных интересов (см. ниже (9)), выбирает свою страте-

гию ( , ) ( )i i iU u t x Q t x   (т. е. использует «свою» матрицу 0( ) [ , ]i n nQ C t   ); затем игроки совме-

стно определяют решение ( )x t ,  0 ,t t  , системы линейных однородных дифференциальных 

уравнений с непрерывными по t  коэффициентами 
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 ( ) [ ( ) ( )]i

i

x t A t Q t x


  0 0( ) .x t x  

Потом формируют реализации выбранных ими стратегий [ ] ( , ( )) ( ) ( )i iu t u t x t Q t x t  ( )i ; 

заметим, что тогда n-вектора [ ]iu t  непрерывны на 0[ , ]t  . На непрерывных парах 

1 6( ( ), [ ]) ( [ ],..., [ ])x t u t u t u t  априори задана функция выигрыша i-го игрока в виде квадратичного 

функционала 



0

0 0( , , ) ( ) ( ) [ ] [ ]i i j ij j

jt

I U t x x C x u t D u t dt



 


 
    

 
 
  ( ),i  

причем штрих сверху означает операцию транспонирования; не ограничивая общности, считаем 

априори заданные постоянные n n -матрицы ,iС ijD  симметричными. Заметим, что первые сла-

гаемые в (9) называют терминальными, вторые – интегральными, а значение (9) – выигрышем 

игрока i в игре DГ . На содержательном уровне игроки, каждый на своем «коалиционном сове-

щании», выбирают коллегиально свои стратегии; чтобы компоненты их трехкоординатных выиг-

рышей ( | )
lК r lI I r К  ( 1,2)l   были возможно больше (и удовлетворяли условию индивиду-

альной рациональности). При выборе оптимального решения базируемся на определении 2.1, т. е. 

на коалиционной Парето-максимальной ситуации. 

Предварительно упростим управляемую систему из DГ  с помощью замены 1( )y X t x , где 

( )X t  – фундаментальная n n -матрица решений системы ( ) ,
dx

A t x
dt

 ( ) nX E   ( nE  – единич-

ная n n -матрица). В результате система x  переходит в y : 

i

i

dy
u

dt 

 ,   1
0 0 0( ) ( ) ,y t X t x  

множество стратегий i-го игрока iA  в 

 { ( , ) ( ) | ( ) [0, ]},i i i i i n nU u t y Q t y Q C      A  

функция выигрыша i-го игрока 0 0( , , )iI U t y  в  



0

0 0( , , ) ( ) ( ) [ ] [ ]i i i j ij j

jt

U t y y C y u t D u t dt



 


 
    

 
 
  

где постоянные n n -матрицы ,iС ijD  симметричны. 

В результате исходная игра (8) приводится к виду 

      1 2 0 0, , , , , ( , , )d y i ii i
Г К К U t y

 
  A  

Возможная экономическая интерпретация (11). Предположим, что существует промышлен-

ный кластер, состоящий из шести предприятий, входящих, помимо того, в два объединения (или 

группы).  Как правило, цель предприятия (или организации) – одновременное уменьшение рас-

ходов (затрат на выпуск продукции) (при 0iC  ), а также увеличение внутренних инвестиций 

(при 0iiD  ) в собственное производство. Дополнительным условием являются противополож-

ные интересы остальных участников кластера (если 0ijD   ( )i j ). 

В связи с этим далее предполагается, что 

 0,iC   0,iiD   0ijD   ( , ; )i j j i   

Перейдём к использованию определения 2.1, но уже для дифференциальной игры (11). 

Именно, введём для каждой коалиции 1К  и  2К  множество её стратегий 
l l

l

К К r

r К

U


 A A  

( 1,2)l  , кроме того, используем трёхмерный функционал её выигрышей, который с учётом 

1 2
( , )К КU U U  представим в виде ( | )

lК j lj К  ( 1,2)l  . Тогда 
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1 1 2 1 2 1 20 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0( , , ) ( ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ))К К К К К К КU t y U U t y U U t y U U t y  

и  

2 1 2 1 2 1 20 0 4 0 0 5 0 0 6 0 0( , , ) ( ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ))К К К К К К КU t y U U t y U U t y U U t y . 

Определение 4.1. Пару  1 2 1 2

6
0 0 0 0( , ) , ; ( , , ), ( , , )P P P P P P

К К К КU U U U t y U t y  A  назовём 

коалиционно Парето-оптимальным решением (КПО) игры  dГ , если при любых начальных пози-

циях 0 0( , ) [0, ) ,nt y   0 0 ,ny   


1 1 2 1

1 1

2 1 2 2
2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

( , , , ) ( , , ),

( , , , ) ( , , ),

К К

К К

P P P
К К К К

U

P P P
К К К К

U

U U t y U t y

U U t y U t y





  


 



A

A



где, например, 
1 1 2

1 1

0 0( , , , )
К К

P P
К К К

U
U U t y



A

 означает максимальность по Парето на множестве 

1КA  трёхмерного функционала 
1 1 2 0 0( , , , )P

К К КU U t y . В этой статье максимум (по Парето) будем 

реализовывать, следуя свойству 1.1 (с нахождением скалярного максимума линейной свёртки 

трёх компонент 
1 1 2 0 0( , , , )P

К К КU U t y  с положительными коэффициентами). 

 

5. Вспомогательные сведения из теории матриц и квадратичных форм 

Далее для постоянной симметричной n n -матрицы 0D  ( 0)  означает определённую по-

ложительность (отрицательность) квадратичной формы x Dx , где nx . 

Утверждение 5.1. [14, c. 108]. Имеют место две цепочки импликаций:  

а) 0 0D x x x Dx x x          ,nx   b) 0D x x x Dx x x         ,nx   

здесь уже     – наименьший и     – наибольший корни уравнения det[ ] 0nD E  ; при-

чем 0   , nE  – единичная n n -матрица. 

Замечание 5.1. Неоднократно используем управляющее воздействие вида i nu e x  , ne  – n-

вектор-столбец со всеми компонентами, равными плюс единице, тогда n ne e n  , число 

const 0   . 

Утверждение 5.2. Если 0D  , то для  – наибольшего из корней det[ ] 0nD E   будет: 

a) [14]: nM – где M максимум модулей элементов ijd  матрицы ( );ijD d  

b) [15]: 
1,...,

1

min
n

ij
i n

j

d




   . 

Утверждение 5.3. Справедлива эквиваленция 0 ( 1) 0D D D       (т. е. умножаем все 

элементы постоянной симметричной n n -матрицы D на минус единицу) и тогда 0  , наи-

больший из корней уравнения det[ ] 0nD E   , совпадает с наименьшим из корней уравнения 

det[ ] 0nD E  . 

Замечание 5.2. Согласно утверждению 5.3 для оценки наименьшего из корней 

det[ ] 0nD E   достаточно оценить наибольший из корней характеристического уравнения 

det[ ] 0nD E   . 

Утверждение 5.4. (аналог лемм 4.1 и 4.2 из [7]) Справедливы импликации: где , ,i j  j i  

и  

a) 0iiD    для каждого *
i iU A  и *

i iU A  существует «своя» постоянная 

* * *
0 0( , , , ) 0,i i iU U t y    при которой для всех постоянных * * *( , )i i iU U    при стратегии i nU e y   

выполняется строгое неравенство 

   * * *
0 0 0 0, , , , , ,i i i i i iU U t y U U t y  . 
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Напомним, что функция выигрыша i  определена в (10), а  \i i    

 1,2,..., 1, 1,..., ;i i N    

b) 0ijD  ( )j i   при любых *
j jU A  и *

j jU A  существует «своя» постоянная 

 * * *
0 0, , , 0j j jU U t y    такая, что  * * *,j j jU U     при стратегии j nU e y   будет 

   * * *
0 0 0 0, , , , , ,j j j j j jU U t y U U t y  . 

Наконец, в [5, 6] установлена справедливость следующих утверждений. 

Теорема 5.1. В игре dГ  при выполнении (12): 

a)  не существует равновесия по Нэшу; 

b)  не существует  0 0min , , ,
i i

i i i
U

U U t y
A

, и как раз поэтому условие индивидуальной рацио-

нальности в игре dГ  можно не учитывать (в определении оптимального решения); 

c) если кроме (12) выполняются ограничения на корни соответствующих характеристиче-

ских уравнений 11 22 12 21    , то в игре (11) существует [5] паретовское равновесие угроз и 

контругроз. 

В заключение перейдём к центральному результату настоящей статьи: построению явного 

вида КПО-решения для коалиционной игры (11). При этом будем основываться на свойстве 1.1 и 

методе динамического программирования Беллмана. Понадобится также дополнительно решить  

одну статическую N-критериальную задачу, с которой начинается следующий параграф. 

 

6. Максимальные по Парето ситуации и паретовские выигрыши 
Прежде всего приведем вспомогательные утверждения (см. далее лемму 6.1). 

Рассмотрим 6-критериальную статическую задачу 

 6
6 1 1 1 6 6 6 1,...,6

, ( ) ... ,n
i i i i

Г f u u D u u D u


      

в которой ЛПР выбирает альтернативу   6
1 6,..., nu u u   с целью достичь одновременно воз-

можно больших значений всех 6 компонент векторного критерия  1 6( ) ( ),..., ( ) .f u f u f u  Анало-

гом определения 1.2 здесь будет: альтернатива Pu  максимальна по Парето в 6Г , если при  

6nu   несовместна система неравенств ( ) ( )P
i if u f u ( 1,...,6)i  , из которых хотя бы одно 

строгое. 

Ниже используем аналог свойства 1.1. 

Лемма 6.1. Если в задаче 6Г  симметричны постоянные n n -матрицы ijD , а положительные 

числа ii , ij  ( , 1,...,6, )i j i j   таковы, что 

0,iiD  0ijD   (при i j ), 11 22 12 21    , 44 55 45 54    , 

то при постоянных *( )i i   таких, что  

*
1 1  , * 11 12

2
21 22

1

2


  
  

  
, 

*
* 13 2 23
3

33

1

2




   
    

, 

 *
4 1   * 4544

5
54 55

1

2


 
  

  


*
* 46 5 45
6

66

1
,

2




   
    

 

квадратичные формы  

* * * * * * * *
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 1 1 1 6 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )f u f u f u f u f u f u f u u D u u D u                  

становятся определённо отрицательными; здесь 
* * * * * * *

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6( )i i i i i i iD D D D D D D            , 
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кроме того, 0ii   – наибольший корень характеристического уравнения 

 ( ) det 0ii ii nD E     , соответственно, 0ij   – наибольший (по абсолютной величине) 

корень уравнения ( ) det 0ij ij nD E        (  , 1,...,6i j , j i ), также напомним, что nE – 

единичная 6 6 -матрица. 

Доказательство. В силу симметричности n n -матриц 0iiD  , 0ijD   ( ,i j ; j i ), ис-

пользуемых в задаче 6Г , корни характеристических уравнений ( ) 0ii    и ( ) 0ij    вещест-

венны, кроме того, 0ii  , 0ij   ( ,i j , j i ). Так как выполнены оценки i ii i ii i iu D u u u    

и  j ij j ij j ju D u u u    (утверждение 5.1), то с учётом (см. ниже) табл. 6.1 

* * *
1 1 2 2 6 6( ) ( ) ( ) ... ( )f u f u f u f u        

* * * * * *
1 1 11 2 21 6 61 1 6 1 16 2 26 6 66 6... ... ...u D D D u u D D D u                  
   

 

* * * * * *
1 11 2 21 6 61 1 1 1 16 2 26 6 66 6 6( ) ... ( ) ... ( ) ( ) ...u u u u                       

   
. 

Заметим, что для проверки приведённых ниже формул удобнее воспользоваться следующи-

ми табл. 6.1 и 6.2. 
Таблица 6.1 

*
1  1  11D  12D  13D  14D  15D  16D  

*
2  2  21D  22D  23D  24D  25D  26D  

*
3  3  31D  32D  33D  34D  35D  36D  

*
4  4  41D  42D  43D  44D  45D  46D  

*
5  5  51D  52D  53D  54D  55D  56D  

*
6  6  61D  62D  63D  64D  65D  66D  

Здесь и далее компоненты вектор-столбца * * * * * * *
1 2 3 4 5 6( , , , , , )       , где *

i  заданы в (13). 

В связи с тем, что i ii i ii i iu D u u u    и 
2

j ij j ij ju D u u   , а также с учётом табл. 6.2 скаляр-

ная функция   0f u   6nu  , 60 nu  , если выполнены все неравенства из табл. 6.2. 

Таблица 6.2 

* * * * * *
11 1 21 2 31 3 41 4 51 5 61 6 0             

* * * * * *
12 1 22 2 32 3 42 4 52 5 62 6 0             

* * * * * *
13 1 23 2 33 3 43 4 53 5 63 6 0             

* * * * * *
14 1 24 2 34 3 44 4 54 5 64 6 0             

* * * * * *
15 1 25 2 35 3 45 4 55 5 65 6 0             

* * * * * *
16 1 26 2 36 3 46 4 56 5 66 6 0             

Более того, из табл. 6.1 получаем, что при 



* * *
11 1 21 2 31 3

* * *
12 1 22 2 32 3

* * *
13 1 23 2 33 3

0,

0,

0,

  

  

  

    

    

    

 

а также при 



* * *
44 4 54 5 64 6

* * *
45 4 55 5 65 6

* * *
46 4 56 5 66 6

0,

0,

0,

  

  

  

    

    

   

 
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все 6 строгих неравенств из табл. 6.2 имеют место, ибо (кроме (14) и (15)) все остальные слагае-

мые отрицательны (так как 0ij  , * 0i  , i j ). 

Установим, что при 11 22 12 21     и 44 55 45 54     первые два неравенства из табл. 6.2 

выполняются. Действительно, если *
3 0  , то первые два строгих неравенства (14) имеют место, 

если *11 12
2

21 22

0 
 

  
 

, что сразу следует из 11 22 12 21    . Наконец, выполнено третье нера-

венство в (14) для 
*

* 13 23 2
3

33

1
0

2




 
 


, где * 11 12

2
21 22

1

2


  
  

  
. Аналогично, для справедливо-

сти (15) достаточно, чтобы *
4 1  , * 4544

5
54 55

1

2


 
  

  
, 

*
* 46 5 45
6

66

1

2




   
    

.        

Утверждение 6.1. Если в дифференциальной игре 6Г  

  0,iiD   0ijD   0iС   , 1,...,6i j   i j  11 22 12 21     44 55 45 54     

то максимальная по Парето ситуация PU  в 6-критериальной задаче Г  будет 

   1 2 6 1 2 6, ,..., ( , ), ( , ),..., ( , ) ( , )P P P P P P P PU U U U u t y u t y u t y u t y     

  1 2 6( ) , ( ) ,..., ( )P P PQ t y Q t y Q t y   

 1 * 1 * 1 *
1 2 6( ) ( ) , ( ) ( ) ,..., ( ) ( )P P PD t y D t y D t y           , 

где  ( )P   – симметричная, непрерывная на   0,  n n -матрица 

  

1

1 * 1 * 1 * 1 *
1 2 6( ) ( ) ( ) ... ( )P

t

t C D D D d



    



   
          
  

  

и постоянные симметричные n n -матрицы 

 * * *
1 2 2 6 6( ) ...i i i iD D D D       ( 1,...,6);i   

положительные числа * * *
1 2 6, ,...,    определены рекуррентным образом в лемме 6.1. 

Доказательство. Найдем максимальную по Парето ситуацию PU , применяя лемму 6.1 (кон-

кретно, табл. 6.2 и метод динамического программирования (МДП) из [10, с. 112]. Само приме-

нение МДП здесь сведётся к осуществлению двух этапов. На первом для задачи 6Г  нужно найти 

6 положительных чисел * * *
1 2 6, ,...,   , а также непрерывно дифференцируемую скалярную функ-

цию ( , ) ( )V t y y t y  , ( ) ( )t t    0,t    и n-вектор-функции ( , , )iu t y V  ( )i  такие, что 

ny   

 *( , ) ( ) ,V y y C y   * * *
1 2 2 6 6( ) ... ;C C C C      

затем с помощью скалярной функции 

  * * * *
1 6 1 6 1 1 1 1 6 6 6 6( , , ,..., , ) ... ( ) ... ( )

V V
W t y u u V u u u D u u D u

t y
   

           
  

 

определить n-вектор-функции  ( , , )iu t y V  ( )i , исходя из y

V
grad V

y

 
 

 
, 

  
1 6

1 6
,...,

max ( , , ,..., , ) Idem ( , , ) ( 1,...,6)i i
u u

W t y u u V u u t y V i    

при любых     1, , 0, nt y V    . Достаточные условия существования ( , , )u t y V  в (20) сводятся к 

выполнению требований: при  ( , ) 0, nt y     чтобы выполнялись 12 тождеств 
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*

( , , )

2 ( ) ( , , ) 0i i n
i u t y V

W V
D u t y V

u y


 
  

 
    ( 1,...,6)i  , 


2

*

2
2 ( ) 0i

i

W
D

u



 


 ( 1,...,6)i   

где *( ) 0iD    в силу леммы 6.1. 

Из (21) получаем  

 1 *1
( , , ) ( )

2
i i

V
u t y V D

y
 

 


 ( 1,...,6)i   

Тогда 

   1 * 1 *
1 6

1
( , , ( , , ), ) , , ( ) ... ( )

4

V V V
W t y u t y V V W t y V D D

t y y
  

   
     

   
. 

Второй этап. Найдем решение первого уравнения из (21) вида ( , ) ( )P PV V t y y t y   , 

( ) ( )P Pt t
   

 
 дифференциального уравнения с частными производными 

( , , ) 0W t y V   

с граничным условием  * * *
1 2 2 6 6( ) ...C C C C      . Так как 

*( , ) ( )V y y C y      ny  , 

то при  0,t   , ny   должно иметь место 

, , ( , ) 0,PW t y V t y y y   
 

    *( , ) ( )V y y C y      ny  . 

Оба эти требования выполнены, если симметричная n n -матрица ( )P t  удовлетворяет матрич-

ному дифференциальному уравнению типа Риккати ( 0n n  – нулевая n n -матрица): 

 1 * 1 *
1 6( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0 ,P P P

n nt t D D t  
       

* * * *
1 1 2 2 6 6( ) ( ) ... ;P C C C C           

решение P  полученного матричного уравнения имеет [10, с. 65] вид (18). Здесь учтена импли-

кация  

0iC  ( 1,...,6)i   * * * *
1 1 2 2 6 6( ) ... 0C C C C        . 

Наконец, из (22) приходим к справедливости (17). Таким образом, максимальная по Парето си-

туация PU  в задаче 6Г  имеет вид (17)–(19).                                                                                         

Перейдем к построению максимальных по Парето выигрышей 

      1 6 1 0 0 6 0 0,..., , , ,..., , ,P P P P PJ J J J U t y J U t y   опять таки с помощью метода динамического 

программирования [10]. 

Утверждение 6.2. Пусть выполнены требования (16) (из утверждения 6.1) и для дифферен-

циальной игры 6Г  удалось найти 6 скалярных непрерывно дифференцируемых функций вида 

( , ) ( )i iV t y y t y   ( 1,..., )i N  таких, что 

1)  ( , )i iV y y C y      ny  ; 

2) система из шести уравнений с частными производными 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,P Pi i
i

V V
N t y y t M t t y

t y

  
     

  
 

 ( , )i iV y y C y   ny   ( 1,...,6)i   

имеет решение вида ( , ) ( )i iV t y y t y  ,  ( ) ( )i it t  ( 1,...,6)i  . 
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Тогда при любой начальной позиции  0 0( , ) 0, nt y   , 0 0ny   имеет место 

 0 0 0 0 0, , ( )P P
i i iJ J U t y y t y       ( 1,...,6)i  . 

В (23) непрерывные n n -матрицы  

 1 * 1 *
1 6( ) ( ) ... ( ) ( ),PN t D D t        

1 * 1 * 1 * 1 *
1 1 1 6 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )P P

i i iM t t D D D D D D t          
 

    ( 1,...,6)i  , 

n n -матрицы ( )P t  и *( )iD   приведены в (18) и (19), а симметричные n n -матрицы 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P
i i i

t

t Y t C Y M Y d Y t



      
          
  

  ( 1,...,6)i   

Наконец ( )Y t  – фундаментальная матрица решения однородной системы ( )y N t y , 

( ) nY E  . 

Доказательство. Составим скалярные функции 

  1 1 1, , ( ) ( , ) ( , ) ...P Pi i
i i i

V V
W t y V N t y u t y D u t y

t y

             
 

 6 6 6( , ) ( , )P P
iu t y D u t y

 
 

 ( 1,...,6)i   

причем ( , )P
iu t y  – n-вектор-функции, определенные в (17). 

Ищем решение ( , )iV t y  ( 1,...,6)i   системы из 6 уравнений с частными производными 

  , , 0i iW t y V   ( , )i iV y y C y   ny   ( 1,...,6)i   

в виде квадратичной формы  ( , )i iV t y y t y  ,  ( ) ( )i it t  ( 1,...,6)i  . 

Установим два факта. 

Во-первых, решению системы (25), (26) присуще свойство 

 0 0 0 0( , ) ( , , )P
i iV t y J U t y  ( 1,...,6)i   

где ситуация 1 6( ,..., )P P PU U U  имеет вид (17). Действительно, если PU  – ситуация из (16)–(19), 

то согласно (25) и (26) для решения ( )Py t  системы ( )y N t y , 0 0( ) 0ny t y   при ( )Py y t  будет 

( , ( )) ( , ( ))
0 , ( ), ( , ( )) ( ) ( )

P P
P P Pi i

i i

V t y t V t y t
W t y t V t y t N t y t

t y

  
          

 

6

1

( , ( )) ( , ( )) [ ]P P P P
j ij j i

j

u t y t D u t y t W t


  
       0 ,t t       ( 1,...,6)i  . 

Интегрируя обе части этого тождества в пределах от 0t  до   с учетом граничных условий из 

(26), приходим к  

0 0 0

6

1

( , ( ))
0 [ ] ( , ( )) ( , ( ))

p
P P P Pi

i j ij j

jt t t

dV t y t
W t dt dt u t y t D u t y t dt

dt

  



    
     

0

6

0 0

1

( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))P P P P P P
i i j ij j

jt

V y V t y t u t y t D u t y t dt



 


    
   

0

6

0 0

1

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))P P P P P
i j ij j i

jt

y C y u t y t D u t y t dt V t y t



 


    
   

0 0 0 0( , , ) ( , ( ))P P
i iJ U t y V t y t      ( 1,...,6)i  , 

отсюда сразу следует справедливость равенства (27). 
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Во-вторых, установим, что решение ( , )iV t y  ( )i  системы (26) имеет вид 

( , ) ( )i iV t y y t y  , где симметричная n n -матрица ( )i t  представима в виде (24). В самом деле, 

подставив ( , ) ( )i iV t y y t y   в (26), получаем справедливость (24), если только ( )i t ( 1,...,6)i   

является решением матричного линейного неоднородного дифференциального уравнения 

 ( ) ( ) 0P P
i i i i n nN N t M t         ( )i iC   ( 1,...,6)i   

Подстановкой ( )i t  из (24) убедимся, что симметричная n n -матрица ( )i t  из (24) в самом 

деле является решением (28), что и завершает доказательство утверждения 6.2.              

Замечание 6.1. Объединение утверждений 6.1 и 6.2 приводит к следующему итоговому ре-

зультату, касающемуся явного вида максимального по Парето решения 6( , )P PU J  A  игры 

6Г . 

Пусть для дифференциальной игры 6Г : 

1) постоянные симметричные n n -матрицы 

0,iiD      0ijD  ,    0iС  ,    ( , 1,...,6i j  ; i j ); 

2)      [ 11 22 12 21    ],     [ 44 55 45 54    ]. 

Тогда при  0 0( , ) 0, nt y    , 0 0ny   будет 

1 * 1 * 1 *
1 2 6( , ) ( ( ) ( ) , ( ) ( ) ,..., ( ) ( ) ),P P P P PU u t y D t y D t y D t y             

1 2 6( , ,..., ),P P P PJ J J J     0 0 0( )P
i iJ y t y      ( 1,...,6)i  , 

а симметричные n n -матрицы ( )P t  и ( )i t  имеют вид: 

1

1 * 1 * 1 * 1 *
1 2 6( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ,P

t

t C D D D d



    



   
          
  

  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P
i i i

t

t Y t C Y M Y d Y t



      
          
  

     ( 1,...,6)i  , 

n n -матрица ( )Y t  – фундаментальная матрица решения системы ( )y N t y , ( ) nY E  , симмет-

ричные матрицы 
* * *

1 2 2 6 6( ) ...C C C C      ,    * * * *
1 1 2 2 6 6( ) ...i i i iD D D D       , 

 1 * 1 *
1 6( ) ( ) ... ( ) ( ),PN t D D t        

1 * 1 * 1 * 1 *
1 1 1 6 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )P P

i i iM t t D D D D D D t          
 

, 

положительные числа * * *
1 2 6, ,...,    определены рекуррентным образом 

*
1 1  , * 11 12

2
21 22

1

2


  
  

  
, 

*
* 13 2 23
3

33

1

2




   
    

, 

*
4 1  , * 4544

5
54 55

1

2


 
  

  
, 

*
* 46 5 45
6

66

1

2




   
    

, 

величина ii ( )ij  – наибольший (наименьший) корень характеристического уравнения 

 det 0ii nD E   (соответственно, det 0ij nD E    )  (  , 1,...,6i j , j i ). 

 

7. Явный вид КПО 
Перейдём к центральной части статьи – построению явного вида КПО (коалиционного Паре-

то-оптимального решения) игры Г , формализованного определением 2.1: при выполнении огра-

ничения (16) для игры dГ , справедливы равенства 
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1 1 2 1
1 1

2 1 2 2
2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

( , , , ) ( , , ),

( , , , ) ( , , ),

К К

К К

P P
К К К К

U

P P
К К К К

U

U U t y U t y

U U t y U t y





  


 



A

A

 

что, в свою очередь, будет следовать из 

              

1 2 1 2 1 2
1 1

1 2 1 2 1 2
2 2

* * *
1 1 0 0 2 2 0 0 3 3 0 0

3
*

0 0

1

* * *
4 4 0 0 5 5 0 0 6 6 0 0

*
0 0

max ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( , , ),

max ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

( , , )

К К

К К

P P P
К К К К К К

U

P
j j

j

P P P
К К К К К К

U

P
m m

m

U U t y U U t y U U t y

U t y

U U t y U U t y U U t y

U t y

  



  











   
 



   
 





A

A

6

4

,
















       

(29)

(30)

 

при  0 0( , ) 0, nt y    , где постоянные    

 *
1 1   * 11 12

2
21 22

1

2


  
  

  
  * *

3 13 2 23
33

1

2
    




               *
4 1  , * 4544

5
54 55

1

2


 
  

  
,  * *

6 46 5 45
66

1

2
    


,  

0ii   – наибольший корень  ( ) det 0ii nD E     , 0ij   – наименьший корень уравне-

ния ( ) det 0ij ij nD E        (  , 1,...,6i j , j i ), 0ij  ; ситуация 

PU   1 * 1 *
1 6 1 6( ,..., ) ( )) ( ) ,..., ( )) ( )P P P PU U D t y D t y        . Итак, покажем, что найденная в 

предыдущем разделе настоящей статьи ситуация PU A  как раз и представляет собой объеди-

нение 
1 2

( , )P P P
К КU U U , где  1 1 2 3, ,P P P P

КU U U U  и  2 4 5 6, ,P P P P
КU U U U , которые найдены в (17)–

(19). Однако именно доказательство справедливости (29) и является содержанием статьи [5] для 

игры dГ , где «заморожены» стратегии  2 24 5 6, ,P P P P
К КU U U U A (см. утверждение 3.1 из [5] при 

*
1 1  , *

2  , *
3  ); более того, эти самые   11 2 3, ,P P P P

КU U U U  как раз и реализуют 

11

max
P

КК
U A

 в 

(29), что, в свою очередь, и по свойству 1.1 влечёт их максимальность по Парето в трехкритери-

альной задаче  1 21 2 3 0 0 1 2 3 0 0
1,2,3

, ( ) , , ( , , , , , )P
К i К

i
y u u u y t y U U U U t y


    A . Отсюда, как след-

ствие, явный вид  1

1 * 1 * 1 *
1 2 3 1 2 3( , , ) ( )) ( ) , ( )) ( ) , ( )) ( )P P P P P P P

КU U U U D t y D t y D t y             и 

соответствующие выигрыши в такой ситуации 
1 1

P
К КU A . Аналогично установим справедли-

вость  2

1 * 1 * 1 *
4 5 6 4 5 6( , , ) ( )) ( ) , ( )) ( ) , ( )) ( )P P P P P P P

КU U U U D t y D t y D t y             и явный вид 

выигрышей в ситуации  2 4 5 6, ,P P P P
КU U U U . Итак, приходим к справедливости следующего ут-

верждения. 

Теорема 7.1.  Пусть для коалиционной дифференциальной игры с нетрансферабельными вы-

игрышами  

      
1 21 2 0 0 1,2

1,2
1,2,3 , 4,5,6 , , ,{ ( , , , )} ,

l ld y К К К К l
l

Г К К U U t x 


    A  

выполнены ограничения 

0,iiD   0ijD  , 0iC  , ( , 1,...,6i j  ; i j ); 11 22 12 21    , 44 55 45 54    . 
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Тогда коалиционно Парето-оптимальное решение игры dГ  образует четвёрка 

 1 2 1 1 2 2 1 2

3 3
2 0 0 1 0 0, ; ( , , , ), ( , , , )P P P P P P

К К К К К К К КU U U U t x U U t x    A A , 

где  1 11 2 3, ,P P P P
К КU U U U A ,  2 24 5 6, ,P P P P

К КU U U U A , *( ) ( )P P
i iU D t y   ( 1,...,6)i   сим-

метричные постоянные n n -матрицы, 
* * * * * * * * * * * * *

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i iD D D D D D D                   ( 1,...,6)i  , 

*
1 1   * 11 12

2
21 22

1

2


  
  

  
  * *

3 13 2 23
33

1

2
    




*
4 1  , * 4544

5
54 55

1

2


 
  

  
,  * *

6 46 5 45
66

1

2
    


, 

непрерывная симметричная n n -матрица 
1

6
1 * 1 *

1

( ) ( ) ( ) ,P
i

it

t C D d



  



 



   
    

   
  

   1 1 1 2 1 2 1 2 1 20 0 0 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0, ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )P P P P P P P P P
К К К К К К К К К Кt y U U t x U U t x U U t x U U t x  , 

   2 2 1 2 1 2 1 2 1 20 0 0 0 4 0 0 5 0 0 6 0 0, ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )P P P P P P P P P
К К К К К К К К К Кt y U U t x U U t x U U t x U U t x  , 

 1 0 1 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0( ) , ( ) , ( )P
К y t y y t y y t y      , 

 2 0 4 0 0 0 5 0 0 0 6 0 0( ) , ( ) , ( )P
К y t y y t y y t y      , 

6
* *

1

( ) i i

i

C C 


 , 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P
i i i

t

t Y t C Y t M d Y t



    
          
  

 , 

( )Y t  – фундаментальная матрица решений системы ( )y N t y , ( ) nY E  , 

6
1 *

1

( ) ( ) ( )P
i

i

N t D t



   , 
6

1 * 1 *

1

( ) ( ) ( ) ( )P
i j ij j

j

M t t D D D  



 
   

  
 , 

где 0ii   – наибольший корень  ( ) det 0ii nD E     , 0ij   – наименьший корень урав-

нения ( ) det 0ij ij nD E        (  , 1,...,6i j , j i ). 

При этом обе коалиции внутренне и внешне устойчивы. 

Доказательство. В [5] установлено, что согласно 11 0D   в игре dГ  не существует равнове-

сия по Нэшу, но по утверждению 5.1 из [5] может существовать угроза на внутреннюю устойчи-

вость коалиции 1К  (т. е. 1
T

nU e y   и * const 0    такие, что при *    ( ne  –  n-вектор с 

единичными компонентами) будет 
21 1 2 3 0 0 1 0 0( , , , , , ) ( , , )T P P P P

КU U U U t y U t y ). 

В ответ на такую угрозу и согласно 12 0D   у игрока 2 из коалиции 1К  (по утверждению 5.4 

из [5]) существует 1 0   и такое, что при 1    будет для 2
C

nU e y  

21 1 2 3 0 0 1 0 0( , , , , , ) ( , , )T C P P P
КU U U U t y U t y , 

аналогично, согласно 22 0D     число 2 0  , для которого при 2    будет 

2 1 2
1 1

2 1 2 3 0 0 0 0( , , , , , ) max ( , , , )
К К

T C P P P
К К К

U
U U U U t y U U t y




A
. 
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Но тогда для стратегии 2
CU  при  1 2max ,    два последних строгих неравенства «объединя-

ются» в контругрозу на внутреннюю устойчивость коалиции 1К  со стороны игрока 1. 

Таким образом, устанавливается внутренняя устойчивость 1К  и аналогичными рассужде-

ниями внутренняя устойчивость 2К . 

 

Заключение 

Итак, при выполнении ограничений (16) в игре Г  существует КПО решение (его явный вид 

можно найти в теореме 7.1). В конце статьи хотелось бы упомянуть о возможности предложен-

ным здесь приёмом решать вопросы об устойчивости более сложных коалиционных структур. 
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Absract. By the end of the last century there were four areas in the mathematical theory of position-

al differential games: non-coalitional positional differential games, cooperative, hierarchical and, finally, 

the least-understood coalitional positional differential games. In their turn, coalitional games are divided 

into games with transferable payoffs (games with side payments when players can split profits in the 

course of the game) and with non-transferable payoffs (games with side payments when there are no 

such distributions for this or that reason). The coalitional games with side payments are being extensive-

ly explored at the Faculties of Applied Mathematics and Management Processes of St. Petersburg Uni-

versity and the Institute of Mathematics and Information Technologies of Petrozavodsk State University 

(by Professors L.A. Petrosyan, V.V. Mozalov, E.M. Parilina, A.N. Rettieva and their numerous stu-

dents). However, side payments are not always present even in economic cooperation; moreover, side 

payments can be legislated against. 

We believe that the research of the equilibrium of threats and counter-threats (sanctions and coun-

ter-sanctions) in non-coalitional differential games that we have carried out over the last years allows to 

also cover some aspects of non-transferable payoff coalitional games. The article considers the issues of 

namely the internal and external stability of coalitions in the class of positional differential games. The 

coefficient constraints were identified for the mathematical model of a linear-quadratic differential posi-

tional game with twin-coalitional structure for six persons where this coalitional structure is internally 

and externally stable. 

Keywords: Nash equilibrium, equilibrium of threats and counter-threats, Pareto optimality, coali-

tion. 
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ON UNIQUENESS IN THE PROBLEMS OF DETERMINING POINT 
SOURCES IN MATHEMATICAL MODELS OF HEAT AND MASS 
TRANSFER 
 

L.V. Neustroeva 
Yugra State University, Khanty-Mansiysk, Russian Federation 
E-mail: StarkovaLV@mail.ru 

 
Abstract. We consider the problem of determining point sources for mathe-

matical models of heat and mass transfer. The values of a solution (concentra-

tions) at some points lying inside the domain are taken as overdetermination con-

ditions. A second-order parabolic equation is considered, on the right side of 

which there is a linear combination of the Dirac delta functions δ(x–xi) with coef-

ficients that depend on time and characterize the intensities of sources. Several 

different problems are considered, including the problem of determining the in-

tensities of sources if their locations are given. In this case, we present the theo-

rem of uniqueness of solutions, the proof of which is based on the Phragmén–

Lindelöf theorem. Next, in the model case, we consider the problem of simultane-

ous determining the intensities of sources and their locations. The conditions on 

the number of measurements (the ovedetermination conditions) are described 

which ensure that a solution is uniquely determined. Examples are given to show 

the accuracy of the results. This problem arises when solving environmental 

problems, first of all, the problems of determining the sources of pollution in a 

water basin or atmosphere. The results are important when developing numerical 

algorithms for solving the problem. In the literature, such problems are solved 

numerically by reducing the problem to an optimal control problem and mini-

mizing the corresponding objective functional. The examples show that this 

method is not always correct since the objective functional can have a significant 

number of minima.  

Keywords: heat and mass transfer; parabolic equation; uniqueness; inverse 

problem; point source. 

 

Introduction 

Under consideration is the inverse problem of recovering the point sources in the model  

          0 0

1 1

, , ,
m n

t i i i xi
i i

u Lu N t x x f t x Lu u a x u a x u
 

          (1) 

where    , 0,x t Q T G   , G  is a domain in n  ( 2,3n  ) with boundary 2C . The unknowns 

are the functions  iN t . The equation (1) is furnished with the initial and boundary conditions  

    0 0, , 0, ,S tBu g u u x S T     (2) 

where either 
u

Bu = +σu
ν




, or Bu= u  ( ν  is the outward unit normal to Γ ), and the overdetermination 

conditions  

    , , 1,2, , .j ju y t t j s    (3) 

These problems arise in mathematical modelling of heat and mass transfer processes, diffusion, fil-

tration, and in many other fields (see [1–3]). In the theory of heat and mass transfer, the function u  is 

the concentration of a transferred substance and the right part characterizes sources (sinks) [1]. In the 

most general formulation of the problem (1)–(3), the intensities  iN t  of point sources, their locations 

ix  and the number m  are quantities to be determined. Some descriptions of models of this type can be 

found, for example, in [1]. A lot of articles are devoted to solving these inverse problems. The main re-

sults are connected with numerical methods of solving the problem and many of them are far from justi-

fied (see [4–16]). The problem is ill-posed and examples when the problem is not solvable or has many 
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solutions are easily constructed. Very often the methods rely on reducing the problem to an optimal con-

trol problem and minimization of the corresponding objective functional [2, 4, 5, 9, 16]. However, it is 

possible that the corresponding functionals can have many local minima. Some theoretical results devot-

ed to the problem (1)–(3) are available in [17–21]. The stationary case is treated in [20], where the 

Dirichlet data are complemented with the Neumann data and these data allow to solve the problem on 

recovering the number of sources, their locations, and intensities using test functions and a Prony-type 

algorithm. The model problem (1)–(3) ( nG= R ) is considered in [21], where the explicit representation 

of solutions to the direct problem (the Poisson formula) and auxiliary variational problem are employed 

to determine numerically the quantities l
i iji

N r  (here   constiN t   for all i  and | |ij i jr = x y ). The 

quantities found allow to determine the points { }ix  and intensities iN  (see Theorem 2 and the corre-

sponding algorithm in [21]). So the results of [21], for instance, say that the problem (1)–(3)  and more 

general problem of simultaneous recovering points { }ix  and intensities { }iN  in some model situations is 

uniquely solvable. In the one-dimensional case uniqueness theorem for solutions to the problem (1)–(3) 

with 1, 1n m   is stated in [17]. Similar results are presented also in [22]. 

In this article the main attention is paid to uniqueness questions of solutions to the problem in some 

model cases and the general case as well. Examples showing the accuracy of the results obtained are 

displayed. The constructions can be used when developing numerical algorithms. The results are based 

on asymptotic representations of the Green functions of the corresponding elliptic problems (see [23]). 

 

Preliminaries 

First, we describe our conditions on the data and some corollaries of the results in [23]. Let G  be a 

domain in n . The symbols   pL G  and  s
pW G  (1 p  ) stand for the Lebesgue and Sobolev 

spaces [24]. We also use the spaces   kC G  of k  times differentiable functions (see the definitions in 

[24]). If Γ,S  are some sets then the symbol  ρ Γ,S  stands for the distance between these sets. The 

symbol  D L  stands for the domain of an operator L . Denote by  0rB x  the ball of radius r  centered 

at 0x . Let  1 2,a a a  for 2n   and  1 2 3, ,a a a a  for 3n  . The brackets  ,   denote the inner prod-

uct in nR . Let  

 
1

0 0 0

0

1
( ( ( )),( )) .

2
x a x x x x x d       

The coefficients in (1) are assumed to be real-valued and  

       2 1
01, , , , , , ,ia W G i n a L G C            (4) 

Consider the problem  

  0 0

1

, ,
n

n
i xi

i

u a u a u u x x x G 


         (5) 

 0.Bu

  (6) 

For the reader’s convenience, here we present some results the article [23] (see Theorem 3.5, 3.9, 

3.11, 3.12). We consider compact K G , containing 0x , with properties: if Bu u  and G  is a domain 

with compact boundary then the convex hull of K  is contained in G ; if G  is a domain with compact 

boundary and Bu u  then 
   0

0,x
K B x


  ; if nG=  or nG=  , then K  is an arbitrary compact. 

Theorem 1. [23]. Assume that the conditions (4) hold, K  is a compact with the above properties, 

and if nG=  , then, in case Bu u , 0   (i.e., xn
Bu = u  ) and 0ia   for 1,2, ,i n  . Then there 

exists 1 0   such that for all 1   a solution  nu x   2,3n   to the problem (5), (6) in every domain 

{ :0 | |, 1,2, , }iy K y x i m       admits the representation  
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     0| | 1
2 | |1/ 4

0

1
(1 ( ))

2 2 | |

x x x
u x e O

x x

 


 

 
 


; (7) 

     0| | 1
3 | |

0

1
(1 ( ))

4 | |

x x x
u x e O

x x

 



 
 


. (8) 

Next theorem deals with solvability of the direct problem (1), (2). Let  

        1
0 2 0, ,0 .u x W G u x g x if Bu u


    (9) 

We also suppose that  

          3/ 4,3/ 2 1/ 4,1/ 2
0 2 2 2, , , , .f L Q g x t W S if Bu u g x t W S if Bu u      (10) 

Consider auxiliary problems  

    0 0 0, , , ,t S tu Lu f t x Bu g u u x     (11) 

     0

1

, 0, 0.
m

t i i S t

i

w Lw N t x x Bw w 



      (12) 

Let  1
,p BW G  be a space of functions  1

pu W G  satisfying the homogeneous Dirichlet condition 

whenever Bu= u  and    1 1
,p B pW G W G  if Bu u . Denote by  1

,p BW G  the dual space to  1
,q BW G  

(the duality is defined by the inner product in  2L G , see [25]). 

The following theorem follows from [26], theorem 2 and [27], theorem 8.2. 

Theorem 2. Let T <  and let   1, / 1p n n  . Assume that the conditions (9), (10) hold, 

 ia L G   0,1, ,i n  , and  2 0,iN L T   1,2, ,i m  . Then there exists a unique solution to the 

problem (1), (2) such that 0u= w +w , where  1,2
0 2w W Q  is a solution to the problem (11), w  is a 

solution to the problem (12),   1
2 ,0, ; p Bw L W G  ,   1

2 ,0, ;t p Bw L W G   and  1,2
2w W Q  with 

 { , :| | }iQ x t Q x x i m        for all 0  .  

 

Main results 

Here we present our uniqueness theorem for solutions to the problem (1)–(3). We introduce the 

functions  

 
1

0

1
( ( ( )),( )) .

2
j j j jx a y x y x y d        

Let min , 1,2, ,j i ijr j s    , where | |ij i jr = x y . Let 0A  be the matrix with entries 
( )ixj

jia = e


 

if | |i j jx y δ   and 0jia   otherwise. We assume, that:  

 0det 0A   (13) 

Condition (4) is rewritten as follows: the coefficients of L  are real-valued and  

        2 1
01, , , , , , .i j ja W G i n a L G j s C             (14) 

Firstly, we justify uniqueness in the inverse problem (1)–(3) of recovering a solutions u  and inten-

sities iN   1, ,i m  . Points { }ix  and their number are assumed to be known. 

Theorem 3.  Assume that T < , m= s , and the conditions (13), (14) hold. Then a solution ( , )u N  

to the problem (1)–(3) such that u  belongs to the class described in Theorem 2 and  2 0,iN L T  is 

unique.  

Proof.  It suffices to demonstrate that a solution to the problem (1)–(3) with homogeneous data is 

zero. In this case the auxiliary function 0 0w  . Let a function u  such that  1,2
2u W Q  for any 0  , 

  1
2 ,0, ; p Bu L T W G ,   1

2 ,0, ;t p Bu L T W G  be a solution to the problem  
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    
1

,
m

t i i

i

u Lu N t x x


    (15) 

 00, 0,S tBu u    (16) 

  , 0, 1,2, , .ju y t j s    (17) 

We integrate the equation (15) with respect to t  and make the change of variables  
0

t
w u d   . 

This function is a solution to the problem  

          1
2

1 0

, 0, , 0 0,

tm

t i i i i i

i

w Lw s t x x s N d W T s  


        (18) 

 00, 0,S tBw w    (19) 

  , 0, 1,2, , .jw y t j s    (20) 

Put λtw= e v , where λ . This function satisfies the equation  

    
m

λt
t i i

i=1

v + Lv+ λv= ‍s t e δ x x .   (21) 

Let  jv x,λ  be a solution to the problem  

  * * * * *, 0,j j j jL v v x y B v 


     (22) 

where *L  – formally adjoint operator to operator L , B v= v , if Bu= u  and   * v
B v= + σ+ a,ν v

ν




 

otherwise. The problem (22) is the adjoint problem to the problem  

  , 0.jLv v x y Bv 


     (23) 

Multiplying the equation (21) by jv , integrating the result over Q , and using (20), we obtain the equali-

ties  

             * * *

1 0

, , , , , .

Tm
t

j j i j i

iG

v T x v T x v T x v T x dx s t e dtv x



    (24) 

The equality (24) can be rewritten as  

  A λ S = F,  (25) 

where the vectors S , F  have the coordinates  
0

T
t

i iS s t e dt   and     *4 , , j
i j jF v T x v x e


  

for 3n   and     1/ 4 *2 2 , , , j
i j jF v T x v T x e


   for 2n  . Transform the representation  

    * * 1, , , ( ( , ),( ) ( ))T
j j jf v T x v T x e w T x L x y         

1 1(( ) ( , ), ( )) ( ) ( , )
i

λT T
i x y

e L w T x x y e L w T x     


    , 

Note that the last expression makes sense and these formal transformations are justified. Indicate that 

  1
2 ,, 0, ;t p Bw w L T W G . In particular, we infer     10, ; pw C T W G  after a possible change on a set 

of zero measure. By embedding theorems,     0, ; qw C T L G  с  3 / 3q p p   for 2,3n  . In this 

case the expression 1 2( ) ( , ) ( )qL w T x W G    is well-defined if the parameter λ  is sufficiently large, 

say 0 0    for some 0 . However,    2
qW G C G  when 2,3n   and 3/ 2q  . Thus, we can con-

sider the value 1( ) ( , )
jx y

L w T x 


 . There is the estimate  
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 2
1 1 1

0 1 ( )( )
| ( ) ( , ) | || ( ) ( , ) || || ( ) ( , ) || || ( , ) ||

qq
j L GC G W G

L w T y L w T x c L w T x c w T x          ,   (26) 

where the constants do not depend on the parameter 0   and we use resolvent estimates for the ellip-

tic operators (see. [27, Ch.2]). As a consequence, we obtain the estimate  

 2 0| | ,T j
jF c e e

       

where is the constant 2c  does not depend on   and 0   when 3n   and 1/ 4   when 2n  . Fix an 

arbitrary  0,T  . The above estimate implies that there exists a constant  0 0C    such that  

 
   

0
0| | .

| |

T

j

C e
F

 


 


 

    (27) 

By Theorem 1, the entries  ijb λ  of  A λ  are representable as  

    * 1
4 1j

ji j j i jib v x e a O


 


  
    

  
 

for 3n   and  

    * 1/ 4 1
2 2 1j

ji j j i jib v x e a O


   


  
    

  
 

for 2n  . Under the condition (13), we can assume that the matrix  A λ  is invertible for 0   and 

the elements of the inverse matrix 1 { }ijA s   are bounded by a constant independent of λ ; otherwise, 

we increase the parameter 0 . Therefore, we have  

      
1

m

i ij j

j

S s F  


  

and estimate (27) ensures that  

  
    

1
0| | .

| |

T

i

C e
S

 
 

  


 

    (28) 

Consider the functions  0iS z  , where z  is a complex parameter, Re 0z  . The function 

    0
0 0

T zt
i i

t
S z s t e e dt




     is the Laplace transform of the function     0
i i

t
s t s t e


  for t T  

and   0is t   for t >T . Introduce an additional function      0
z T

iW z ze S z





  . It is analytic in the 

right half-plane and is bounded by a constant 1C  on the real semi-axis + . Estimate this function on 

the on the imaginary axis. Integrating by parts, we have  

     0 0
0 '

0 0

1
.

T
zT zt

i i i

T t
S z s T e e s t e e dt

z

 




  
 

    
   

  

For z = iy  we have the estimate  

       3
1

| | | | || ' || , .
0,i i L

W z s T s C z iy y R
T

 
      
 

 (29) 

In each of the sectors 0 arg / 2z   , / 2 arg 0z    the function  W z  admits the estimate  

        
| |

1

| | | | || || Re 0.
0,

z T
i i L

W z e s T s z
T

  
    

 
 (30) 

Applying the Fragment–Lindelef Theorem (see theorem 5.6.1 in [28]) we obtain that in each of the 

sectors 0 arg / 2z   , / 2 arg 0z    the function  W z  admits the estimate  

    1 3 4max , Re 0.W z C C C z     (31) 

Therefore,  
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          Re
0 4| | | | / | | Re 0.

T z
i iS z L s t z C e z z


 

 
      (32) 

We have equality ( 0 , p i      )  

        
1 1

.
2 2

i
pt t i t

i i i

i

s t e L s p dp e e L s i d
i


 



  
 

  

  

     

and, thereby,  

         
1

.
2

t T Ti t
i is t e e e L s i d

      



   



   

The Parseval identity yields  

         
   2 5 52

( , ) 2 22

1 12|| || | | .
2 2 2

t T T
i L i

C C
s t e e L s i d d

     
   

   

 
   

 

 

   


   

Since this inequality is true for all 0  ,   0is t   for t T   . Since the parameter ε  is arbi-

trary,  is t =0  for t T . We infer   0iN t   for t T  and every i  and, therefore, the right-hand side 

of (15) vanishes which implies that 0u  .  

We note that the following condition is actually a necessary condition for the uniqueness of solu-

tions to the problem (1)–(3). If it fails then any number of the points { }iy  does not ensure uniqueness of 

solutions (see examples below). 

Condition (A). For 2n  , any three points { }iy  do not lie on the same straight line and, for 3n   

any four points { }iy  do not lie on the same plane. 

Next, we describe some model situation in which 0Lu u u   , 0 0  , nG=  and functions 

iN  on the right-hand side of (1) are real constants. 

Theorem 4.  Let 1 2u ,u  be two solutions to the problem (1)–(3) from class described in the theorem  

1 with the right-hand sides in (1) of the form  
1

rj
j

i i

i

N x x


   const, 1,2jN j  , the condition  (A) 

holds, and 2 1s r   in the case 2n   and 3 1s r   in the case 3n  , where  1 2max ,r r r  (i. e., 

there is the upper bound for the number  1 2max ,r r ). Then 1 2u u , 1 2r r , and 1 2
i iN N  for all i , 

i. e., a solution to the problem of recovering the number m , points ix , and constants iN  is unique.  

Proof.  Let the functions 1 2u ,u  do not coincide and let 1 2w= u u . The function w  satisfies the 

homogeneous initial data and over determination conditions (3) and we have (after renumbering the con-

stants j
iN  and points ix )  

    
3 4

*
3 4

1 1

, 2 , , const,

r r

t i i i i i i

i i

w Lw N x x C x x r r r N C 
 

          (33) 

 where , 0i jN C   for all i, j . Without loss of generality, we can assume that all the numbers i iN ,C  are 

not equal to zero and all points i ix ,x  are distinct. Let, for example, 3n  . For simplicity, take 0 0  . 

The proof is the same for other values of this parameter. Applying the Laplace transform, we infer  

  
4 *3

| | | |

*
1 1

ˆ .
4 | | 4 | |

i

r r
x x x xi ii

ii i i

N C
w x e e

x x x x

 

   

   

 

 
 

   (34) 

Using (3), we obtain  

 
4 *3 | | | |

*
1 1

, 1,2, , .
4 | | 4 | |

i j i

r r
y x y xji i

j ii i j i

N C
e e j s

y x y x

 

   

   

 

  
 

   (35) 
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For definiteness, we assume that 3 4r r . Let us show that the sets of numbers 

3{ | |: 1,2 , }ij i jr x y i r    , *
4{ | |, 1,2 , }ij i jr x y i r     coincide for all j . Fix the parameter j . Let 

1 minj i ijr  , 1 minj i ijr  . Demonstrate that 1 1j j  . Assume the contrary. Let, for example, 

1 1j j  . Multiply the system (35) by 1
14 j

j e


   and passing to the limit as λ +   we obtain the 

equality  

 

1:| |

0.

j j

i

i x yi

N
 

  (36) 

It is a contradiction, since 0iN  . So, 1 1j j   and multiplying the system (35) by 1
14 j

j e


   and 

passing to the limit as λ +   we also derive that  

 

1 1 1
*:| | :| |

.

j j j

i i

i x y i x yi i

N C
    

   

So, we can reduce the following sums on the left and on the right in the equalities (35): 

 
*

1 1 1

| | | |

*
*:| | :| |

, .
4 | | 4 | |

j i j i

j j j

y x y xi i

j ii x y j ii x yi i

N C
e e

y x y x

 

 
   

   

   
 

   

Denote 2 : 1
minj iji rij j

r    and 2 : 1
minj iji rij j

r   . Repeating the arguments, we obtain that 

2 2j j   and, thereby,  

 
*

2 2
:| | :| |

.

j j i j j

i i

i x y i x yi

N C
    

   

Again, abbreviated equal summands (35), we arrive at the system (35), where the sums on the left and 

on the right are taken over 2: ij ji r   и 2: ij ji r  , respectively. It is now obvious by induction that 

there are pairs of equal numbers ,kj kj    0 3 41,2, , min ,jk r r r    and  

 0
*:| | :| |

, 1,2, , ,

j kj j kj

i i j

i x y i x yi i

N C k r
    

     (37) 

moreover, the left-hand and right-hand sides of these equalities are positive. So, the sets of numbers 

3{ | |: 1,2 , }ij i jr x y i r    , *
4{ | |, 1,2 , }ij i jr x y i r     coincide for all j . In particular, it follows that 

for any point, for example, 1x  and any j , there exists a point i j
x  such that  

 *
1| | | |, 1,2, , .j i jj

x y x y j s      

But we have 3 1s r   and 4r r  is the number of points *{ }ix . Hence, among the points *
1{ }s

i jj
x   there 

are four coinciding points. After renumbering if necessary we can assume that these points are 
* * * *

1 2 3 4
, , ,i i i ix x x x . Then the equalities  

 *
1| | | |, 1,2, , .j i jj

x y x y j s      

imply that the points jy  with 1,2,3,4j   lie in the same plane which is perpendicular to the segment 

1 1
, ix x 

 
, but this fact contradicts to the conditions (A). So, 0w  . 

The proof in the case of 2n   is almost the same but we use an asymptotic representation for a 

fundamental solution 
 1

00 ( | |)
4

i
H i x x   defined by the equality (7), where 0  . As in the case of 

3n  , we arrive at contradiction with the condition (A).    

We display the corresponding examples showing the accuracy the results obtained. The following 

example shows that if the condition (A) fails then the problem of recovering the intensities of sources 
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(sinks) located at 1 2,x x  has a nonunique solution. At the same time, it is an example of the 

nonuniqueness in the problem of recovering the intensity of one source and its location. Note that the 

problem of determining the location of one source 0x  and its intensity  N t  is simple enough and to 

uniquely recover these parameters we need two measurements in the case of 1n   [22], three measure-

ments in the case of 2n   [28] and four measurements (that is 4s   in (3)) in the case of 4n   [25]. 

The smaller number of points does not allow to define the parameters   0,N t x  uniquely. We should 

also require that the point 0x  lie between two measurement points in the case of 1n   and the condition 

(A) holds in the case of 2,3n  . The numerical solution of the problem of recovering one source is 

treated in the articles [6, 9–15, 19, 28]. 

Example 1. First we take 3n  , nG  , Lu u  . Let u  be a solution to the equation (1) satis-

fying the homogeneous initial conditions with the right-hand side in (1) of the form  

       1 2 .N t x x x x     

The Laplace transform of this solution to the problem (1)–(2) is written as  

   1 2| | | |

1 2

1 1ˆˆ ( ).
4 | | 4 | |

x x x x
u = N λ e e

x x x x

 

 

   


 
 

Let P  be the plane perpendicular to the segment  1 2,x x  and passing through its center. We have  

  ˆ , 0 .u y y P     

So,  , 0u y t   for all y P . Precisely the same example can be constructed in the case 2n  . We take 

the perpendicular to the segment  1 2,x x  passing through its center rather than the plane P . Thus, if 

condition (A) fails then any number of measurement points does not allow to determine the intensity and 

the location of the sources.  

Example 2. Consider the case of nG= , Lu u  . Let us show that the conditions (3) with 

4s   in the case of 2n   and 6s   in the case of 3n   does not allow to determine location of two 

sources and their intensities even if the condition (A) holds. Let 1u , 2u  be solutions to the equation (10) 

satisfying the homogeneous initial conditions in which the right-hand sides are of the form  

                * *
1 2 1 2, .N t x x N t x x N t x x N t x x          

Let, for example, 3n  . Then the Laplace transforms of 1 2,u u  are as follows:  

    
*

2 2
| | | |.

1 2 *
1 1

ˆ ˆ
ˆ ˆ, , ,

4 | | 4 | |

i
x x x xi

ii i i

N N
u x e u x e

x x x x

  
 

   

 

 
 

   (38) 

Here we use explicit representations of the fundamental solution for the Helmgoltz equation (see, for 

example, in [30, §3.1] or [31, ch. 4, 8]). We take    *
1 1, ,0 , , ,0 ,x a a x a a     

   *
2 2, ,0 , , ,0x a a x a a      ( 0a  ). As is easily seen, the functions 1 2ˆ ˆ,u u  coincide at the points 

           1 2 3 4 5 6,0,0 , ,0,0 , 0, ,0 , 0, ,0 , 0,0, , 0,0, ,y M y M y M y M y M y M          where 

0M   and, thus, the problem of recovering the locations of 2 sources and their intensities admits sever-

al solutions in the case of 6s  . It follows from the theorem 2 that in the case of 7s   points 1 2,x x  and 

the intensities are determined uniquely (if the condition (A) holds and the intensities are constants). 

Consider the case of 2n  . As before, we construct functions 1 2,u u  whose Laplace transform is of 

the form  

   
2 2

1 1 *
1 20 0

1 1

ˆ
ˆ ˆ( | |), ( | |),

4 4
j j

j j

iN iN
u H i x x u H i x x 

  

      

where 1
0H  is the Hankel functions [32]. Let us take        * *

1 1 2 2, , , , , , ,x a a x a a x a a x a a         

( 0a  ). It is easy to check that  
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     .
1 2ˆ ˆ, , 1, ,4,j ju y u y j         (39) 

 where        1 2 3 4,0 , ,0 , 0, , 0,y M y M y M y M      . It follows from the theorem 2 that the 

points 1 2,x x  and intensities are determined uniquely in case 5s   (if condition (A) holds and the inten-

sities are constants). 

Remark 1. The examples show that the number of minima of the corresponding objective 

functionals introduced if we solve the problem (1)–(3) numerically reducing the problem to an optimal 

control problem can be large and even can be a manifold.  

Remark 2. Relying on asymptotic representations and Theorem 1 in the case of constant values 

iN , we can construct a numerical algorithm for finding sources { }ix  employing the ideas from the arti-

cle [19]. Some review of the results connected with numerical determining point sources can be found in 

the article [33] and some results in [34–37]. 
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О ЕДИНСТВЕННОСТИ В ЗАДАЧАХ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТОЧЕЧНЫХ 
ИСТОЧНИКОВ В МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 
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Аннотация. В работе рассмотрены задачи об определении точечных источников для матема-

тических моделей тепломассопереноса. В качестве условий переопределения берутся значения 

решения (концентраций) в некоторых точках лежащих внутри области. Рассматривается парабо-

лическое уравнение второго порядка, в правой части которого присутствует линейная комбина-

ция дельта-функций Дирака δ(x–xi) с коэффициентами, зависящими от времени и характеризую-

щими мощность источников. Рассматриваются несколько различных задач, в том числе задача 

определения интенсивностей источников в случае, если их местоположение задано. 

В этом случае мы приводим теорему единственности решений, доказательство которой осно-

вано на теореме Фрагмена–Линделефа. Далее в модельном случае мы рассматриваем задачу об 

одновременном определении мощностей источников и их местоположения. Описаны условия на 

числе замеров (условий переопределения), когда решение определяется единственным образом. 

Приведены примеры, показывающие точность полученных результатов. Проблема возникает при 

решении экологических задач, прежде всего задач определения источников загрязнения в водо-

еме или атмосфере. Результаты важны при построении численных алгоритмов решения задачи. В 

литературе такие задачи решаются численно с помощью сведения задачи к задаче оптимального 

управления и минимизации соответствующего целевого функционала. Примеры показывают, что 

такой способ решения не всегда корректен, поскольку целевой функционал может иметь значи-

тельное количество минимумов. 

Ключевые слова: тепломассоперенос; параболическое уравнение; единственность; обратная 

задача; точечный источник. 
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ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ В ОДНОРОДНОЙ ПОЛОСЕ С ЛИНЕЙНЫМ  
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Аннотация. Получено точное аналитическое решение в квадратурах 

начально-краевой задачи для нестационарного одномерного уравнения те-

плопроводности с граничными условиями первого рода для бесконечной 

полосы, причем одна из ее границ движется с постоянной заданной скоро-

стью, уменьшая толщину полосы. Предварительно исходная система урав-

нений путем использования автомодельной замены пространственной пе-

ременной сведена к системе с неподвижной границей, к который применен 

метод разделения зависимых переменных. Требование равенства нулю ко-

эффициентов перед производной первого порядка по автомодельной произ-

водной  и отдельно входящей функцией в модифицированном уравнении в 

частных производных параболического типа позволило определить общую 

структуру решения, содержащего неизвестную функцию. Эта функция 

представлена суперпозицией двух потенциалов, которые связаны пропор-

ционально с помощью автомодельной переменной, что дало возможность 

упростить модифицированное  уравнение и применить для его решения 

классическое интегральное синус-преобразование Фурье. Результаты рас-

четов продемонстрировали динамику локального профиля температуры по 

изменяющейся толщине полосы с постоянной скоростью, причем кинетика 

среднеинтегральной температуры показывает, в отличие от случая отсут-

ствия движения границы, наличие максимума, смещающегося с ростом от-

ношения скорости перемещения границы к скорости переноса теплоты те-

плопроводностью к неподвижной границе. В предположении, что толщина 

полосы является параметром, задача в исходной формулировке решена ме-

тодом одностороннего интегрального преобразования Лапласа по времени.  

Ключевые слова: аналитическое решение; полоса; параболическое уравне-

ние; подвижная граница; граничные условия первого рода. 
 

Введение. Процессы в геометрических областях с изменяющимися во времени границами 

реализуются в различных приложениях. В ракетно-космической и авиационной технике – это 

управление фронтом горения в твердотопливных двигателях и повышение эффективности абля-

ционной защиты обтекателей летательных аппаратов в плотных слоях атмосферы [1]. В [2] отме-

чается необходимость учета теплопереноса при росте кристаллов в формовке заготовок их жид-

кого металла. В химической и пищевой промышленности с помощью таких задач оценивается 

усушка материалов [3]. Современное применение подобных постановок отмечается в криомеди-

цине [4]. Кроме того, учитывая математическую аналогию между законами Фурье и Фика, боль-

шой массив задач с подвижными границами встречается при переносе массы диффузией [5]. 

Систематизация и формализация математических задач с движущимися границами для раз-

личных типов уравнений математической физики были выполнены в [6], где одновременно были 

обозначены основные подходы к решению таких задач. В [7] были представлены оригинальные 

методы аналитического решения широкого класса параболических уравнений с различными на-

чальными и граничными условиями с движущимися границами. Дальнейшее развитие такого 

подхода представлено в [8, 9] в контексте полуограниченных областей. 

В данной работе, используя идею перехода к новым координа-

там с Якобианом отличным от нуля, в которых исходная задача 

формулируется в области с фиксированными границами, рассмот-

рено решение нестационарного уравнения теплопроводности с 

граничными условиями первого рода на неподвижной и движу-

щейся к ней по нормали границе бесконечной полосы. 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
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Постановка задачи. Рассматривается бесконечная горизонтальная полоса высотой 0h  из 

однородного материала с изотропной температуропроводностью a. Начало координат располо-

жено на нижней покоящейся границе (рис. 1), поддерживаемой при температуре 0t . В начальный 

момент времени (температура по высоте полосы постоянна и также равна 0t ) начинает двигаться 

верхняя граница, имеющая постоянную температуру 1t , по нормали в направлении неподвижной 

границы со скоростью const  . В выбранной системе координат математическая формулировка 

задачи такова: 

   2

2

, ,t x τ t x τ
a

τ x

 


 
;                     (1) 

  0,t x 0 t ;                          (2) 

  00,t t  ;                          (3) 

  1,t h t     ;                             (4) 

(для определенности пусть 1 0t t ) 

           0h h   ,             (5) 

где   – время; x – координата;  ,t x τ  – локальная температура в полосе. После введения безраз-

мерных зависимых  и независимых переменных  
2
0a h  , 0X x h ,      0 1 0, ,T X t x τ t t t       ,     0 1H h h a     , 0A h a  

система (1)–(5) примет вид 

   
   2

2

, ,T X T X

X

 



 


 
;            (6) 

 , 0T X   ;                (7) 

 0, 0T   ;               (8) 

 , 1T H      ;                  (9) 

  1H A   .               (10) 

Решение. Сделан переход от системы координат  ,X   к новой автомодельной системе ко-

ординат  ,   по правилу  

1 A   ,   .            (11) 

Этот переход взаимооднозначен ввиду неравенства нулю Якобиана, причем зависимая искомая 

функция будет 

     , , , ,T X           ,          (12) 

относительно которой система (6)–(10) запишется следующим образом: 

 
 

 
   2

2

2

, , ,
1 1A A A

     
  

  

   
    

  
;        (13) 

 ,0 0  ;             (14) 

 0, 0  ;             (15) 

 1, 1  .           (16) 

Представим функцию в виде произведения двух функций  

     , , ,q W       .          (17) 

После подстановки (17) в (13) имеем 

   
   

 
 

   
2

2

2

, , ,
1 , , ,

W W W
A M N W

     
      

 

  
   

 
,       (18) 

где 
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   
 

 ,2
, 1

,

q
M A A

q

 
   

  


   


,         (19) 

 
 

 
   

 
 2

2

2

, , ,1
, 1 1

,

q q q
N A A A

q

     
    

   

   
      

   

.        (20) 

Выберем  ,q    так, чтобы  , 0M    . Этому условию удовлетворяет функция 

     21
, exp 1

4
q С A A    

 
  

 
,           (21) 

где  С   – неизвестная функция, которая определена из (20) таким образом, чтобы  , 0N    , 

тогда 

  1 1С A   .           (22) 

Таким образом, из (17) и (21), (22) следует  

 
 

 2, 1
, exp 1

41

W
A A

A

 
   



 
   

  
, 

откуда после подстановки  ,   в (13)–(16) она трансформируется в систему для  ,W   : 

 
   2

2

2

, ,
1

W W
A

   


 

 
 

 
;          (23) 

 ,0 0W   ;                    (24) 

 0, 0W   ;                    (25) 

   
1

1, 1 exp 1
4

W A A A  
 

    
 

.                    (26) 

Далее введем вспомогательную функцию 

     , , ,V W U       ,       (27) 

что позволяет представить (23) как 

 
       2 2

2

2 2

, , , ,
1

V U V U
A

       


   

    
    

    
,          (28) 

а структура условий (24)–(26) определяет связь  

   , 1,U W    ,           (29) 

поэтому из (24)–(26) и (28), (29) следует система для определения  ,V    

 
   2

2

2

, ,
1

V V
A

   


 

 
  

 
 

   
21 1

1 1 exp 1
2 2 41

A A
A A A A

A
   



   
             

;           (30) 

 ,0 exp
4

A
V  

 
   

 
;           (31) 

 0, 0V   ;                (32) 

 1, 0V   .               (33) 

К системе (30)–(33) применено интегральное синус-Фурье преобразование [10] по перемен-

ной   

     
1

0

, , sinn nV d         , 
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где n n  , 1,n   , которое систему (30)–(33) переводит в задачу Коши: 

 

 
   

2

2

,
,

1

n n
n

d
F

d A

  
  

 


  


;          (34) 

 
cos

,0 exp
4

n
n

n

A




 
   

 
,          (35) 

где  

   
cos 1

1 exp 1
2 2 41

n

n

A A A
F A A

A


  

 

   
            

. 

Решение (34)–(35) есть 

 
 

2

2
, exp

1

n
n

A A


 



 
    
  

 

 
 

2 2

2
0

cos
exp exp

4 2 1

n n n

n

A
F d

A A


  

 
 

    
              

 .        (36) 

Оригинал (36) 

     
1

, 2 , sinn n

n

V      




  .          (37) 

Из (12), (17), (26), (27), (37) следует окончательное решение задачи (6)–(10) 

     
1

, 1, 2 ,
1

n

n

X
T X W

A
   








    


 

21 1
sin exp

1 4 11

n X X
A

A AA



 

  
  

      
,       (38) 

которое корректно при 1 A  . 

Анализ. Расчеты показывают, что при 0A  (граница не движется) изменение профиля тем-

пературы (рис. 2) соответствует известным результатам [11]. В случае 0A  (рис. 3) полученные 

результаты отражают физическую картину различных процессов [6], причем при изменении 

среднеинтегральной температуры в полосе наблюдается максимум, который с ростом A смещает-

ся к неподвижной границе (рис. 4). 

В предположении, что толщина полосы является параметром, решение задачи в исходной 

формулировке с помощью метода одностороннего преобразования Лапласа по  [12] представле-

на в виде: 

 
   

2
,

X
T X

H H


 
    

 

 
 2

1

sin
exp

cos

n
n

nn

X

H


 

 





 
  

 ; 

  1H A   ;  n n H   , 1,n   , 

 X H  . 

Правомерность такого приема показана в [13]. 

Заключение. Сведение задачи переноса теп-

лоты теплопроводностью в бесконечной полосе  с 

перемещением по нормали одной из границ к дру-

гой с постоянной скоростью к задаче с неподвиж-

ными границами с помощью автомодельного пре-

образования координат позволяет получить ее 

точное аналитическое решение в квадратурах.  
 

Рис. 2. Изменение локальной температуры по вы-

соте полосы при 0A   для различных  :  

1–10
–5

; 2 – 0,2; 3 – 0,4; 4 – 0,6; 5 – 0,8 



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2022, vol. 14, no. 2, pp. 44–50 

48 

  
Рис. 3. Изменение профиля температуры по высоте 

полосы при 1A   при различных  : 1 – 10
–5

; 2 – 0,2; 3 – 

0,4; 4 – 0,6; 5 – 0,8 
● – приближенное параметрическое решение 

Рис. 4. Изменение среднеинтегральной  температуры в 

полосе при различных A : 1 – 0; 2 – 0,5; 3 – 1,0; 4 – 1,5 
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THERMAL CONDUCTIVITY IN A HOMOGENEOUS STRIP WITH A LINEAR 
CHANGE IN THICKNESS UNDER BOUNDARY CONDITIONS OF THE FIRST KIND 
 
A.V. Ryazhskikh 
Voronezh State Technical University, Voronezh, Russian Federation 
E-mail: ryazhskihav@bk.ru 

 

Abstract. An accurate analytical solution has been obtained in quadratures of the initial boundary 

value problem for one-dimensional unsteady-state heat-transfer equation with boundary conditions of 

the first kind for an endless strip, while one of its boundaries is moving at a constant preset speed de-

creasing the strip thickness. Preliminarily, through the self-similar change of the spatial variable, the 

initial system of equations has been reduced to a fixed boundary system, to which the method of parti-

tioning of dependent variables has been applied. The requirement that the coefficients before the first-

order derivative must be equal to zero for the self-similar derivative and separately included function in 

a modified equation in partial derivative of parabolic type has allowed to determine the general structure 

of the solution containing an unknown function. This function is presented as a superposition of two po-

tentials, which are proportionally connected using the self-similar derivative, what has made it possible 

to simplify the modified equation and to apply the classical Fourier sine integral transformation for its 

solution. The computation results has shown the dynamics of the local temperature profile along the 

changing strip thickness at a constant speed, while the kinetics of the average integral temperature shows 

(unlike with the case of absence of boundary movement) the presence of the maximum that shifts with 

the growth of the ratio of the boundary movement speed to the heat transfer speed by the conductivity to 

the fixed boundary. This is explained by the intensive heating up of the strip material in the conditions 

of the decreasing of its thickness; meanwhile, with the increase in the boundary movement speed (or 

with the use of material with reduced thermal conductivity), it approaches the fixed boundary. By as-

suming that the strip thickness is a parameter, the problem in the initial wording is solved using the 

method of the one-sided Laplace integral time transformation. This solution, when using the linear de-

pendence of parameter on time, correlates with the obtained accurate solution, and therefore it can be 

used for the preliminary evaluation of the required characteristics of a process under consideration. 

Keywords: analytical solution; strip; parabolic equation; movable boundary; boundary conditions 

of the first kind. 
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Аннотация. Исследуются условия разрешимости одного класса крае-

вых задач для нелокального бигармонического уравнения в единичном ша-

ре с условиями Неймана на границе. Нелокальность уравнения порождает-

ся некоторой ортогональной матрицей. Исследованы существование и 

единственность решения поставленной задачи Неймана и получено инте-

гральное представление решения через функцию Грина задачи Дирихле для 

бигармонического уравнения в единичном шаре. 

Сначала устанавливаются некоторые вспомогательные утверждения: 

приводится функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравне-

ния в единичном шаре, выписывается представление решения задачи Ди-

рихле через эту функцию Грина, находятся значения интегралов от функ-

ций, возмущенных ортогональной матрицей. Затем доказывается теорема о 

представлении решения вспомогательной задачи Дирихле для нелокально-

го бигармонического уравнения в единичном шаре. Решение этой задачи 

выписывается с использованием функции Грина задачи Дирихле для 

обычного бигармонического уравнения. Приводится пример решения про-

стой задачи для нелокального бигармонического уравнения. Далее сформу-

лирована теорема о необходимых и достаточных условиях разрешимости 

задачи Неймана для нелокального бигармонического уравнения. Доказа-

тельство основной теоремы опирается на две леммы, с помощью которых 

удается преобразовать условия разрешимости задачи Неймана к более про-

стому виду. Решение задачи Неймана представляется через решение вспо-

могательной задачи Дирихле. 

Ключевые слова: нелокальный оператор; задача Неймана; бигармоническое 

уравнение; условия разрешимости; функция Грина. 
 

Введение. Краевые и начально-краевые задачи для нелокальных аналогов классических 

уравнений исследовались в работах [1–6]. Многочисленные приложения нелокальных уравнений 

и нелокальных краевых задач для эллиптических уравнений к задачам физики, техники и других 

отраслей науки описаны в [7, 8]. Краевые задачи для эллиптических уравнений второго и четвер-

того порядка с инволюцией как частные случаи нелокальных задач рассматриваются в [9–13]. В 

работе [14] исследовалась задача Дирихле для полигармонического уравнения. Данная работа 

продолжает эти исследования.  

Пусть { :| | 1}nx x    – единичный шар в n , 2n  , а { :| | 1}nx x     – единичная 

сфера и S  – действительная ортогональная матрица TSS E , для которой существует натураль-

ное число l  такое, что lS E .  

Пример 1. Пусть каждому x  соответствует точка Sx x  . В этом случае S E  . Ясно, 

что  · TS S E E E     и 2S E . Значит, 2l  . 

Рассмотрим нелокальный бигармонический дифференциальный оператор  

 2 1

1

( )
l

k
k

k

Lu x a u S x



  , 

где 1 1, ,..., la a a  – некоторые действительные числа и l . Исследуем в   следующую задачу.  

Задача Неймана. Найти функцию 4 2( ) ( ) ( )u x C C    , удовлетворяющую следующим ус-

ловиям:  
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( ) ( ),Lu x f x x   ,                                                              (1) 

2

0 12

( ) ( )
( ), ( )

u x u x
g x g x

  

 
 

 
,                                                 (2) 

где   – внешняя единичная нормаль к  .  

Вспомогательные утверждения. Для исследования поставленной выше задачи нам понадо-

бятся некоторые вспомогательные утверждения.  

Наряду с задачей (1), (2) рассмотрим также вспомогательную задачу (1), (3) 

0 1

( )
( ) ( ), ( )

u x
u x g x g x





 


,                                                  (3) 

Пусть 

2

1

i
le



   – примитивный корень l -й степени из единицы и 

2

1

k
i

kl
k e



   . Обозначим 

1
1 0 1 1

1 1

l l
qk k k

k l l q q q k
q q

a a a a     
 

 

      . 

Пусть  

1
1

1 1l

j j
k kk

c
l  



       (4) 

при 1,2, ,j l . Введем операторы 

1
1

1 1

( ) ( ) ( )k

l l
k

L k kS
k k

I v x a I v x a v S x


 

   ,    1

1

( ) ( )
l

k
L k

k

J v x c v S x



 .  (5) 

В работе [15] было определено элементарное решение бигармонического уравнения 

4

4

2

1
| | , 4, 3

2( 2)( 4)

1
( , ) ln | |, 4 ,

4

| |
ln | | 1 , 2

4
( )

nx n n
n n

E x x n

x
x n



 





    




   

 

  


   (6) 

и доказано, что при 3n   функция вида 
2 2

4 4 4

| | 1 | | 1
( , ) ( , ) ,| | ,| | ,

| | 2 2 | |
( ) ( )x x x

G x E x E x E x
x x


   

 
     (7) 

где 2( , ) | | /( 2)nE x x n     , является функцией Грина задачи Дирихле для бигармонического 

уравнения в единичном шаре. Затем в работах [16, 17] установлено следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть 2
0 ( )C S   , 1

1 ( )C S    и 1( )f C S , тогда решение задачи Дирихле 

для бигармонического уравнения при 4n   или 3n   можно представить в виде 

0 4 1 4 4

1 1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )

n n n

u x g G x ds g G x ds G x f d         
     


    

   , 

где n  – площадь единичной сферы в n . 

Далее нам понадобится еще следующее утверждение. 

Лемма 1 [5]. Пусть функция ( )g x  непрерывна на   или  . Тогда для любого k  

( ) ( ) , ( ) ( ) .k k
y yg S y ds g y ds g S y dy g y dy

   
      

Докажем вспомогательную теорему существования для решения задачи (1), (2).  

Теорема 2. Пусть коэффициенты  : 1, ,ka k l  оператора L  такие, что 0k   при 

1, ,k l  и 2
0 ( )g C   , 1

1 ( )g C    и 1( )f C  . Тогда решение задачи Дирихле  (1), (3)  

существует и единственно и может быть представлено в виде 
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0 4

1
( ) ( ) ( , )

n

u x g G x ds  
 


  

  

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( )L

n n

g G x ds G x J f d     
  

   ,   (8) 

где оператор LJ  определен в (5). 

Доказательство. Обозначим ( ) ( )Lv x I u x . В [14] показано, что ( ) ( )Lu x J v x . В силу леммы 

4  из [14] о коммутативности операторов SI  и  , SI  и  , учитывая равенство | |u u


 


 


 

задачу (1), (3) можно переписать в виде 
2

0 1( ) ( ), ; ( ), ( ), .| |L Lv x f x x v I g s u I g s s        .   (9) 

Ясно, что 2 2
0 0( ) ( )Lg C I g C       , 1 1

1 1( ) ( )Lg C I g C       , и значит, ре-

шение задачи Дирихле (9) существует и единственно. В силу теоремы 1 это решение можно 

представить в виде  

0 4 1 4 4

1 1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L

n n n

v x I g G x ds I g G x ds G x f d         
    

        

Применяя оператор LJ  к обеим частям равенства и учитывая при этом ( ) ( )Lu x J v x , полу-

чим 

0 4

1
( ) ( ) ( , )L L

n

u x J I g G x ds  
 

    

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L L

n n

J I g G x ds J G x f d     
  

              (10) 

В полученном выражении преобразуем сначала последний интеграл. Нетрудно видеть, что 

| | | ( ) | | |k k kS x S S x x       , а значит, в соответствии с 4 4( , ) ( , )k kE S x S E x   и, следова-

тельно, учитывая (7), найдем 4 4( , ) ( , )k kG S x S G x  . Далее в силу леммы 1 

4 4 4( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .k k
k k k

S S
I G x f d G S x S f S d G x I f d        

  
     

Поэтому согласно формуле (5) 

14 4 4

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .k

l

L k LS
k

J G x f d c I G x f d G x J f d        
  



     

Аналогично по лемме 1 получим 

0 4 0 4ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , )L LJ g G x ds J g G x ds      
  

 
  

    

1 4 1 4ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) .L LJ g G x ds J g G x ds      
 

     

Таким образом, решение ( )u x  из (10) можно переписать в виде 

0 4

1
( ) ( ) ( , )L L

n

u x J I g G x ds  
 

    

1 4 4

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) .L L L

n n

J I g G x ds G x J f d     
  

             (11) 

В силу формул (5) и ( ) ( )Lu x J v x  верны равенства  ˆ ( ) ( )i L ig I g  , ˆ( ) ( )i L ig J g  , из ко-

торых следует, что ( ) ( )L L i iJ I g g   при 1,2i   для произвольной функции ( )ig   на  . По-

этому (11) преобразовывается к (8). Теорема доказана. 

Следствие. Пусть 0 ( )v x  и 1( )v x  – гармонические в   функции такие, что 0 0( ) |v x g  и 

1 1( ) |v x g , тогда решение задачи Дирихле (1), (3) можно записать в виде 
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2 2

0 0 1 4

1 | | 1 | | 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

2 2
L

n

x x
u x v x v x v x G x J f d  

 

 
      . 

Полученная формула следует из теоремы 2 и из представления решения   задачи Дирихле для 

однородного бигармонического уравнения 

2 0
0 0 0 1( ) 0, ; ( ), ( ),| |u

u x x u g s g s s


 


     


 

в форме  
2 2

0 0 0 1

1 | | 1 | |
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x x
u x v x v x v x

 
    , 

полученной в [18]. 

Пример 2. Пусть S  – симметричная матрица такая, что 2S E  и, значит, 2l  . Задача (1), 

(2) примет вид 

2 2
1 2 0 1( ) ( ) ( ), ; ( ), ( ),| |u

a u x a u Sx f x x u g s g s s


 


       


.     (12) 

В этом случае 2l  , 1 1ie     , 2
2 1ie    , 1 1 2a a   , 2 1 2a a    и 

1 2 2 2
1 2 1 2

2 1

, det · .
a a

A A a a
a a

 
 

    
 

 

Пусть  2 2
1 2 1 20a a a a     . По формуле (4) найдем 

2
1

1 0 2 2
1 2 1 2 2 11 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
,

2 2 2k k k

a
c

a a a a a a  

   
        

     
  

2
2

2 1 2 2
1 2 1 2 2 11 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2k k k

a
c

a a a a a a  

    
         

      
  

и, значит, 

1 2
1 2 2 2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) .L

a f x a f Sx
J f c f x c f Sx

a a


  


 

В соответствии со следствием решение задачи (12) может быть записано в виде 
2 2

1 2
0 0 1 4 2 2

1 2

( ) ( )1 | | 1 | | 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

2 2 n

a f a f Sx x
u x v x v x v x G x d

a a

 
 

 

 
    


 . 

Существование решения задачи Неймана. В этом разделе исследуем существование реше-

ния задачи Неймана (1), (2). Пусть 4( , )G x y  – функция Грина (7) классической задачи Дирихле 

для бигармонического уравнения в единичном шаре. Заметим, что явный вид функции Грина за-

дачи Неймана для уравнения Лапласа в единичном шаре в случае 2n   и 3n   приводится в 

учебниках по уравнениям в частных производных, а в случае размерности 4n   она построена в 

работах [19, 20].  

Теорема 3. Пусть коэффициенты  : 1, ,ka k l  оператора L  такие, что 

1 0 1 0k k
k l la a       , при 1, ,k l  и 2( )f C  , 3

0( ) ( )g x C   , 2
1( ) ( )g x C   , 0  . 

Для разрешимости задачи (1), (3) необходимо и достаточно следующее условие  
2

0 1

1 | | 1
( ( ) ( )) ( ) 0.

2
x

l

x
g x g x ds f x dx

 


                (13) 

Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянных и может 

быть представлено в виде 

1

0
( ) ( ) ,

dt
u x w tx

t
       (14) 

где  
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0 4

1
( ) ( ) ( , )

n

w x g G x ds  
 


  

  

0 1 4 4

1 1
( ( ) ( )) ( , ) ( , ) ( 4) ( ) ,L

n n

g g G x ds G x J f d      
  

        (15) 

и оператор LJ  определен в (5), а функция 4( , )G x   в (7). 

Доказательство. Сначала доказывается, что решение задачи (1), (3) представляется в виде 

(14), (15) при условии, что (0) 0w  . Затем, на основании  работы [20], устанавливается, что   

0 4

1
( ) ( ) ( , )( 4) ( ) ,L

n

w x w x G x J f d  
 

     

где   
2 2

0 0 0 1

1 | | 1 | |
( ) ( ) ( ) ( ),

2 2

x x
w x v x v x v x

 
     

а 0 ( )v x  и 1( )v x  – гармонические в   функции такие, что 0 0( ) |v x g  и 1 0 1( ) |v x g g  . 

Лемма 2. Общее решение уравнения ( 4) ( ) 0v x   имеет вид  

4
2 1 1 1( ) ln( / ), ,ln( / )( )nv x C x x x x x , 

где 2( , , )nC    – произвольная дифференцируемая функция. 

На основании леммы 2 доказывается, что условие разрешимости (0) 0w   является необхо-

димым и достаточным условием разрешимости задачи Неймана (1), (2).  

Лемма 3. При 3n   справедливо равенство 
2

4

1 | |ˆ ˆ(0, )( 4) ( ) ( ) ,
4

G f d f d


    
 


     

где 4( , )G x   – функция Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в шаре (7). 

С помощью леммы 3 условие разрешимости задачи Неймана (0) 0w   приводится к виду 

(13). Теорема доказана. 
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The solvability conditions for a class of boundary value problems for a nonlocal biharmonic equa-

tion in the unit ball with the Neumann conditions on the boundary are studied. The nonlocality of the 
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equation is generated by some orthogonal matrix. The presence and uniqueness of a solution to the pro-

posed Neumann boundary condition is examined, and an integral representation of the solution to the 

Dirichlet problem in terms of the Green's function for the biharmonic equation in the unit ball is ob-

tained. 

First, some auxiliary statements are established: the Green's function of the Dirichlet problem for 

the biharmonic equation in the unit ball is given, the representation of the solution to the Dirichlet prob-

lem in terms of this Green's function is written, and the values of the integrals of the functions perturbed 

by the orthogonal matrix are found. Then a theorem for the solution to the auxiliary Dirichlet problem 

for a nonlocal biharmonic equation in the unit ball is proved. The solution to this problem is written us-

ing the Green's function of the Dirichlet problem for the regular biharmonic equation. An example of 

solving a simple problem for a nonlocal biharmonic equation is given. Next, we formulate a theorem on 

necessary and sufficient conditions for the solvability of the Neumann boundary condition for a nonlocal 

biharmonic equation. The main theorem is proved based on two lemmas, with the help of which it is 

possible to transform the solvability conditions of the Neumann boundary condition to a simpler form. 

The solution to the Neumann boundary condition is presented through the solution to the auxiliary 

Dirichlet problem.  

Keywords: nonlocal operator; the Neumann boundary condition; biharmonic equation; solvability 

conditions; Green's function. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ  
В ЗАДАЧАХ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 
 

Д.Д. Зарипова, Ю.М. Ковалев 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: kovalevym@susu.ru 
 

Аннотация. Представлен способ задания начальных условий на грани-

це тела произвольной формы на прямоугольной сетке. В качестве рассмат-

риваемого тела выбран сферический объем сжатого газа, образовавшийся в 

результате взрыва над поверхностью Земли. Так как ячейки расчетной сет-

ки прямоугольные, а контур криволинейный, то для задания условий на 

границе используются дробные ячейки. Давление и плотность внутри сфе-

ры известны и распределены равномерно по всему объему. Параметры на 

границе тела предлагается рассчитывать пропорционально объему, кото-

рый занимает тело в каждой ячейке, через которую проходит контур. Такой 

объем может быть найден интегрированием по области, отсекаемой кривой 

от прямоугольной ячейки сетки. Тестирование алгоритма проводилось на 

численном решении задачи о разлете шара в чистом газе методом крупных 

частиц. Граница шара является контактным разрывом, поэтому для демон-

страции работы метода приведены графики положения изолиний плотно-

сти в процессе расширении сферы. Результаты расчетов показали, что опи-

санный механизм обеспечивает сохранение сферической границы в процес-

се счета: отклонение от значений, удовлетворяющих уравнению окружно-

сти, составило менее 1 %. 

Ключевые слова: математическое моделирование; газодинамика; гранич-

ные условия; дробные ячейки. 
 

Введение 

В задачах газодинамики важную роль играет способ задания расчетной области, так как от 

этого зависит скорость и точность вычислений. Реальные задачи зачастую связаны с обтеканием 

тел произвольной формы, что делает процесс построения сетки нетривиальной задачей. В этом 

случае криволинейный контур пересекает расчетную сетку, не совпадая с границами целых яче-

ек, поэтому для описания начальных условий на границе вводятся дробные ячейки.  

Задание граничных условий для тел произвольной формы представляет значительную слож-

ность, поэтому исследования в данном направлении актуальны на сегодняшний день. Так, на-

пример, в некоторых работах [1, 2] приводятся расчетные формулы для дробных ячеек, но без 

постановки граничных условий, за исключением простого случая прямолинейной границы. В 

других работах [3, 4] вблизи криволинейной границы тела вводится локальная ортогональная 

система координат, направление осей которой не совпадает с основной прямоугольной системой 

координат, – такая процедура усложняет алгоритм и вызывает трудности для тел сложной кон-

фигурации. 

Подход, используемый в работe [5], не требует введения у поверхности тела какой-либо ло-

кальной системы координат, но связан с техническими сложностями построения граничных ус-

ловий из-за добавления слоя фиктивных ячеек, прилегающих к дробным ячейкам, а также поте-

рей точности при линейной аппроксимации границы тела. 

В данной работе рассматривается способ задания начальных условий на границе шара, осно-

ванный на нахождении площади ячейки под кривой при помощи интегрирования. Так как для 

нашей задачи в качестве криволинейной границы выбрана окружность, то не представляет слож-

ности рассчитать площадь, отсекаемую этой окружностью в прямоугольной ячейке. В этом слу-

чае существует аналитическое решение для полученного интеграла, чем достигается высокая 

точность расчетов. Для тела произвольной формы площадь рассчитывается численным интегри-

рованием с кусочно-линейной аппроксимацией криволинейной границы контура. 
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Описание алгоритма 

Рассмотрим расчетную область, содержащую некоторый сферический объем, на границе ко-

торого требуется задать начальные условия (рис. 1). Заштрихованные области вдоль криволиней-

ного контура соответствуют дробным ячейкам. Для наглядности формулы приведены для плос-

кого случая. 

 
Рис. 1. Схематичное представление сетки с дробными ячейками 

Таким образом, если r – радиус окружности, то интеграл может быть записан в виде 
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где xi – горизонтальная координата левой границы ячейки, для которой происходит интегрирова-

ние в данный момент, x* может принимать значение либо координаты правой границы ячейки, 

либо точки пересечения окружности с прямой yj (вертикальная координата сетки); здесь и далее i 

и j – индексы ячеек, относящиеся к направлениям вдоль x и y соответственно. 

При переходе к интегралу по одной переменной имеем 
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После ряда преобразований получим точное решение для интеграла (2). 
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Ключевым моментом технической реализации метода является определение пределов интег-

рирования, так как вариантов пересечения окружности с ячейками сетки может быть несколько – 

необходимо проработать все возможные типы дробных ячеек, которых в данном случае немного. 

Далее, подставляя пределы интегрирования для каждой дробной ячейки, находим значение пло-

щади по формуле (3). 

Параметры на границе тела рассчитываются пропорционально занятой этим телом области в 

ячейке. Следовательно, найденное значение площади эквивалентно некоторой доле α1, занимае-

мой газодинамическими величинами сферы в данной ячейке, соответственно, (1 – α1) приходится 

на область, граничащую со сферой. 

Итак, если плотность и внутренняя энергия в шаре ρ1 и E1, во внешней среде ρ2 и E2, резуль-

тирующие величины параметров в такой ячейке рассчитываются как 
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После этапа задания начальных условий на границе тела расчет величин производится по 

формулам для целых ячеек. 
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Основные результаты и выводы 

Рассмотрим в качестве примера задачу о разлете шара в чистом газе. Пусть в результате 

взрыва над поверхностью Земли образовался сферический объем сжатого газа, давление внутри 

объема постоянно. Центр объема находится на оси симметрии Oz цилиндрической системы ко-

ординат. В начальный момент времени давление внутри шара равно P1 = 2500·10
5
 Па, в невозму-

щенной среде P2 = 10
5 

Па, плотность ρ2 = 1,21 кг/м
3
. Расчеты проводились методом крупных час-

тиц [6] на сетке размером 330210 узлов. 

Моделирование проводилось путем численного решения нестационарной системы уравнений 

Эйлера, записанной в цилиндрической системе координат. Система законов сохранения и урав-

нение состояния в безразмерной форме имеют следующий вид: 
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где u и v – составляющие скорости w вдоль r и z соответственно, e – внутренняя энергия,   – по-

казатель адиабаты. 

Перейдем к результатам расчетов. Представленные на рис. 2 изолинии плотности демонст-

рируют сохранение сферической формы контактного разрыва с течением времени. Для проверки 

было выбрано несколько точек на контактном разрыве, их координаты удовлетворяли уравнению 

окружности, отклонение составило менее 1 %. 

  

  
Рис. 2. Изолинии плотности при расширении шара в чистом газе. 

Таким образом, введение дробных ячеек позволяет обеспечить сохранение сферической гра-

ницы в процессе счета.  
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Выводы 

Результаты расчетов распространения сферических ударных волн, приведенные на рис.и2 

позволяют сделать следующие выводы:  

1. Задание начальных условий на криволинейной границе с помощью дробных ячеек, в кото-

рых физические величины распределены пропорционально занятому телом объему, позволяет 

наиболее точно описывать расчетную область при решении задач газодинамики. 

2. Преимуществами данного метода является его простота и возможность использования 

дробных ячеек только при задании начальных условий, проводя дальнейшие расчеты по форму-

лам для целых ячеек. 

3. Данный подход может быть распространен и на математические модели газовзвеси с хи-

мическими превращениями [7]. 
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MODELING OF CURVED SURFACES IN GAS DYNAMICS PROBLEMS 
 
D.D. Zaripova, Yu.M. Kovalev 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail:  kovalevym@susu.ru 

 

Abstract. In this paper, a method for setting initial conditions on the boundary of an arbitrarily-

shaped body on a rectangular grid is presented. A spherical volume of compressed gas, formed as a re-

sult of an explosion above the Earth’s surface, is chosen as the body under consideration. Since the cells 

of the computational grid are rectangular and the contour is curvilinear, fractional cells are used to set 
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the conditions on the boundary. The pressure and density inside the sphere are known and distributed 

uniformly throughout the volume. The parameters on the boundary are proposed to be calculated in pro-

portion to the volume that the body takes in each cell the contour crosses. Such a volume can be found 

by integrating over the region cut off by the curve from a rectangular grid cell. The algorithm has been 

tested on a numerical solution to the problem of the gas sphere expansion by the large-particle method. 

Since the boundary of the sphere is a contact discontinuity, graphs of the position of density isolines in 

the process of expansion of the sphere are presented. The calculation results have shown that the de-

scribed mechanism ensures the preservation of the spherical boundary during the calculation process: 

the deviation from the values corresponding with the circle equation has equaled less than 1 %. 

Keywords: mathematical modeling; gas dynamics; boundary conditions; fractional cells. 
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AB INITIO MODELLING OF A BILAYER GRAPHENE 
 

M.V. Kaplun, E.V. Anikina, V.P. Beskachko 
South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: kaplunmv@susu.ru 
 

Abstract. Using the electron density functional theory, numerical modelling 

of bilayer graphene has been performed. The structure and binding energy of the 

layers depending on the representation of the wave function of the system have 

been studied: plane waves (VASP package) and atomic-like orbitals (SIESTA 

package); and choice of approximation for the exchange-correlation (XC) func-

tional. It has been shown that being in the free form the system creates a stable 

AB structure of bilayer graphene. The calculation of the layer binding energy has 

shown that the results of modelling performed with different basis for the wave 

function are consistent when using XC functionals corresponding to each other 

and considering the correction to the basis set superposition error in the tight 

binding method. As expected, the generalized gradient approximation (GGA) has 

shown underestimated values of the interaction energy of graphene layers. Com-

parison with experimental data has shown that the energy and geometric charac-

teristics of bilayer graphene are best described by the local electron density ap-

proximation (LDA). The 2nd and 3rd generation semi-empirical Grimme correc-

tions for GGA have given estimates of the binding energy higher than LDA, but 

also close to the experimental results. 

Keywords: bilayer graphene; density functional theory; ab initio modelling; bind-

ing energy. 

 

Introduction 

Bilayer graphene (BLG) is an intermediate structure between graphene and graphite consisting of 

only two graphene sheets. It has three configurations: a metastable AA structure obtained experimentally 

[1–3], a stable and well-studied AB structure (Bernal configuration [4]), and twisted bilayer graphene 

(tBLG), where two graphene layers are rotated by a small relative angle [5]. The latter structure has 

promising properties and may be of interest for nanoelectronics [6, 7], though it is difficult to obtain ex-

perimentally, and its model is too demanding for computer simulation. The intermediate A(B) structure 

(between AA and AB configurations), which has a bandgap of about 0,35 eV [3], also has possible appli-

cations in electronics and nanoelectronics, for example, as a channel for a field-effect transistor [1–3]. 

To investigate the BLG electronic properties, using the density functional theory, we needed the geomet-

rical models. Therefore, in this research, we obtained the models of different BLG configurations and 

studied their structural properties and the interlayer binding energies. 

 

Models and simulation details 

For calculations, we utilized the SIESTA software package with an atomic-like basis set [8] and the 

VASP code with a plane wave basis set [9]. In both packages, the periodic boundary conditions were 

implemented. For exchange-correlation potential, we used local electron density approximation, LDA 

(Ceperley-Alder functional, CA [10]), and generalized gradients approximation, GGA (Perdew-Burke-

Ernzerhof functional, PBE [11]). To take into account the van der Waals interactions, we utilized the 

Grimme semi-empirical corrections, DFT-D2 [12] and DFT-D3 [13]. For the SIESTA calculations, 

pseudopotentials were taken from the FHI database [14] and [15], for the VASP simulations, we used 

the 2012 version of pseudopotentials, with 2s
2
2p

2 
electrons for С as valence. 

The simulation cell contained 64 carbon atoms (32 for each graphene layer). The optimized transla-

tional parameter was 9,86 Å and 9,79 Å for GGA (GGA+D) and LDA calculations, respectively. We 

chose the partitioning density of the reciprocal space (k-points) and the real space (the MeshCutoff pa-

rameter in the SIESTA package and the Accurate tag in the VASP code) so that the precision of the 
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structure's total energy was ~1 meV. For VASP, the cutoff energy of plane waves was taken as 600 eV. 

Simulation parameters are presented in Table 1. For one graphene layer, we performed both spin-

polarized and not spin-polarized calculations. However, the difference between the resulting total ener-

gies was less than 1 meV. Therefore, the bilayer systems we modeled without spin polarization to save 

computer resources. The resulting precision of the interlayer binding energy was about 0,3 meV/atom. 
Table 1 

Simulation parameters 
DFT package SIESTA VASP 

XC approximations 
PBE-GGA, 
CA-LDA, 
PBE+D2 

PBE-GGA, 
CA-LDA, 

PBE+D2, PBE+D3 
k-points 19×19×1 9×9×1 

Space partitioning (mesh detailing in the real space): 

MeshCutoff (SIESTA) / PREC (VASP) 

GGA (+D2): 360 Ry; 
LDA: 230 Ry 

Accurate 

Total energy convergence criterion 10
–6

 eV 10
–6

 eV 

Force convergence criterion 10
–4

 Ry/Bohr 10
–3

 eV/Å 

Vacuum layer in the direction perpendicular to 

graphene, Å 
at least 20 at least 20 

 

Basis set optimization 

We optimized the localized pseudoatomic orbitals of the carbon atom according to the procedure 

described in [16]. To minimize the computational time, we simulated the graphene primitive unit cell, 

which contains only 2 carbon atoms. The cell translation parameter was 2,47 Å, the simulation parame-

ters were the same as in Table 1, except for k-points: in this case, we used a 32×32×1 set. Since the unit 

cell is small, instead of the interatomic distance, we checked the system “pressure” which indicates how 

far the translational parameter of the simulation cell, and hence the distances between carbon atoms, are 

from optimal. 

Figure 1 shows the results of orbital optimization for graphene, simulated with GGA. The used 

double-ζ basis set could be characterized by two parameters: the orbital cut-off radius, cutr , and the 

SplitNorm parameter, which specifies the radius of the modified orbital, mr  [8]. The optimal parameters 

were chosen using the criterion of minimal total energy, while the pressure of the simulation cell was 

additionally monitored. Fig. 1a indicates that both system total energy and pressure were at approxi-

Fig. 1. Optimization of C(2p) and C(2s) orbitals for SIESTA calculations (GGA-PBE). Dependences of the total 
energy and pressure on the orbital cut-off radius of: (a) C(2s) and (b) C(2p) orbitals; dependence of the system 

total energy on the parameter SplitNorm for: (c) C(2s) and (d) C(2p) orbital 
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mately the same level after the C(2s) orbital cut-off radius reached ~7 Bohr. Since for a larger 
cutr  more 

computer resources are needed, we chose 
cutr  = 7,0 Bohr as optimal. The dependence of the total energy 

on the SplitNorm parameter had a pronounced minimum at SplitNorm = 0,30, which was chosen as op-

timal. The optimal parameters of С(2р) orbital were determined similarly (see Fig. 1, b, d). Optimal ba-

sis-set parameters are presented in Table 2. 
 

Table 2 
Optimal basis set parameters for C(2p) and C(2s) orbitals, 1 Bohr ≈ 0,529 Å 

XC approxima-

tion 
GGA and GGA+D LDA 

Orbital cutr , Bohr SplitNorm mr , Bohr cutr , Bohr SplitNorm mr , Bohr 

Pseudopotential from [14] 

C(2s) 7,09 0,30 2,95 7,09 0,30 2,95 

C(2p) 6,57 0,25 3,18 6,57 0,25 3,18 

Pseudopotential from [15] 

C(2s) 6,57 0,25 3,11 7,09 0,30 3,03 

C(2p) 7,09 0,25 3,22 6,57 0,25 3,18 

Table 2 shows that the optimal parameters in the case of different XC approximations (GGA and 

LDA) practically coincide and are close for the chosen pseudopotentials. 
 

Geometry optimization of different BLG configurations 

After basis-set optimization, we investigated the structure of bilayer graphene using the SIESTA 

package. We considered starting configurations with various relative displacements in three directions of 

one graphene layer to another. The interlayer binding energy was calculated as: 

2 12bind l l CPE E E E   ,           (1) 

where 2lE  and 
1lE  are the total energies of the bilayer system and the isolated layer, respectively, and 

CPE  is the Boys–Bernardi correction to the basis set superposition error [17]. 

Firstly, we shifted the second layer only along the Z-axis (AA structure, Fig. 2a). We tested different 

initial shifts (from 1 to 15 Å). Though, at z   10 Å ( z   5 Å for PBE-GGA calculations) the layers 

did not interact: the interlayer distance, d , did not change after geometry optimization, and the interac-

tion energy bindE  = 0 eV. All other initial structures moved to a stable state with a certain minimum in-

terlayer distance (this distance varied depending on the used XC approximation, see Table 3). 

At the next stage, we added a shift along the X-axis. The initial interlayer distance was taken from 

the stable AA configuration. We considered the initial shifts ∆x in the range of 0,2–0,8 Å (with a step of 

0,2 Å). After geometry optimization, we got either the A(B) configuration (Fig. 2, b) or AB (Fig. 2, c). In 

the case of SIESTA DFT-D2 calculations, we observed only the AB. Finally, when a shift along the Y-

axis was added (we considered the same initial shifts ∆y as ∆x), all starting structures transferred to the 

AB configuration. The obtained values of the interlayer distances and the interlayer binding energies for 

SIESTA and VASP calculations are presented in Tables 3 and 4, respectively. The values in parentheses 

(Table 3) show the results obtained with the pseudopotential from [15]. 

Fig. 2. Atomic structure of the (a) AA system (shift along the Z-axis); (b) A(B) system (shifts along the X- and Z-
axes), and (c) AB system (shifts along the X-, Y- and Z-axes) 
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Table 3 shows that the GGA calculations predict the weak interaction of the layers or even their re-

pulsion. In previous theoretical studies with various dispersion corrections (including quantum Monte 

Carlo and DMC methods), the BLG interlayer binding energy for the АА-structure was in the range of 

10,4–31,1 meV/atom; for the АВ-structure – in the range of 17,8–70,0 meV/atom [18]. Experimental 

values for the graphite interlayer binding energy are also very scattered: 0,21–0,37 J/m2 (indirect meas-

urements) and 0,19 J/m2 (direct measurements) [19]. 
Table 3 

The interlayer binding energy, bindE , and distance, d , calculated using the SIESTA package 

Structure AA A(B) AB 

XC functional PBE CA PBE+D2 PBE CA PBE+D2 PBE CA 
PBE+

D2 

d , Å 
3,73 

(4,02) 

3,44 

(3,45) 
3,38 

3,53 

(3,55) 

3,25 

(3,23) 
– 

3,49 

(3,48) 

3,23 

(3,23) 
3,17 

| |expd d , Å 
0,18 

(0,47) 

0,11 

(0,10) 
0,17 – – – 

0,14 

(0,13) 

0,12 

(0,12) 
0,18 

– bindE , 

meV/atom 

–1,8 

(–5,7) 

19,2 

(19,1) 
41,6 

–1,9 

(–2,3) 

26,8 

(28,3) 
– 

–1,8 

(–3,2) 

28,1 

(28,3) 
54,1 

– bindE , J/m
2 

–0,01 

(–0,03) 

0,12 

(0,12) 
0,25 

–0,01 

(–0,01) 

0,17 

(0,18) 
– 

–0,01 

(–0,02) 

0,17 

(0,17) 
0,33 

We chose the empirical graphite interlayer binding energy for comparison because the calculated in-

terlayer 
bindE  for graphite and BLG are close [20]. Experimentally obtained BLG interlayer distances 

are 3,55 Å and 3,35 Å for AA and AB configurations, respectively [1]. Therefore, LDA predictions for 

both the BLG interlayer binding energy and distance are closer to the experimental data than GGA val-

ues, although PBE-D2 binding energies are also close to previously obtained experimental and calculat-

ed values. Moreover, the difference in the calculation results obtained for considered pseudopotentials 

was within the calculation error. 
Table 4 

The interlayer binding energy, bindE , and distance, d , calculated using the VASP package 

Structure AA A(B) AB 

XC functional PBE CA D2 D3 PBE CA D2 D3 PBE CA D2 D3 

d , Å 4,50 3,60 3,52 3,71 4,39 3,36 3,29 3,55 4,38 3,32 3,25 3,53 

| |expd d , Å 0,95 0,05 0,03 0,16 – – – – 1,03 0,03 0,10 0,18 

– bindE , 

meV/atom 
1,1 14,9 38,7 39,1 1,3 22,9 48,8 43,5 1,3 24,5 50,6 44,1 

– bindE , J/m
2 0,01 0,09 0,24 0,24 0,01 0,14 0,30 0,26 0,01 0,15 0,31 0,27 

The VASP simulations (Table 4) also show that the optimal approximation for studying bilayer 

graphene is LDA. DFT-D3 corrections tend to predict weaker interlayer binding and larger interlayer 

distances than DFT-D2. The used simulation packages gave similar results: the difference in binding 

energies while using the same XC approximations was only 3–4 meV/atom. We observed the smallest 

difference in the interlayer distance predictions for LDA and DFT+D2 approximations (it did not exceed 

0,16 Å, which corresponds to ~4 % difference). The maximum distance variations were observed for 

GGA-simulated AB configuration: the VASP results exceeded the SIESTA values by 0,9 Å (which 

corresponds to more than 25 % difference). 
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Conclusion 

In this work, we obtained the optimized model of bilayer graphene and studied its structural and en-

ergetic features using the electron density functional method implemented in the VASP and SIESTA 

packages. For the SIESTA calculations, we optimized the parameters of localized pseudoatomic orbitals 

for carbon. After the geometry optimization of BLG, we observed a stable Bernal structure (AB configu-

ration) with a minimum total energy and two metastable structures: AA and A(B) configurations. 

The comparison of BLG interlayer binding energies and distances showed that the results obtained 

by different packages (SIESTA and VASP) were consistent after the simulation parameters optimization 

(including basis sets) and taking into account the basis set superposition error. Finally, the best agree-

ment with the available experimental data was obtained for the local electron density approximation. 

Grimme corrections gave the interlayer binding energy close to some experimental results for graphite, 

too, but its geometrical predictions for the most BLG configurations were less accurate than LDA val-

ues. GGA is not suitable for BLG simulation since its application resulted in non-interacting or repulsive 

layers. 

The reported study utilized the supercomputer resources of South Ural State University [21]. 
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ПЕРВОПРИНЦИПНАЯ МОДЕЛЬ ДВУХСЛОЙНОГО ГРАФЕНА 
 

М.В. Каплун, Е.В. Аникина, В.П. Бескачко 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
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Аннотация. С помощью метода функционала электронной плотности проведено численное 

моделирование двухслойного графена. Исследовалась структура и энергия связи слоев в зависи-

мости от представления волновой функции системы: плоские волны (пакет VASP) и атомнопо-

добные орбитали (пакет SIESTA) и выбора приближения для обменно-корреляционного (XC) 

функционала. Было показано, что в свободной форме система приходит к устойчивой АВ-

структуре двухслойного графена. Расчет энергии связи слоев показал, что результаты моделиро-

вания, выполненного с разным базисом для волновой функции, согласуются при использовании 

соответствующих друг другу XC-функционалов и учете поправки к ошибке суперпозиции базис-

ного набора в методе сильной связи. Приближение обобщенных градиентов (GGA) ожидаемо 

дало заниженные значения энергии взаимодействия слоев графена. Сравнение с эксперименталь-
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ными данными показало, что лучше всего энергетические и геометрические характеристики 

двухслойного графена описывает приближение локальной электронной плотности (LDA). Полу-

эмпирические поправки Гримме 2-го и 3-го поколения для GGA дали оценки энергии связи вы-

ше, чем LDA, но тоже близкие к экспериментальным результатам. 

Ключевые слова: двухслойный графен; теория функционала плотности; моделирование из 

первых принципов, энергия связи. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗОГРЕВА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ 
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Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: kovalevym@susu.ru 

 
Аннотация. Анализ известных приближений для описания зависимости 

теплоемкости при постоянном объеме энергетических материалов (молеку-

лярные кристаллы) от температуры кристалла показал, что существуют 

надежные аппроксимации зависимости теплоемкости при постоянном объ-

еме, не требующие проведения сложных квантово-механических расчетов 

для определения частот нормальных колебаний как межмолекулярных, так 

и внутри молекулы. Для получения зависимости тепловой части внутрен-

ней энергии молекулярного кристалла, которая отвечает за разогрев мате-

риала, от температуры требуется проинтегрировать по температуре выра-

жение теплоемкости при постоянном объеме. В данной работе были прове-

дены расчеты зависимости тепловой части внутренней энергии молекуляр-

ного кристалла для случая, когда она вычисляется через частоты нормаль-

ных колебаний, и случая, когда она вычисляется путем интегрирования те-

плоемкости при постоянном объеме по температуре при помощи аппрокси-

мационных формул. При решении спектральной задачи по определению 

частот нормальных колебаний внутри молекулы были использованы кван-

тово-химические методы РМ-3 и DFT. В работе представлены зависимости 

тепловой части внутренней энергии молекулярных кристаллов от темпера-

туры, рассчитанные для разных способов определения, и проведен сравни-

тельный анализ, который показал, что различие составляет менее 1 %. 

Ключевые слова: уравнение состояния; молекулярный кристалл; энергия 

Гельмгольца; постоянная Планка; постоянная Больцмана; приближение Дебая; 

приближение Эйнштейна. 

 

Введение 

Несмотря на прогресс в развитии современной вычислительной техники, проблема построе-

ния уравнений состояния, обладающих высокой точностью, для описания поведения энергетиче-

ских материалов при ударно-волновом нагружении продолжает оставаться актуальной [1, 2]. В 

настоящее время активно развиваются квантово-механические методы расчета уравнений со-

стояния [3, 4], молекулярно-динамическое моделирование [5–8], математические модели по-

строения полуэмпирических уравнений состояния [9]. 

Все разработанные математические модели построения полуэмпирических уравнений со-

стояния, опирающиеся на результаты динамических экспериментов, основаны на возможности 

разделения давления и внутренней энергии на «тепловые» и «холодные» составляющие с после-

дующим введением функциональных зависимостей тепловых факторов от удельного объема и 

температуры, основанных на теоретических представлениях.  Критерием достоверности постро-

енных полуэмпирических уравнений состояния является совпадение теоретических расчетов и 

результатов эксперимента. 

Процессы, протекающие при воздействии ударных волн на энергетические материалы, пред-

ставляют большой как практический, так и теоретический интерес и являются объектом много-

численных исследований [10]. В данных исследованиях одной из актуальных проблем является 

проблема ударно-волнового разогрева энергетического материала. В силу того, что кинетика 

ударно-волнового инициирования детонации конденсированных взрывчатых веществ (ВВ) суще-

ственным образом зависит от температуры, возникающей после прохождения ударной волны, 

разработка математических моделей уравнений состояния для определения температур ударно-

волнового сжатия в задачах инициирования детонации становится особенно актуальной.  

Целью настоящего исследования является построение математических моделей, позволяю-

щих описывать тепловую часть уравнений состояния молекулярных кристаллов. 
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Уравнения состояния молекулярных кристаллов 

Термодинамические свойства вещества полностью определяются, если известен один из тер-

модинамических потенциалов. В работах [11, 12] было показано, что выражение свободной энер-

гии Гельмгольца позволяет получить уравнения молекулярных кристаллов в виде: 

 
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Здесь R , M , N , 3N M , Dθ , iθ  – универсальная газовая постоянная, поделенная на молеку-

лярную массу вещества μ , число низкочастотных колебаний, число атомов в молекуле, число 

высокочастотных колебаний, характеристическая температура Дебая, характеристические темпе-

ратуры высокочастотных колебаний. CU  – межмолекулярная (упругая) энергия, которая опреде-

ляет энергию невалентных взаимодействий атомов между молекулами. Упругая энергия CU  за-

висит от геометрии молекулярного кристалла, т. е. от пространственного расположения молекул 

и объема элементарной ячейки. Внутримолекулярная энергия MU  является энергией образова-

ния молекулы и зависит исключительно от ее структуры. VDC  – составляющая теплоёмкости при 

постоянном объёме, зависящая от низкочастотных колебаний молекулы и определяемая в при-

ближении Дебая, а VMC  – составляющая теплоёмкости при постоянном объёме, зависящая от 

внутримолекулярных (высокочастотных) колебаний. Часть теплоемкости VMC  называют внут-

римолекулярной. Коэффициент Dγ (V)  – коэффициент Грюнайзена (Gruneisen), который опреде-

ляется выражением вида 
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Функция ( )D x  – функция Дебая, имеющая следующий вид:  
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Энергия нулевых колебаний 0E  определяется следующим выражением: 
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Подробное изложение подходов к определению количества низкочастотных колебаний M  

приведено в работах [11, 12].   

В работе [13] были проведены расчеты зависимости теплоемкости при постоянном объеме 

для ряда кристаллов нитросоединений по формуле (3) с начальными данными, приведенными в 

табл. 1. Силовые постоянные для расчета спектров нормальных колебаний внутри молекулы бы-

ли определены с помощью квантово-химических методов РМ-3 и DFT, подробно описанных в 

работах [14, 15]. Для обеспечения достоверности получаемых в расчетах внутримолекулярных 

колебательных спектров конформации молекул определялись из данных рентгеноструктурного 

анализа соответствующих молекулярных кристаллов. ИК – спектры для гексогена, тротила, тет-

рила, ТАТБ и ТЭНа хорошо согласуются с известными экспериментальными данными [16] и  

приведены в работе [13].  

В результате проведенных расчетов теплоемкости при постоянном объеме в работах [13, 17] 

было показано, что зависимость  теплоемкости при постоянном объеме от температуры  может 

быть описана аппроксимационным выражением типа: 

   0
0exp /V VH VH V CC C C C T T T       ,              (4) 
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где CT  – параметр, который находится в достаточно узком диапазоне значений 555–570 K (см. 

табл. 1). 

Для математического моделирования тепловой части уравнений состояния энергетических 

материалов выделим ту его часть, которая определяет разогрев: 
3

1 0

1

( ) ,
exp( ) 1

N
i

T D
ii M

x
E E MRTD x RT

x 

  


  / ,i ix T  / .D Dx T            (5) 

 
                                               Таблица 1 

Тепловые параметры для уравнения состояния кристалла 

 

Параметры 

Название соединения 

Гексоген ТЭН ТАТБ Тротил 

μ , кг/кмоль 222,13 316,50 258,18 227,13 

 0 , кг/м
3
 1806,0 1778,0 1937,0 1653,0 

 VHC , кдж/кг·К 2,3581 2,2880 2,3187 2,0866 

 0
VC , кдж/кг·К 1,0533 1,0105 0,9995 1,1222 

0T  , К 298,0 293,0 293,0 293,0 

 CT , K 555,0 565,0 560,0 570,0 

310  , К
-1

 0,1927 0,2300 0,0995 0,0516 

M 12 16 12 11 

N 21 29 24 21 

С другой стороны выражение для тепловой части уравнений состояния энергетических мате-

риалов может быть получено путем интегрирования по температуре выражения для теплоемко-

сти при постоянном объеме (4). Проинтегрировав по температуре выражение (4), получим 
0 0

2 0 2.( )exp( ( ) / ) .T VH C VY V C TE C T T C C T T T E         (6) 

Величина 0
T 2E  определяется из условия совпадения значений тепловой энергии, вычислен-

ных по формулам (5) и (6), при начальной температуре, определенной табл. 1. 

В табл. 2–5 приведены зависимости тепловой энергии от температуры, вычисленные по фор-

мулам (5) и (6), в диапазоне значений 293–993 K для гексогена, ТАТБ, ТЭНа, тротила. 

 
           Таблица 2 

Зависимость от температуры тепловых составляющих внутренней энергии гексогена 

T ET1 ET2 T ET1 ET2 

298 1777,79 1423,59 658 2282,79 1927,52 

318 1799,40 1445,18 678 2316,37 1961,29 

338 1821,94 1467,67 698 2350,36 1995,54 

358 1845,39 1491,04 718 2384,77 2030,24 

378 1869,71 1515,24 738 2419,56 2065,39 

398 1894,85 1540,26 758 2454,72 2100,95 

418 1920,80 1566,06 778 2490,24 2136,92 

438 1947,51 1592,61 798 2526,10 2173,30 

458 1974,95 1619,89 818 2562,30 2210,05 

478 2003,08 1647,88 838 2598,81 2247,17 

498 2031,87 1676,54 858 2635,62 2284,64 

518 2061,30 1705,86 878 2672,73 2322,46 

538 2091,33 1735,80 898 2710,12 2360,60 

558 2121,94 1766,35 918 2747,79 2399,06 

578 2153,11 1797,49 938 2785,71 2437,83 

598 2184,79 1829,20 958 2823,89 2476,90 

618 2216,99 1861,45 978 2862,31 2516,25 

638 2249,66 1894,23 998 2900,97 2555,87 
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Таблица 3 
Зависимость от температуры тепловых составляющих внутренней энергии ТАТБ  

T ET1 ET2 T ET1 ET2 

293 1722,46 1418,69 653 2220,21 1902,68 

313 1742,97 1439,12 673 2253,71 1935,41 

333 1764,54 1460,45 693 2287,64 1968,62 

353 1787,15 1482,67 713 2321,97 2002,29 

373 1810,73 1505,73 733 2356,68 2036,40 

393 1835,24 1529,61 753 2391,76 2070,95 

413 1860,64 1554,28 773 2427,18 2105,90 

433 1886,89 1579,712 793 2462,93 2141,26 

453 1913,94 1605,88 813 2499,00 2177,01 

473 1941,75 1632,75 833 2535,37 2213,13 

493 1970,28 1660,31 853 2572,04 2249,60 

513 1999,49 1688,53 873 2608,98 2286,43 

533 2029,34 1717,38 893 2646,18 2323,59 

553 2059,81 1746,85 913 2683,64 2361,07 

573 2090,85 1776,91 933 2721,35 2398,87 

593 2122,44 1807,55 953 2759,30 2436,96 

613 2154,54 1838,73 973 2797,47 2475,35 

633 2187,14 1870,45 993 2835,85 2514,01 

 

 
Таблица 4 

Зависимость от температуры тепловых составляющих внутренней энергии ТЭНа 

T ET1 ET2 T ET1 ET2 

293 1728,34 1387,16 653 2217,23 1873,13 

313 1749,19 1407,99 673 2249,85 1905,71 

333 1770,93 1429,69 693 2282,88 1938,75 

353 1793,53 1452,23 713 2316,31 1972,24 

373 1816,98 1475,58 733 2350,12 2006,14 

393 1841,25 1499,70 753 2384,29 2040,46 

413 1866,30 1524,58 773 2418,81 2075,18 

433 1892,10 1550,18 793 2453,66 2110,29 

453 1918,63 1576,49 813 2488,83 2145,76 

473 1945,85 1603,47 833 2524,30 2181,59 

493 1973,73 1631,11 853 2560,07 2217,77 

513 2002,25 1659,37 873 2596,12 2254,28 

533 2031,36 1688,25 893 2632,44 2291,11 

553 2061,05 1717,71 913 2669,026 2328,25 

573 2091,29 1747,74 933 2705,86 2365,69 

593 2122,05 1778,31 953 2742,93 2403,43 

613 2153,31 1809,41 973 2780,24 2441,44 

633 2185,04 1841,03 993 2817,77 2479,72 

 

В результате проведенных расчетов были получены значения энергии нулевых колебаний 

для тротила, ТЭНа, ТАТБ и гексогена 1604,50; 1544,86; 1561,22; 1594,77 Дж/кг и значения E
0

T2 – 

360,80, 344,10, 317,53, 355,27 Дж/кг, соответственно. 

В табл. 6 приведены зависимости тепловой составляющей внутренней энергии от температу-

ры, рассчитанные по уравнениям (5) и (6). 

Анализ результатов расчета тепловой составляющей внутренней энергии, представленных 

энергетических материалов показывает, что максимальное различие расчетов, выполненных по 

выражениям (5) и (6), составляет менее 1%. 
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Таблица 5 
Зависимость от температуры тепловых составляющих внутренней энергии тротила  

T ET1 ET2 T ET1 ET2 

293 1786,02 1421,21 653 2262,97 1902,17 

313 1806,40 1441,61 673 2294,98 1934,61 

333 1827,63 1462,91 693 2327,43 1967,53 

353 1849,68 1485,06 713 2360,30 2000,90 

373 1872,52 1508,04 733 2393,57 2034,71 

393 1896,15 1531,81 753 2427,23 2068,95 

413 1920,53 1556,36 773 2461,27 2103,59 

433 1945,63 1581,64 793 2495,67 2138,63 

453 1971,44 1607,65 813 2530,41 2174,06 

473 1997,93 1634,35 833 2565,49 2209,85 

493 2025,07 1661,72 853 2600,89 2245,99 

513 2052,85 1689,74 873 2636,59 2282,49 

533 2081,23 1718,37 893 2672,59 2319,31 

553 2110,19 1747,62 913 2708,88 2356,45 

573 2139,71 1777,44 933 2745,43 2393,91 

593 2169,77 1807,83 953 2782,26 2431,66 

613 2200,35 1838,76 973 2819,34 2469,70 

633 2231,42 1870,21 993 2856,66 2508,02 
 

Таблица 6 
Зависимость тепловой составляющей внутренней энергии от температуры 

 

T 

Гексоген ТЭН ТАТБ Тротил 

ET1 ET2 1 2 1 2 1 2 

293 1777,79 1777,79 1728,34 1728,34 1722,46 1722,46 1786,02 1786,02 

333 1821,94 1821,87 1770,92 1770,88 1764,54 1764,22 1827,62 1827,72 

373 1869,70 1869,44 1816,98 1816,76 1810,72 1809,50 1872,52 1872,85 

413 1920,80 1920,05 1866,29 1865,76 1860,64 1858,05 1920,52 1921,17 

453 1974,94 1974,09 1918,63 1918,67 1913,94 1909,64 1971,44 1972,47 

493 2031,87 2030,73 1973,73 1973,29 1970,28 1964,07 2025,07 2026,53 

533 2091,33 2090,00 2031,36 2029,43 2029,34 2021,15 2081,22 2083,19 

573 2153,10 2151,69 2091,28 2088,92 2090,84 2080,38 2139,71 2142,6 

613 2216,98 2215,65 2153,30 2150,60 2154,54 2142,50 2200,34 2203,57 

653 2282,79 2281,71 2217,22 2214,32 2220,20 2206,45 2262,97 2266,98 

693 2350,36 2349,73 2282,88 2279,94 2287,64 2272,38 2327,42 2332,34 

733 2419,55 2419,58 2350,12 2347,33 2356,68 2340,17 2393,57 2399,53 

773 2490,23 2491,12 2418,80 2416,47 2427,17 2409,67 2461,27 2468,41 

813 2562,29 2564,25 2488,82 2488,94 2499,00 2480,77 2530,41 2538,87 

853 2635,62 2638,84 2560,07 2558,95 2572,03 2553,37 2600,88 2610,81 

893 2710,12 2714,80 2632,44 2632,29 2646,18 2627,35 2672,59 2684,12 

933 2785,71 2792,03 2705,85 2706,88 2721,35 2702,63 2745,43 2758,72 

973 2862,31 2870,44 2780,23 2782,62 2797,46 2779,11 2819,33 2834,51 

993 2900,96 2910,06 2817,77 2820,90 2835,85 2817,78 2856,66 2872,83 

Данный факт позволяет при исследовании ударно-волновых процессов в энергетических 

материалах применять для расчетов тепловой составляющей внутренней энергии приближенную 

аппроксимацию (6) без потери точности при расчетах температуры ударного сжатия и кинетики 

фазовых и химических превращений.  
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Abstract. An analysis of the known approximations for describing the dependence of the heat capac-

ity at a constant volume of energetic materials (molecular crystals) on the crystal temperature has shown 

that there are reliable approximations of the dependence of the heat capacity at a constant volume that 

do not require complex quantum mechanical calculations to determine the frequencies of normal vibra-

tions, both intermolecular and inside the molecule. To obtain the dependence of the thermal part of the 

internal energy of a molecular crystal, which is responsible for heating the material, it is required to in-

tegrate the heat capacity expression at constant volume over temperature. In this work, calculations have 

been made for the dependence of the thermal part of the internal energy of a molecular crystal in case 

when it is calculated through the frequencies of normal vibrations, and in case when it is calculated by 

integrating the heat capacity at a constant volume with respect to temperature using approximation for-

mulas. When solving the spectral problem of determining the frequencies of normal vibrations within 

the molecule, the PM3 and DFT quantum chemical methods have been used. The paper presents the de-

pendences of the thermal part of the internal energy of molecular crystals on temperature, calculated for 

different methods of determination, and a comparative analysis, which has shown that the difference has 

equaled less than 1 %. 

Keywords: equation of state; molecular crystal; Helmholtz energy; Planck constant; Boltzmann 

constant; Debye approximation; Einstein approximation. 
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