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АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЙ ОДНОМЕРНЫХ  
НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  
С ИНТЕГРАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ В ГЛАВНОЙ ЧАСТИ  
 

О.Л. Бозиев1,2 

1
 Институт информатики и проблем регионального управления Кабардино-Балкарского  
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2
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Аннотация. Рассматривается вторая начально-краевая задача с одно-

родными граничными условиями для одномерного модифицированного 

уравнения теплопроводности. Модификация состоит в замене коэффициен-

та температуропроводности интегральной нагрузкой. В работе она имеет 

вид степенной функции от интеграла квадрата модуля производной реше-

ния уравнения по пространственной переменной. Уравнения с подобной на-

грузкой ассоциированы с некоторыми практически важными параболиче-

скими уравнениями со степенной нелинейностью в главной части. Это по-

зволяет использовать решения нагруженных задач для начала процесса по-

следовательного приближения к решениям редуцируемых к ним нелиней-

ных задач. В этом случае по отношению к исходному нелинейному уравне-

нию нагруженное уравнение содержит ослабленную нелинейность. Линеа-

ризация нагруженного уравнения позволяет найти его приближенное реше-

ние. В рассматриваемых в работе трех случаях интегральная нагрузка 

представляет собой квадрат нормы производной решения по x в простран-

стве L2 в натуральной, обратной к натуральной и целой отрицательной сте-

пенях. Установлены соответствующие априорные неравенства, правая 

часть которых используется для перехода к линеаризованным уравнениям. 

Приводятся примеры линеаризации данным способом уравнений тепло-

проводности с интегральной нагрузкой в главной части. 

Ключевые слова: уравнение теплопроводности; интегральная нагрузка; ап-

риорная оценка; линеаризация. 

 

Введение 

Как известно, заданное в области {( , ) : , (0, )}nQ x t x R t T   дифференциальное уравне-

ние называется нагруженным, если оно содержит на принадлежащих   многообразиях размер-

ности меньше n один или несколько следов операций от искомого решения. Будем говорить об 

интегральной нагрузке в случае, когда дифференциальное уравнение в частных производных со-

держит какую-либо функцию от интеграла по пространственной переменной некоторой степени 

решения или его производной. На практике интегральная нагрузка возникает, в частности, в слу-

чае, когда при невозможности определения точного значения какого-либо коэффициента уравне-

ния используется его усредненное значение на некотором промежутке. 

Параболическое уравнение с интегральной нагрузкой в главной части, по-видимому, впервые 

рассматривалось в работе [1, с. 23]. Подобные уравнения, в том числе с младшими членами, ис-

следовались в работах [2, 3]. В настоящее время продолжается изучение вопросов разрешимости 

начально-краевых задач для таких уравнений (см., например, [4–6]).  К подобным уравнениям 

можно редуцировать практически важные параболические уравнения со степенной нелинейно-

стью в главной части описывающих процессы фильтрации и диффузии газов [7, с. 136–137]. В 

этом случае редукция производится путем замены нелинейного члена его интегралом по про-

странственной переменной. Также представляют интерес параболические уравнения с инте-

гральной нагрузкой в младших членах или редуцируемые к таковым [8–11]. Подобные уравнения 
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возникают, например, при исследовании нестационарных процессов в биологии и экологии. 

Можно заметить, что в уравнениях, содержащих степенную нелинейность под знаком интеграла, 

интегральная нагрузка либо непосредственно, либо после простых преобразований представляет 

собой функцию от натуральной степени модуля искомого решения или его производной, т. е. 

норму в некотором лебеговом пространстве. Этот факт позволяет использовать правую часть ап-

риорного неравенства, оценивающего данную норму, для линеаризации нагруженного уравне-

ния. Точное или приближенное решение линеаризованного уравнения можно впоследствии при-

нять за исходное приближение к решению ассоциированного нелинейного уравнения [12–14]. 

В работе рассматривается модифицированное одномерное неоднородное уравнение тепло-

проводности  

 2
( , ), 0,t x xxu a u u f x t a                                                    (1) 

при условиях 

0 ( ) 0 , (0, ) ( , ) 0, 0 .x xu(x, )= x , x l и t и l t t T                                    (2) 

Модификация уравнения состоит в замене коэффициента температуропроводности инте-

гральной нагрузкой  2
,xa u  т. е. функцией, зависящей от квадрата нормы производной решения 

в пространстве 2 ( ) :L   

2 2
, [0, ].x xu u dx l



    

В указанной норме устанавливаются априорные неравенства для пространственной произ-

водной решения задачи (1)–(2) с функциями 

           
1

2
2 2 2 2 2 22 2, , , .

p p
p pp

px x x x x x x x xa u u u a u u u a u u u p N



         

Случай 2p   был отдельно рассмотрен в [15]. Приводятся примеры, в которых с целью ли-

неаризации первоначального уравнения интегральная нагрузка заменяется некоторой известной 

функцией от t, определяемой посредством правой части априорной оценки. 

В предположении 1( )u H   всюду ниже будут использоваться следующие преобразования 

скалярных произведений функций в пространстве 2 ( ) :L   

 
2 22

22

0

,

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2 2

t t t t t

x l

xx t x t x tx x t x xx

u , u  u  dx u  dx u

d
u ,u u u dx u u dx u u u dx u

x t dt

 




  

  

 
       

 

 

  
 

    2 21 1
2 .

2 2
t t tfu dx fu dx f dx u dx

   

 
   

 
 

                                          (3) 

В последнем случае использовано неравенство Коши с 0,5.   

1. Интегральная нагрузка  2
,

p

x xa u u p N   

При условиях (2) рассмотрим уравнение 

        ( , ).
p

t x xxu u u f x t                                                        (4) 

Теорема 1. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи (2), 

(4), 2, ( ).x f L    Тогда для всех p N  функция 
2p

xu


 ограничена константой, зависящей 

только от t. 

Доказательство. Запишем скалярное произведение (1) с ut: 

     , , , .
p

t t x xx t tu u u u u f u   

Заметим, что  
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   2 2 2 22
2,

1 1 1
, .

2 2 2

p
p p p

x xx t x x x x x

d d d
u u u u u u u u

dt dt p dt




   


 

Это приводит скалярное произведение к виду 

2 21
.

2

p

t x t

d
u u fu dx

p dt





 
   

Интегрируя его по t, получим 

2 2 2

0 0

( 2) ( 2) ( ,0) .

t t
p p

t x t xp u d u p fu dxd u x 
 



        

К пространственному интегралу в правой части применим неравенство (3): 

2 2 2 22 1 2
( 2) 2 ( 2) .

2 2 4
t t t

p p
p fu dx f dx u dx f dx p u dx

    

  
      

 
 

      

Это позволяет перейти к неравенству 

2 2 2 22

0 0 0

2
( 2) ( 2) ,

4

t t t
p p

t x t x

p
p u d u p u d f d   

 
         

в силу которого имеем 

2 22

0

2
.

4

t
p p

x x

p
u f d 

 
   

Таким образом, получена выполняющаяся для всех t  [0, T] оценка 
2

( ),
p

xu K t

                                                                   (5) 

22

0

2
( ) .

4

t
p

x

p
K t f d 


   

Теорема 1 доказана. 

Из (5) следует, что 

  2( ) .
p

p
pxu K t                                                               (6) 

Выбирая в (6) верхнюю границу оценки и подставляя в (4), получаем его линеаризацию 

  2( ) ( , ).
p

pt xxu K t u f x t                                                       (7) 

Пример 1. Пусть в условиях (2) 

1, ( ) ( 1), ( , ) .l x x x f x t xt                                                    (8) 

В этом случае  
1 3

2 22

0 0

1
(2 1) , ,

3 9

t

x

t
x dx f d                                              (9) 

 
2 2

2 2 32 2
1 2 1

3 , ( ) .
3 12 3

p p
p

x x
p

p
K t t 

 
  

    
 
 

 

Подстановка в (4) приводит к линейному уравнению 

32
1 2 1

.
3 12 3

p

p
t xx

p

p
u t u xt

  
    

  
  

 

В частности, при p = 2 получаем уравнение 

31
1 .

3
t xxu t u xt    
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2. Интегральная нагрузка  
2

2
,px xa u u p N   

При условиях (2) рассмотрим уравнение 
2

( , ).pt x xxu u u f x t                                                           (10) 

Теорема 2. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи (2), 

(10), 2, ( ).x f L    Тогда для всех p N  функция 
2

pxu  ограничена константой, зависящей 

только от t. 

Доказательство. Запишем скалярное произведение (10) с ut: 

     
2

, , , .pt t x xx t tu u u u u f u   

Заметим, что 

     
1 1

2 2
2 2 2 21 1 1

, .
2 2 2 1

p

p p
p px xx t x x x x x

d d p d
u u u u u u u u

dt dt p dt



   


 

Это приводит к уравнению 

 
1

2 21
.

2 1

p

p
t x t

p d
u u fu dx

p dt





 
   

Интегрирование последнего дает 

   
1 1

2 2 2

0 0

1 1
2 2 ( ,0) .

p pt t

p p
t x t x

p p
u d u fu dxd u x

p p
 

 



 
                (11) 

Воспользуемся (3) в первом слагаемом правой части: 

2 21 1 1
2 2 .

2
t t

p p
fu dx f dx u dx

p p
  

  
  

 
 

    

Это позволяет перейти от (11) к неравенству 

   
1 1

2 22

0

1
.

2

p pt

p p
x x

p
u f d

p
 

 


   

Отсюда легко получается оценка, выполняющаяся для всех t  [0, T]: 

 
2 1

1( ) ,p pxu K t                                                            (12) 

 
1

22

0

1
( ) .

2

pt

p
x

p
K t f d

p
 




   

Теорема 2 доказана. 

Выбирая равенство в (12), перейдем от (10) к линейному уравнению 

 
1

1( ) ( , ).pt xxu K t u f x t   

Пример 2. Пусть имеет место (8). Пользуясь (9), получаем 
1

31
( ) 3 .

2

p

pp
K t t

p




   

Тогда уравнение (10) можно записать в виде  
1

1 1
31

3 ( , ).
2

p p
p

t xx

p
u t u f x t

p

  
   

 
 

 

В частности, при 2p  получаем 
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3( ) 0,75 0,19245.K t t   

Подстановка в (12) приводит к линейному уравнению 

33 0,75 0,19245 .t xxu t u xt    

 

3. Интегральная нагрузка  2
,

p

x xa u u p N


   

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

( , ).
p

t x xxu u u f x t


                                                          (13) 

Теорема 3.1. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи 

(12), (2), 2, ( ).x f L    Тогда для всех натуральных 2p   функция 
2 p

xu


 ограничена констан-

той, зависящей только от t. 

Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (13) и функции u: 

     , , , .
p

t x xxu u u u u f u


   

С учетом того, что 

 

 

22

22

0

1 1
,

2 2

, ( ) ( ) ,

t

x l

xx x x x x x xx

d
u , u  u  dx u

t dt

u u u u dx u u dx u u u dx u
x






  


 




       





  

 

 
2

, ,
p p

x xx xu u u u
 

   

запишем уравнение 

22
2 2 ,

p

x

d
u u fudx

dt





    

от которого перейдем к неравенству 

22 2 2
2 .

p

x

d
u u f u

dt


                                                     (14) 

Проинтегрируем (14), предварительно опустив в левой части второе слагаемое: 

2 2

0

( ),

t

u u d F t   
2 2

0

( ) ( ) .

t

F t f d x    

Применяя к последнему неравенству обобщение неравенства Гронуолла [16, теорема 1.4]) 

получаем 
2

0 ( ),u K t                                                                 (15) 

0

0

( ) ( ) ( ).

t
tK t F e d F t    

Предполагая равенство в (15), подставим его правую часть в (14).  
2 2

0 02 ( ) ( ).
p

xu f K t K t


                                                     (16) 

Пусть функция 0 ( )K t  не убывает при [0, ],t T  т. е. 0( ) 0.K t   Тогда для гарантированного 

сохранения знака неравенства в (16) опустим отрицательное слагаемое. В случае невозрастающей 

0 ( ),K t  т. е. при 0( ) 0,K t  сохраним (16) без изменения. В результате для всех t  [0, T] приходим 

к оценке 
2

( ),
p

xu K t


                                                                (17) 

 2

0 1( ) 0,5 ( ) ( ) ,K t f K t K t    



Математика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2023, vol. 15, no. 2, pp. 5–13 

10 

0
1

0 0

0, ( ) 0,
( )

( ), ( ) 0.

K t
K t

K t K t

 
 

  
 

Теорема доказана. 

Выбирая верхнюю границу оценки (17), запишем, что 

  2( ) ,
p

p
pxu K t


  

что позволяет перейти от (13) к линейному уравнению 

  2( ) ( , ).
p

pt xxu K t u f x t   

Пример 3.1. Пусть при 3p   имеет место (8). Тогда  

1 3 3 3
2 2 2

0

0 0

1 1 1 1 1
( 1) , , ( ) , ( ) .

30 9 6 3 5 6 3 5

t
tt t t

x x dx f d F t K t e 
   

             
   

   

Так как функция 0 ( )K t , т. е. 0 ( )K t  возрастающая, то ( )K t  ищем в виде  

3 3
2

0

0

1 1 1
( ) ( ) .

2 6 3 3 5

t
tt t

K t f d K t e
    

           
   

  

С помощью последней функции линеаризуем уравнение (13): 
3

3 31 1
.

216 3 3 5

t
t xx

t t
u e u xt

  
       

  

 

Теорема 3.2. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2( ),tu L   является решением задачи (13), 

(2), 2, ( ).x f L    Тогда при 2p   функция 
2

xu  ограничена константой, зависящей только от t. 

Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (13) и функции ut 

     
2

, , ,t t x xx t tu u u u u f u


   

и заметим, что имеет место равенство 

 
2 2 2 21 1

, ln .
2 2

x xx t x x x

d d
u u u u u u

dt dt

 
    

С учетом этого запишем (14) в виде 

2 21
ln ,

2
t x t

d
u u fu dx

dt


    

а от последнего перейдем к неравенству 

2 2 2 22

0 0 0

1
2 ln 2 ln .

2

t t t

t x t xu d u f d u d          

Отсюда следует выполняющаяся для всех t  [0, T] априорная оценка 
2

( ),xu K t                                                                  (18) 

2

0

0,5
2

( ) .

t

f d

xK t e






  

Теорема доказана. 

Рассматривая (18) как равенство, можно записать 

 
2 1

( ) .xu K t
 
  

Это позволяет перейти от (13) к линейному уравнению  

 
1

( ) ( , ).t xxu K t u f x t


                                                     (19) 

Пример. 3.2. Пусть при 2p   имеет место (8). В этом случае из (9) следует 
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 

3

1 18( ) 3 .

t

K t e


     

Подстановка в (19) приводит к линейному уравнению 
3

183 .

t

t xxu e u xt


   

Заключение 

В работе установлены априорные оценки производных решений второй смешанной задачи 

(2) для одномерных неоднородных уравнений теплопроводности (1) с интегральной нагрузкой в 

главной части. Рассмотрено три случая, в которых интегральная нагрузка  2

xa u  последова-

тельно принимает вид 
2

, , , .
p p

px x xu u u p N


  Первому случаю соответствует оценка (5), вто-

рому – оценка (12), третьему – оценки (17) и (18) при 2p   и 2p   соответственно. Правые час-

ти оценок используются для линеаризации нагруженных уравнений. Данный способ линеариза-

ции в отличие от других позволяет переходить от нагруженного уравнения к линейному с сохра-

нением в общих чертах физического (биологического, экологического) смысла процесса, моде-

лируемого нагруженным уравнением. Точное или приближенное решение линеаризованного 

уравнения, найденное при исходных начальном и граничных условиях, можно принять за при-

ближенное решение нагруженного уравнения, которое может быть использовано для запуска 

итерационного процесса последовательных приближений к точному решению нагруженной зада-

чи. 
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Abstract. This article considers the second initial-boundary value problem with homogeneous 

boundary conditions for a one-dimensional modified heat equation. The modification consists in replac-

ing the temperature-conductivity coefficient with an integral load. In our case, it has the form of a power 

function of the integral of the square of the modulus of the derivative of the solution of the equation with 

respect to the spatial variable. Equations with such a load are associated with some practically important 

parabolic equations with a power nonlinearity in the main part. This makes it possible to use previously 

found solutions of loaded problems to start the successive approximation to solutions of the nonlinear 

problems reduced to them. In this case, with respect to the original nonlinear equation, the loaded equa-

tion contains a weakened nonlinearity. Linearization of the loaded equation makes it possible to find its 

approximate solution. The article considers three cases of integral load: the square of the norm of the 

derivative of the solution with respect to x in the space L2 in natural, inverse to natural, and integer neg-

ative powers. The corresponding a priori inequalities are established. Their right sides are used to pass 

to linearized equations. Examples of linearization of heat conduction equations with an integral load in 

the main part are given. 

Keywords: parabolic equation; integral load; a priori estimation; linearization. 
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Abstract. This article is devoted to the analysis and processing of infor-

mation for a stochastic model based on the equation of potential distribution in a 

crystalline semiconductor with the Nelson–Glicklich derivative and the 

Showalter–Sidorov initial condition. By semiconductors, we mean substances that 

have a finite electrical conductivity that rapidly increases with increasing tem-

perature. It is assumed that the initial experimental data may be affected by ran-

dom noise, which leads to the study of the stochastic model. An analysis of the 

stochastic model of the potential distribution in a crystalline semiconductor is 

given. Conditions under which there are step-by-step solutions of the model un-

der study with the Showalter–Sidorov initial condition are found. Further, on the 

basis of the theoretical results, an algorithm for the numerical analysis of the sys-

tem is given. Its implementation is presented in the form of a computational ex-

periment, which is necessary for the further processing of information. 

Keywords: stochastic model of potential distribution in a crystalline semiconduc-

tor; analysis and processing of information; the Nelson–Glicklich derivative; Sobolev 

type equations. 
 

Introduction 

As a rule, functioning of real physical processes is accompanied by the impact of hard-to-control 

perturbations. Under their influence, the study of systems is no longer possible in a deterministic case 

and, as a result, the transition to stochastic modeling takes place. Stоchаstiс diffеrеntiаl equаtiоns cаn bе 

cоnsidеred with vаriоus аdditivе rаndоm prоcеssеs. Оne оf thе clаssicаl wаys tо study stоchastic mоdеls 

is thе Itо–Strаtonоviсh–Skоrоkhod mеthod, which аllоws  to mоve frоm differеntial еquations to 

integrаl оnes. At the moment, the method is extended to the infinite-dimensional situation [1], and 

various applications to classical models of mathematical physics are considered [2]. This approach has 

also been extended to degenerate Sobolev-type models [3]. 

Another direction in the study of stochastic models is the approach where “white noise” is consid-

ered аs the Nеlsоn–Gliklikh dеrivative 
o

  of the Wienеr  procеss [4, 5]. An example would be a 

Shestakov–Sviridyuk model measuring device model [6]. This model is based on a Leontief type 

stochastic system. Note also that if   is a function then the Nelson–Glicklich derivative can be 

considered in the classical case. The idea of “white noise” in this theory, which existеd in finitе-

dimensional spаces [7, 8] shows high efficiency. Therefore, later the principle was cаrried over to 

infinite-dimensional spаces [9, 10]. This approach allows us to transfer to the stochastic case the applied 

(well-known) methods of functional analysis in the deterministic case. 

In this work, we present the analysis and processing of information for one stochastic system. To  

this end, first of all, we  analyze the Sobolev-type stochastic model itself. Next, we find the conditions 

under which there exists a trajectory solution to the problem. This makes it possible to construct an 

algorithm for the numerical method and conduct a series of computational experiments. With the help of 

computational methods it is possible to process information. In the stochastic case, the mathematical 

model of the distribution of potential in a crystalline semiconductor has the form  

( , ) = 0,( , ) [0, ],s t s t D T                (1) 

2
1 2( ) (| | ) = 0

o

a a div          ,         (2) 

with the weakened Showalter–Sidorov problem  

0
0

( )( ( ) ) = 0, .lim
t

t s D  
 

                   (3) 

Here the function = ( , )s t   is the potential electric field, the parameters 1 2, , a a R R , and nDR  

is a bounded domain and D  of the class .C  The mathematical interpretation of the model is presented 
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in [11]. Note that in the stochastic model 0  is a random influence. Problem (1), (2) can be reduced to 

the stochastic equation  

= ( )
o

L M N        (4) 

with condition (3). A solution to (4) is = ( )t   that is a stochastic K-process and each of the processes 

is considered to be equated, if almost surely each trajectory of one of the processes coincides with a pro-

cess otherwise. 

 

1. Analysis of Stochastic Mathematical Model 

Cоnsidеr а cоmplеte prоbability spаcе ( , , )P    and the sеt of rеаl numbеrs  endоwеd with a 

Bоrel  -аlgеbra. Thе sеt of rаndom vаriаbles (а mеasurаble mаpping : D  ) with zеrо 

expеctаtiоns (i.e. = 0E ) and finitе variаnce fоrms the Hilbеrt spаce 2L  (i.e. < D ) with the inner 

prоduct 1 2 1 2( , ) = .   E  Hеre E , D  arе the еxpeсtatiоn and vаriаncе of the rаndom vаriable, 

respеctivеly. A mаpping : I  of the fоrm = ( , ) = ( ( ), )t g f t     is callеd аn (one-

dimensional) randоm process, where 2:f I L  ( I  is sоme sеt) аnd 2:g L . The set of 

continuous stochastic processes forms a Banach space 2( , )C I L . 

Cоnsider a real separable Hilbert space (H,< , >)   identified with its cоnjugate spаce with the 

orthоnоrmal basis { }k . Let's write dоwn 
=1

= < , >k k

k

x x  


  for eаch element Hx .  Next, chоose a 

monotonely decreasing numericаl sequence ={ }kK   such that 2

=1

< .k

k




  Consider a sequence of 

random vаriables 2{ }k L  such that 2

=1

< .k k

k

D 


  Denоte by 2HKL  the Hilbert space of  random 

K-vаriables of the fоrm 
=1

= .k k k

k

   


  Mоreover, there is a rаndom K-variable 2HK  L . Note thаt 

dоt prоuct in 2HKL  has fоrm 1 2 2 1 2

=1

( , ) = .k k k

k

    


 E  Cоnsider a sequence of randоm prоcesses 

2{ } ( , )k C  I L  and define the H -valued cоntinuous stochastic K-prоcess  

=1

( ) = ( ) ,k k k

k

t t   


         (5) 

which is denoted by 1
2( ;H )KC I L  and  

0 0

=1

= .k k k

k

   


      (6) 

Note thаt the Nelsоn–Gliklikh derivativеs of the rаndоm K-prоcess   

=1

( ) = ( )
o o

k kk
k

t t   


          (7) 

inclusively in the right-hand side, and all series cоnverge uniformly in the norm 2HKL  on any compact 

from I . Next, cоnsider the space 1
2( ;H )KC I L  of continuous stochastic K-prоcesses whose trаjectories 

аre аlmost surely cоntinuously differentiable by Nelson–Gliklikh. 

Consider dual pairs of reflexive Banach spaces *( , )N N  and *( , )B B , where N  1
4= ( ),W D  1

2= ( ),W DB  

2H = ( )L D (note that *B and *N are dual spaces to B  and N ) are defined in the domain D such that the 

embeddings 
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H   * *N B N B          (8) 

are dense and continuous. 

The solvability of the problem (1)–(3) in deterministic case is considered in [12]. Let us use similar 

reasoning for the stochastic case. Since model (1)–(3) refers to  the deterministic case, we obtain the 

following splittings of the spaces:  

ker L cokerL  N N* , *
2 2 2 2[ ] [ ]kerL cokerL  K K K KN L L L N L , 

kercoimL L N , 
2 2 2=[ ] [ ]coimL kerLK K KN L L L , 

* cokerL imL N , *
2 2 2=[ ] [ ]cokerL imLK K KN L L L , 

*[ ]kerL coimL  B B , *
2 2 2=[ ] [ ]kerL coimL K K KB L L B L , 

* *= [ ]cokerL imL B B , * *
2 2 2=[ ] [ ]cokerL imL K K KB L L B L . 

In stochastic case, the operators L, M and N are defined as follows:  

2( , ) = ( ) , ,

D

L ds          KN L  

1 2( , ) = , ,

D

M a ds          KN L  

2
2 2( ( ), ) = | | , ,

D

N a ds            KB L  

where ( , )   is the scalar product in 2HKL . Note that L :N N*  is a linear, continuous, self-adjoint, 

non-negatively defined and Fredholm operator in the deterministic case, then *
2 2L K K:N L N L it has the 

same properties. For all 1a R , 2a R  the operator *
2 2M K K:N L N L  and *

2 2N K K:B L B L are dissi-

pative. Similarly, we construct the spaces 2KN L . For an оrthоnоrmal basis, cоnsider the sequence of 

eigenfunctiоns { }k  and eigenvalues { }k  for homоgeneоus Dirichlet prоblem for the Laplace оperator 

(−∆) in the dоmain D.  

Let 1   

1

1 1

{0}, > ;
ker =

{ }, = .
L

span

 

  





 

Then 
*

2 1
2 *

2 1 1

, > ;
[ ] =

{ : ( , ) = 0}, = ,
im L

 

    

 


 

K
K

K

N L
L

N L
 

2 1
2

2 1 1

, > ;
[ ] =

{ : ( , ) = 0}, = .
coim L

 

    

 


 

K
K

K

N L
L

N L
 

Suppose that I ≡ (0, T). We use the space H in order to construct the spaces of K-“noises”, the spac-

es 1
2( ;H )KC I L and 1

2( ; )C KI N L , k  N. Cоnsider stоchastic Sobolev type еquatiоn (4). A stochаstic K-

prоcess η  1
2( ; )C KI N L  is said to be a solution to equation (4), if almost surely all trajectories of η satis-

fy equation (4) for all t  I. A solution η = η(t) to equation (4) that satisfies the initial value condition 

0
0

( ( ) ) = 0lim
t

L t 
 

  (9) 

is called a solution to Shоwalter–Sidorov problem (4), (9) for some random K-variable η0  2KN L . Fix 

ω  Ω, since the solution of the problem is considered trajectory.  

Тheorem Let 1,   1 2, a a R , then for any η0  2KN L , there exists a unique solution η  

1
2( ; )C KI N L  to problem (1)–(3).  

Proof. Since ω  Ω is fixed, then the proof of the theorem is equivalent to those in the deterministic 

case [12]. □ 
 

2. Process Information 
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In [13] an аlgorithm was proposed for numerical study of Sobolev type stochastic models with 

Showаlter–Sidоrov conditions. A feature of the study of models with random influence is that it is 

necessary to carry out m computational experiments. Each of them uses a normally distributed generator 

of random variables with specified parameters of mathematical expectation and variance. As a result, we 

get several implementations of the solution. According to the results of the experiment, the selective 

mathematical expectation E(η(s, t)), for any value of t, is equal to the mathematical expectation of the 

corresponding part, i.e. the mean trajectory obtained as a result of processing m experience. In addition 

to showing the performance of the experiments, it is also necessary to check if they are within the 

confidence interval. The width of the confidence interval depends on the size of the standard error, 

which, in turn, depends on the sample size and, when considering a numerical variable from the 

variability of the data, give wider confidence intervals than studies of a large data set of few data. If the 

realizations lie within the confidence interval, then the results are consistent with this likely value. The 

probability that the confidence interval contains the realizations of the experiment is called the 

confidence probability (usually 0,95 or 0,99). 

Consider problem (1)–(3) and represent the solution: 
=1

( , ) = ( ) ( ).
N

N k k kk
s t t s      

Initial random influence has form 0 0=1
= .

N

N k k kk
     Let's set the initial da-

ta: 2
1 21, 1, 1, 1\ka a k     , the parameter T = 1 of the time interval [0, T], 

Galerkin approximation N = 5, the parameter of the random effect is the mathematical expectation of 0 

and the standard deviation of 2, the domain D = (0; π). For each experiment, initial random influence 

0k  is randomly generated. 

In Fig. 1, the graphs represent the function η(s, t), i = 1, 5, 10.  On Fig. 2 shows the execution of the 

estimate, the lines represent the graphs of the functions η(s, t), i = 1, . . . , 10, at a fixed point in time; 

dotted lines show the boundaries of the confidence interval obtained numerically. 

   
Fig. 1. Graphs of the function η(s, t), i = 1, 5, 10 

 

 
Implementation η(s; 0)  
and confidence interval 

 
Implementation η(s; 0,5)  
and confidence interval 

 
Implementation η(s; 1)  
and confidence interval 

Fig. 2. Implementation η(s; t)  at a fixed point in time and confidence interval 
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АНАЛИЗ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ ДЛЯ ОДНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
 
К.В. Перевозчикова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mаil: perevozchikovakv@susu.ru 

 

Аннотация. Cтатья посвящена анализу и обработке информации для стохастической модели, 

основанной на уравнении распределения потенциалов в кристаллическом полупроводнике с про-

изводной Нельсона–Гликлиха и начальным условием Шоуолтера–Сидорова. Под полупроводни-

ком мы будем понимать вещества, обладающие конечной электропроводностью, быстро возрас-

тающей с ростом температуры. Предполагается, что на экспериментальные начальные данные 

возможно влияние случайных помех, которые приводят к исследованию стохастической модели. 

В работе приведен анализ полученной стохастической модели распределения потенциалов в кри-

сталлическом полупроводнике. Найдены условия, при которых существует потраекторное суще-

ствование решений исследуемой модели с начальным условием Шоуолтера–Сидорова. На базе 

теоретических результатов разработан алгоритм численного анализа системы и представлена его 

реализация в виде вычислительного эксперимента, который необходим для дальнейшей обработ-

ки информации. 

Ключевые слова: стохастическая модель распределения потенциалов в кристаллическом 

полупроводнике; анализ и обработка информации; производная Нельсона–Гликлиха; уравнения 

соболевского типа. 
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ПРОСТРАНСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ  
СО СТОХАСТИЧЕСКИМИ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

М.А. Сагадеева, Д.Е. Шафранов 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: sagadeevama@susu.ru, shafranovde@susu.ru 
 

Аннотация. Статья посвящена проблеме построения пространств диф-

ференциальных форм с коэффициентами, являющимися стохастическими 

комплекснозначными K-процессами. Рассматривается полное вероятност-

ное пространство и комплекснозначные случайные величины на измери-

мых подмножествах этого пространства, и также вводятся непрерывные 

случайные комплекснозначные K-процессы. Далее строятся пространства 

дифференциальных форм с коэффициентами в виде таких стохастических 

комплекснозначных K-процессов. 

Ключевые слова: комплекснозначные случайные величины; комплекснознач-

ные стохастические процессы; стохастические K-процессы; дифференциаль-

ные формы. 

Введение 

В челябинской научной школе по неклассическим уравнениям математической физики под 

руководством профессора Г.А. Свиридюка [1] с давних пор идут исследования решения различ-

ных задач для абстрактных и конкретных уравнений соболевского типа. В последнее время осо-

бенно интенсивно стали проводиться исследования в области стохастических вариантов этих 

уравнений [2, 3]. Здесь тоже имеются различные направления, в частности, в работах 

Д.Е. Шафранова стохастические варианты уравнения рассматриваются в пространствах диффе-

ренциальных форм со стохастическими коэффициентами [4, 5]. Для неклассических уравнений с 

относительно ограниченными операторами и относительно секториальными операторами (см. 

[1]) рассматривались случайные величины :Ω R , действующие из полного вероятностного 

пространства  Ω Ω,A, P  в действительные числа, но в случае уравнений и систем, содержа-

щих в своей записи комплексную мнимую единицу и редуцируемых к уравнению с относительно 

радиальным оператором (см. [1]), требуется исследовать разрешимость стохастических вариан-

тов уравнений в пространствах с комплексными числами в основе.  

Статья помимо введения и заключения содержит два пункта. В первом пункте вводятся ком-

плекснозначные случайные величины :Ω С  и строятся комплекснозначные непрерывные 

стохастические процессы. Описывается процедура построения пространств дифференцируемых в 

смысле Нельсона–Гликлиха [6] стохастических процессов. Во втором пункте описываются диф-

ференциальные формы с комплекснозначными стохастическими коэффициентами. 
 

1. Пространство стохастических K-процессов  

Отождествим  Ω Ω,A, P   полное вероятностное пространство с вероятностной мерой A , 

ассоциированное  -алгеброй A  измеримых подмножеств множества Ω , а С   множество ком-

плексных чисел, наделенное борелевой  -алгеброй. 

Измеримое отображение :Ω С  называется случайной величиной. Множество случайных 

величин с нулевым математическим ожиданием и конечной дисперсией образует гильбертово 

пространство    Ω; : 0,D r       2 2L L С E  cо скалярным произведением 

 1 2 1 2,   E  и нормой 
2

 
2L

D . В дальнейшем будут очень важны те случайные величины 

 Ω;  2L С , которые имеют нормальное (гауссово) распределение; их  назовем гауссовыми ве-

личинами. 

Замечание 1. В 2L  ортогональность векторов   и   (т. е.  , 0   ) эквивалентна отсутст-

вию корреляции.  
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Возьмем множество I R  и рассмотрим два отображения: :f I  2L , которое каждому 

t I  ставит в соответствие случайную величину   2L , и :g 2L С , которое каждой паре 

 ,   ставит в соответствие точку    С . 

Отображение : I C  (или что то же самое : I  2L , имеющее вид 

    , ,t g f t     , мы назовем комплекснозначным стохастическим процессом. 

Стохастический процесс  t   непрерывен на интервале I , если п. н. (почти наверное) 

все его траектории непрерывны (т. е. при п. в. (почти всех) A  траектории  ,   являются 

непрерывными функциями). 

Множество непрерывных стохастических процессов : I  2L  образует банахово простран-

ство со стандартной sup-нормой, которое мы обозначим символом   ;С I 2L .  

Пусть H  есть комплексное сепарабельное гильбертово пространство с ортонормированным 

базисом  k , монотонная последовательность  k  K R  такова, что 2

1

k

k






  , и после-

довательность    k k    2L  случайных величин таких, что constk 
2L

 при всех kN . 

Построим H -значную случайную K -величину  

   
1

k k k

k

     




 . 

Пополнение линейной оболочки множества  k k k    по норме 

1 2

2

1

k k

k

  




 
  
 


K 2L
D

H
 на-

зывается пространством H -значных случайных K -величин и обозначается символом K 2LH . Как 

нетрудно видеть, пространство K 2LH  – гильбертово, причем построенная выше случайная K  

величина      K 2LH . 

Отображение : I  K 2LH , заданное формулой 

   
1

k k k

k

t t   




 , 

где     ;k t С I  2L , называется непрерывным H -значным стохастическим K -процессом, 

если ряд в этом равенстве сходится равномерно по норме 
K 2LH

 на любом компакте в I  и траек-

тории процесса  t   почти наверное непрерывны. H -значный стохастический K -процесс 

назовем дифференцируемым по Нельсону–Гликлиху, если ряд в выражении    
1

k kk
k

t t   




  

сходится равномерно по норме 
K 2LH

 на любом компакте в I  и траектории процесса  t    

почти наверное непрерывны. Здесь  k t есть производная Нельсона–Гликлиха стохастического 

процесса и  :k I  2L . Через  ;С I K 2LH . обозначим пространство непрерывных H -значных 

стохастических K -процессов и аналогично через  ;С I K 2LH  обозначим пространство H -

значных стохастических K -процессов, непрерывно дифференцируемых по Нельсону–Гликлиху 

до порядка N  включительно. 

Пусть теперь U  и F  есть комплексные сепарабельные гильбертовы пространства с ортонор-

мированными базисами  k  и  k соответственно. Символами K 2LU  и K 2LF  обозначим гиль-

бертовы пространства, которые есть пополнение линейной оболочки случайных K -величин 
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 
1

,k k k k

k

     




  2L  и  
1

,k k k k

k

     




  2L  по нормам 
2

1

k k

k

  





K 2L

D
U

 и 

2

1

k k

k

  





K 2L

D
F

 соответственно. 

Заметим, что в разных пространствах ( K 2LU  и K 2LF ) последовательность K  может быть 

разной (  kK  в K 2LU  и  kK  в K 2LF ), однако все последовательности, отмеченные сим-

волом K , должны быть монотонными и суммируемыми с квадратом. 

Все результаты, вообще говоря, будут верны при разных последовательностях  k  и  k , 

и простоты ради мы ограничимся случаем k k  . 
 

2. Пространство дифференциальных форм с комплекснозначными стохастическими коэф-

фициентами 

Следуя работе Р. Нарасимхана, хаусдорфово топологическое пространство V  называется 

комплексным многообразием комплексной размерности n , если задано семейство 

{( , ) : }i iU i  , где i  – гомеоморфизм iU  на открытое множество в n
С  и 1

j i   голоморфны 

в  i i jU U   для всех i, j . Комплексно аналитическая структура определяется аналогично 

дифференцируемой структуре в вещественном случае. Также обозначим через 

dim dimn V V  С   (комплексную) размерность V . 

Далее если V  есть  kC -многообразие (дифференцируемое до k  порядка включительно), U  

открытое подмножество V , то отображение  :f U R  называется rC -функцией в U , если для 

любой системы координат  ,W   на V  такой, что W U , функция 

 1 :f W  R  принадлежит классу  0rC r k  . Множество rC -функций на V  обознача-

ется  rC V . Носителем rC -функций  f  на V называется замыкание в V  множества 

  : 0x V f x  . Голоморфные функции определяются аналогично.  

Достаточно просто определяется диффеоморфизм и изоморфизм двух многообразий V  и V'  

в случае R . А в комплексном случае вводится голоморфный (= комплексно аналитический) изо-

морфизм. 

Дифференциал в точке a V для комплексной kC -функции f  является элементом про-

странства   СaT V  . Для любого  aX T V  и для любой комплексной функции  f значение 

   
a

df X есть комплексное число. Более того, если запишем  1 2f f if   , где 1 2,f f  – действи-

тельные kC -функции, то  

           1 2a a a
df X df X df X  . 

Зачастую вместо пространства    ,a aT V T V  рассматриваются   СT V  ,   СaT V   и опе-

рируют с комплекснозначными числами.  

Пусть далее V  – комплексное многообразие комплексной размерности n  и a V . Пусть 

 ,U   – система координат, a U ; тогда   – голоморфный изоморфизм U  на некоторое от-

крытое множество в n
С . Запишем    1 2, ,..., nz z z z  , где , j j jz U z x y   , ,j jx y  – действи-

тельные функции класса С . Касательное пространство  aT V , где V  рассматривается как дей-

ствительное С -многообразие размерности 2n , имеет естественную структуру комплексного 

векторного пространства ( n 2nС R ) относительно изоморфизма  

   1 2 1 1, 2 2, ,..., , , ,..., ,n n nz z z x y x y x y . 
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Отображение                 1 1, ,..., ,n na a a a
X dx X dy X dx X dy X  является R -изомор-

физмом    2n
aT V R , а отображение             1 2, ,..., na a a

X dz X dz X dz X  является R -

изоморфизмом    n
aT V С  и одновременно определяет на  aT V структуру С -векторного про-

странства. 

Если ,V W  – комплексные многообразия и :f V W  – голоморфное отображение, то 

     : a f af T V T W   является С -линейным отображением. 

Комплекснозначной дифференциальной формой  a  типа  ,p q  будет 

 
...1 2

...1 2

j j jp

k k kq

a dz dz 

  

 

  JL J L ,    1 2 1 2, ,..., , , ...p qJ j j j K k k k  , 

где 
1 2 1 2

... ...
p qj j j k k kdz dz dz dz dz dz dz dz        J L . 

Мы рассматриваем пространства дифференциальных r -форм ( r p q  ), в которых добав-

ляется зависимость коэффициентов от времени t  при действии на r -форму группой или полу-

группой операторов и также в случае стохастических коэффициентов зависимость от  . 

Окончательно получаем  дифференциальную r  форму  a типа  ,p q  вида 

   
...1 2

...1 2

, , ,

j j jp

k k kq

a t t dz dz   

  

 

  JL J L ,    1 2 1 2, ,..., , , ...p qJ j j j K k k k  , 

где 
1 2 1 2

... ...
p qj j j k k kdz dz dz dz dz dz dz dz        J L  

Заключение. В дальнейшем планируется проведение вычислительных экспериментов для 

стохастических вариантов уравнений Шредингера и/или Гинзбурга–Ландау, содержащих мни-

мую единицу и, следовательно, требующих поиска решений в комплекснозначных пространствах 

K -процессов и в пространствах дифференциальных форм со стохастическими комплекснознач-

ными коэффициентами, являющихся K -процессами. 
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МАССИВНЫЕ МНОЖЕСТВА, ПОРОЖДЁННЫЕ ПОЛУЛИНЕЙНЫМИ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ОПЕРАТОРАМИ НА НЕКОМПАКТНЫХ 
РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 
 

В.В. Филатов 
Волгоградский государственный университет, г. Волгоград, Российская Федерация 
E-mail: filatov@volsu.ru 

 
Аннотация. Одним из истоков тематики данного исследования являет-

ся классификационная теория некомпактных римановых поверхностей. 

Хорошо известно, что на поверхностях параболического типа всякая огра-

ниченная снизу супергармоническая функция является тождественной по-

стоянной. В свою очередь поверхности гиперболического типа содержат не-

тривиальные супергармонические функции. Данное свойство поверхностей 

параболического типа легло в основу определений многообразий параболи-

ческого типа размерности выше двух. 

Классификационная теория римановых многообразий имеет прямое 

отношение к теоремам типа Лиувилля, утверждающих тривиальность ог-

раниченных решений эллиптических уравнений. Высокую эффективность 

в данной тематике показала емкостная техника, развиваемая в работах 

А.А. Григорьяна, А.Г. Лосева, Е.А. Мазепы и других исследователей. В ча-

стности, были получены оценки размерностей ограниченных гармониче-

ских функций и решений стационарного уравнения Шредингера на неком-

пактных римановых многообразиях в терминах массивных множеств. 

Исследуются свойства массивных множеств, порожденных полулиней-

ным эллиптическим оператором. Удалось доказать, что свойство массивно-

сти сохраняется при вариациях потенциала. Также получено необходимое 

условие существования нетривиальных ограниченных решений полули-

нейного уравнения. 

Ключевые слова: полулинейное уравнение; интеграл энергии; массивное 

множество; теорема Лиувилля. 

 

Введение 

Данная работа посвящена исследованию решений полулинейных эллиптических уравнений 

вида 

  0Lu u u u              (1) 

на некомпактных римановых многообразиях. Предполагается, что   0    – гладкая, монотонно 

невозрастающая функция. 

Пусть M -произвольное некомпактное риманово многообразие с пустым краем. Сформули-

руем понятие L -массивных множеств введённое в работе [1]. Говорят, что множество M  

является L -массивным, если на M  существует v -нетривиальное субрешение уравнения (1), та-

кое, что 
\

0,0 1.
M

v v

    Если, кроме того, выполнено 

   
| |

2

0

, , 2

M

D M v t t dt dx



  
 
     
 
 

  , 

то такое множество называют LD -массивным. Такую функцию v  называют допустимой для  . 

Сформулируем некоторые уже известные результаты, полученные с помощью данного поня-

тия. В случае стационарного уравнения Шредингера 

  0Lu u q x u     

в работах [2, 3] доказано, что размерность пространств ограниченных решений стационарного 

уравнения Шрёдингера (с конечным интегралом энергии) не менее числа попарно непересекаю-

щихся L -массивных ( LD -массивных) множеств.  
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Приведём результат, полученный Е.А. Мазепой [4], для лучшего понимания дальнейшего из-

ложения. Пусть    10 ,A      где  1const 0,A    0 при 0  . Рассмотрим также урав-

нение 1 1(| |) 0L u u u u    . Тогда если всякое ограниченное решение уравнения 1 0L u   есть 

тождественный ноль, то и всякое ограниченное решение уравнения 0Lu   будет являться тожде-

ственным нулём. Заметим, что объединяя теоремы, полученные в работах [1, 4], можно получить 

следующее утверждение: если на M  существует L -массивное множество, то на M  существует 

1L -массивное множество. Однако данное утверждение удалось существенно уточнить. 

 

Связь между существованием массивных множеств при вариациях потенциала 

Основным результатом данной статьи является следующая теорема. 

Теорема 1. Всякое LD -массивное множество является 1L D -массивным. 

Доказательство. 1) Рассмотрим случай 0 1.A   Пусть –LD  массивное множество, v  – 

допустимая функция для  . Покажем, что в данном случае   будет являться 1 –L D  массивным 

множеством. Рассмотрим 1 .L v  

          
 

 1 1 1 1 1

A v
L v v v v v v v v v v v v v

A


     

 
         

 
 

 
   1

1 1

1
1

v
v v v v

A A


 

   
      

  
. 

Так как 0 1A   то  1

1
1 0v v

A


 
  

 
, и, следовательно, 1 0.L v   Несложно показать (см. [1, 

4]), что, можно считать, что  2v C  , учитывая, что 1 0L v   в  , то v  является субрешением в 

.  Таким образом,   является 1L -массивным множеством. Рассмотрим  1, , .D M v   

     2 2
1 1

0 0

, , | | 2 | | 2 .

v v

M M

D M v v t t dt dx v t t dt dx  
   

         
   
   

     

Таким образом   есть 1L D  массивное множество и первый случай рассмотрен. 

2) Пусть теперь 1.A  Пусть на M  существует   – LD  – массивное множество, *v  – до-

пустимая для   функция. Построим v  – нетривиальное ограниченное 0 1v   решение уравне-

ния 0Lv   на M  с конечным интегралом энергии  , , .D M v   Пусть 1{ }k kB 
  – гладкое исчерпа-

ние ,M  то есть последовательность предкомпактных открытых множеств, таких, что 

1 1, .k k k kB B B M
    Рассмотрим следующие решения задач Дирихле в kB : 

*

( ) 0,

.
kk

k k k

k BB

v v v

v v





  





 

В силу принципа максимума (см. [4]) получаем *0 sup sup 1.
k

k
B M

v v    Учитывая, что *v  – не-

тривиальное субрешение уравнения 0,Lu   то с помощью принципа сравнения (см. [4]) мы по-

лучаем * *
kv v  в kB . Следовательно, мы делаем вывод, что на семейство функций  

1k
v




 ком-

пактно в классе  2,C B  (см. [4]). Из последнего следует, что существует подпоследователь-

ность последовательности  
1k

v



, сходящаяся к предельной функции v  в норме  2C B . Приме-

няя переобозначения, мы будем считать, что  
1k

v



 и есть сходящаяся подпоследовательность. 

Всюду далее мы будем применять аналогичные рассуждения. Таким образом, lim k
k

v v


  – нетри-

виальное решение уравнения 0,Lv   такое, что *0 1v v   , очевидно, что последние неравен-
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ства выполнены, в частности, на .  Сходимость интеграла энергии  D M,v,  следует из прин-

ципа Дирихле (см. [1]) и сходимости интеграла энергии  *D M,v , .   

Обозначим    2 u A u   и  3 2 .L u u u u     Покажем теперь, что на M  существует 3L - 

массивное множество. Рассмотрим решения задач Дирихле в .kB   

2

*

( )( )

( ) 0,

.
kk

k k k

k BB

u u u

u u



  

  





 

В силу принципа максимума выполнено 0 sup 1ku v


   . Следовательно, на   существует 

предел *
lim k
k

u = u


. Из оценок    k k k k ku Au u u u     получаем, что   0k k ku u u   , что 

эквивалентно   0k k ku u u   . Последнее означает, что ku  – субрешение уравнения 0,Lu   и, 

таким образом, в kB   в силу принципа сравнения выполнено ku v  и как следствие *u v.  

Покажем, что  *
2, , .D u    Справедливы следующие соотношения: 

     2
2

0

, , , , | | 2 | |

uk

k k k k k

Bk

D B u D B u A u At t dt dx  
 
       
 

  
   

   2 2

0 0

| | 2 | | | | 2 | | .

v v

MBk

v At t dt dx A v t t dt dx 
   

         
   
   

     

Переходя к пределу при k  , получаем нужное.  

Покажем нетривиальность *u . Пусть k k kw ,v ,u  – решения следующих задач Дирихле в 

:kB    

   0, , ,k k k k kw v v v u Au u          

( ) ( ) ( ) ( )
, 0, 0.

k k kBk
k kk B B B

w v v u
       

    

Ясно, что k k k k kw u =u ,w v = v   и sup , 0, 0.k k k
M

v w v u v     Покажем, что k ku Av .  Дей-

ствительно, 

      ,k k k kAv Av v Au u u         

тогда из принципа сравнения получаем k kAv u .  Пусть 0x  – точка, в которой  0 supv x v 


  , 

где ξ  – достаточно малая положительная постоянная. Тогда 

 0 sup ,kw x v 


   

       0 0 0 0sup ,k kv x w x v x v v x 


      

         0 0 0 0, sup 1 .k k k ku x A u x w x u x v A 


       

Отсюда при k   получаем    0 sup 1 0u x v A 


     при достаточно малом ξ . Следова-

тельно, *u  – нетривиальное, ограниченное решение уравнения  * * *
2 0u u u    на   с конеч-

ным интегралом энергии  *
2, , .D u    



Филатов В.В. Массивные множества, порождённые полулинейными 
 эллиптическими операторами на некомпактных римановых многообразиях 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 2, С. 26–31 

29 

Пусть *sup 0.u a   Несложно показать, что 2L D -массивным множеством будет, например, 

множество * *{ : }
2

a
x u    с допустимой функцией * ,

2

a
u



 
 

 
 где +f  – положительная 

срезка. В силу доказанного пункта 1) заключаем, что *  является 1L D -массивным множеством. 

Учитывая, что если у множества есть 1L D -массивное подмножество, то оно само является 1L D -

массивным, получаем нужное. 

 

Необходимое условие лиувиллева свойства ограниченных решений  

полулинейного уравнения 

Для формулировки второго результата работы введём необходимые понятия. Пусть M  – 

произвольное некомпактное риманово многообразие, B  – компакт в ,M  1{ }k kB 
  – гладкое ис-

черпание .M  Рассмотрим решения задач Дирихле в \kB B : 

 | | 0, 1, 1,
B Bk

k k k k k kLh h h h h h
 

       

 | | 0, 1, 1,
B Bk

k k k k k kLs s s s s s
 

       

 | | 0, 1, 1.
B Bk

k k k k k kLu u h u u u
 

       

Несложно показать с помощью принципа сравнения, что каждая из последовательностей бу-

дет иметь предел. Предельную функцию lim k B
k

h = h


 называют функцией Лиувилля внешности 

компакта B,  порожденную оператором L . Предельную функцию lim k B
k

s = s


 называют ёмкост-

ным потенциалом внешности компакта lim k B
k

B, u = u


 называют гармонической мерой внешности 

компакта B .  

Рассмотрим решения задач Дирихле в kB  

 | | 0
.

1
k

Bk

k k k kLH H H H

H





    

 


 

Предельную функцию lim k
k

H = H


 называют функцией Лиувилля многообразия M , порож-

денную оператором L . Отметим две теоремы, доказанные в работе [1]. Первая теорема утвер-

ждает, что на многообразии M  всякое ограниченное решение уравнения 0Lu  является тожде-

ственным нулём тогда и только тогда, когда функция Лиувилля 0H  . Вторая теорема утвер-

ждает, что функция Лиувилля 0H   тогда и только тогда, когда всякая гармоническая мера 

0Bu  .  

В текущей работе получены необходимое условие тривиальности функции Лиувилля много-

образия M , порожденной оператором L  . Перейдём к точной формулировке результата. 

Теорема 2. Если функция Лиувилля 0H   то для всякого компакта B  выполнено B Bh s . 

Доказательство. Рассмотрим  k kL h s .  Справедливы следующие равенства 

           k k k k k k k k k k k k k k k kL h s h s h s h s h s h h s s h s                  

             k k k k k k k k k k k k k k k kh h h s s s h h s s h h s s h s                  

       .k k k k k k k k k kh h s s h h s s h s         

Оценим снизу   :k kh h   

               

     .

k k k k k k k k k k k k k k k k k

k k k k k k

h h s h s s h s s s h s h s s h s

s s h s h s

   

 

           

   
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Из последнего следует, что   0k kL h s   и, как следствие,  k kh s  – субрешение полули-

нейного уравнения, такое, что    0, 1k k k kB B
h s h s

 
    , следовательно, в силу принципа 

сравнения выполнено   0 в \k k k ku h s B B   . Учитывая, что 0lim k
k

u


 , делаем вывод, что 

B Bh = s .  

Замечание 1. Заметим, что в работе [1] были получены необходимые и достаточные условия 

тривиальности функции Лиувилля многообразия M , порождённой оператором Шредингера: 

  0.Lu u q x u     

А именно, доказано, что H -функция Лиувилля, порождённая оператором Шредингера, есть 

тождественный ноль тогда и только тогда, когда для всякого компакта B M  его ёмкостный 

потенциал совпадает с функцией Лиувилля внешности компакта, то есть B Bh s .   

Замечание 2. Вообще говоря, данная теорема справедлива и для более общих полулинейных 

эллиптических уравнений вида  

 , 0.Lu u g x u     

Предполагается, что функция g:M ×R R  является липшицевой и обладает следующими тремя 

свойствами: 

    , , ;g x g x     

    1 2 1 2 1 2, , , , : ;g x g x         

      , , , , , :1 0.g x a g x b g x a b a b a b        

Несложно показать, что при данных условиях на функцию g  разность k kh s  будет являть-

ся субрешением и, как следствие, получить необходимый результат. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 

№ 20-31-90110. 
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MASSIVE SETS PRODUCED BY SEMILINEAR ELLIPTIC OPERATORS  
ON NON-COMPACT RIEMANN MANIFOLDS 
 
V.V. Filatov 
Volgograd State University, Volgograd, Russian Federation 
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Abstract. One of the origins of the topic of this study is the classification theory of non-compact 

Riemannian surfaces. It is well known that on parabolic surfaces, any superharmonic functions bounded 

from below is the identical constant. Hyperbolic surfaces contain nontrivial superharmonic functions. 

This distinct property of parabolic surfaces form the basis for the definitions of parabolic manifolds with 

dimensions greater than two. 

The classification theory of Riemannian manifolds is directly related to Liouville-type theorems 

which assert the triviality of bounded solutions of elliptic equations. High efficiency in this topic was 

shown by the capacitive technique developed in the works of Grigoryan, Losev, Mazepa, and others. In 

particular, estimates were obtained for the dimensions of bounded harmonic functions and solutions of 

the stationary Schrödinger equation on noncompact Riemannian manifolds in terms of massive sets. In 

this paper, we study the properties of massive sets generated by a semilinear elliptic operator. It was 

possible to prove that the property of massiveness is preserved under variations of the potential. 

The current work generalizes or strengthens the results of Mazepa. A necessary condition for the 

existence of nontrivial bounded solutions of a semilinear equation is also obtained. 

Keywords: semilinear equation; energy integral; massive set; Liouville's theorem. 
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ПОЛУАНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ГАЗОВОЙ 
ДИНАМИКИ В ПЕРЕМЕННЫХ ЭЙЛЕРА 
 

М.С. Жарылканова, Н.Л. Клиначева, А.П. Яловец 
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Аннотация. Представлен полуаналитический метод решения системы 

уравнений газовой динамики в эйлеровых координатах. Поскольку конеч-

ными разностями заменяются только пространственные производные, сис-

тема уравнений газовой динамики сводится к системе обыкновенных диф-

ференциальных уравнений на пространственной сетке. Приближенное ана-

литическое решение данной системы дифференциальных уравнений для 

малого временного интервала применяется для описания динамики газа во 

всем требуемом временном интервале. Проведена верификация на одно-

мерных тестовых задачах о распаде произвольного разрыва и распростра-

нении стационарных ударных волн различной интенсивности. Для сравне-

ния одномерных задач приведено решение тестовых задач простым в реа-

лизации базовым методом крупных частиц. Показано, что полуаналитиче-

ский метод обладает высокой точностью вычислений, а также является 

наиболее универсальным методом для расчета прикладных задач. 

Ключевые слова: полуаналитический метод; метод крупных частиц; удар-

ная волна; распад произвольного разрыва. 
 

Введение 

В работе [1] описан метод решения системы уравнений механики сплошной среды, записан-

ной в лагранжевых переменных, который отличается от традиционных методов тем, что конеч-

ными разностями заменяются только производные по пространственным переменным. В резуль-

тате такого подхода уравнения в частных производных сводятся к системе обыкновенных диф-

ференциальных уравнений на пространственной сетке. Для малого временного интервала было 

найдено приближенное аналитическое решение этой системы уравнений. Полученное аналитиче-

ское решение дает возможность описать динамику рассматриваемой системы во всем требуемом 

временном интервале. Применение данного метода для решения задач газовой динамики и расче-

та упругопластических течений в твердых телах показало, что данный метод обеспечивает высо-

кую точность выполнения законов сохранения и характеризуется высокой устойчивостью реше-

ния, что обусловлено отказом от аппроксимации конечными разностями производных по времени.  

Поскольку применение лагранжевых переменных для решения задач газовой динамики огра-

ничено характером течений рассматриваемой системы, то возникает необходимость обобщения 

метода [1] на случай решения задач в эйлеровых переменных. В данной работе приводится опи-

сание применения метода [1] к решению задач газовой динамики в эйлеровых переменных, тес-

тирование его на стандартных задачах путем сравнения результатов расчета предлагаемым мето-

дом с решениями, полученными базовым методом крупных частиц (МКЧ) [2], различные моди-

фикации которого широко используется для решения многих прикладных задач [3, 4]. 
 

Описание метода для эйлеровых координат 

Рассмотрим систему уравнений газовой динамики в эйлеровых координатах в одномерном 

случае (законы сохранения массы, импульса и энергии): 

 
0,

v

t x

 
 

 
      (1) 

   2

,
vv P

t x x

  
  

  
            (2) 
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   
.

U Uv v
P

t x x

   
  

  
               (3) 

Здесь и далее   – плотность, v  – массовая скорость, U  – внутренняя энергия единицы массы, 

 P  – давление. Данную систему уравнений следует дополнить начальными и граничными усло-

виями. 

Чтобы данная система уравнений обеспечивала выполнение второго закона термодинамики, 

в ней применяется неравновесное давление, которое учитывает конечное время релаксации фи-

зической системы к равновесию [5]. Следствием конечного времени релаксации к равновесному 

состоянию является то, что при уменьшении объема газа с конечной скоростью он в каждый мо-

мент времени не находится в равновесии, и тогда неравновесное давление может быть представ-

лено в виде 
0    , P P P        (4) 

где 0  P  равновесное давление, которое находится через уравнение состояния  0 0 ,P P U , 

2  P c   неравновесная добавка, обусловленная локальным изменением массовой плотности 

среды при сжатии,  c  скорость звука. Локальное изменение плотности определяется как 

rel  , где /rel c    время релаксации к равновесию,   характерный линейный размер 

рассматриваемого объема среды. Поскольку изменение плотности среды связано с изменением 

объема соотношением / /V V    , то из сказанного выше следует, что при сжатии среды не-

равновесная добавка к давлению имеет вид при 0V  : 

  / . P c V V           (5) 

Адиабатическое расширение среды происходит за счет убыли внутренней энергии, причем 

максимальная скорость убыли внутренней энергии определяется свойствами самой среды и реа-

лизуется при равновесном процессе. Примером может служить разлет газа в пустоту [5], который 

является равновесным процессом (энтропия сохраняется). Таким образом, в случае расширения 

среды, когда 0V  , величина 0P  . 

Для численного решения уравнений (1)–(3) на занятую область наносится неподвижная сетка 

1 2,  ,    ,   i Ix  x  x x  . Массовая скорость среды iv  определена в узлах, а центрах ячеек определяются 

термодинамические характеристики среды 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2,  ,  ,  .i i i i m  P  U      

Для построения численной схемы проинтегрируем уравнения (1) и (3) в интервале от ix  до 

1ix  , а уравнение движения (2) – в интервале от 1/ 2ix   до 1/ 2ix  . Для малых интервалов интегри-

рования можно записать соотношения: 

   
1 1 1/ 2

1/ 2

1/ 2 1/ 2  1/ 2 1/ 2
  ,     ,     ,

i i i

i i i

x x x

i i i i i
x x x

m dx mU U dx mv vdx    
  



   
       

где 1/ 2 1i i ix x     есть объем ячейки с единичной поперечной площадью.  

Сумма диагональных элементов тензора скоростей деформации определяет скорость относитель-

ного изменения объема и, соответственно, массовой плотности при сжатии или разрежении. В 

плоской геометрии разностный аналог этого выражения будет иметь вид: 

  1 1/ 2

1/ 2
1/ 2 1/ 21/ 2

 
.i i i

i
i ii

v v Vv
v

x  
 


 

 
    

 
 

Таким образом, имеем 1/ 2 1i i iV v v   . Данное выражение характеризует изменение объема 

массы в ячейке только за счет процессов разрежения или сжатия без потоков массы через грани-

цы ячейки. 

В результате интегрирования уравнения (1) получим: 

 1/ 2
1 , i

i i

m
J J

t





  


            (6) 

где потоки массы через границы ячеек вычисляются как в [2]: 
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1/ 2 1/ 2 1
1 1

1/ 2 3/ 2 1

     0 ,     0
· ,   · .

,     0 ,     0

,i i i i
i i i i

i i i i

v v
J v J v

v v

 

 

  
 

  

  
  

  
  

Интегрирование уравнения (2) дает: 

   1/ 2 1/ 2 1/ 2  1/ 2  ,  i i
i i i i i i

v m
m v P P I I

t t
   

 
     

 
        (7) 

где потоки импульса через границы 1/ 2ix   и 1/ 2ix   вычисляются аналогично потокам массы:  

1 1 1/ 2 1/ 2
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2 1 1 1/ 2

     0 ,     0
· , 

,
  · ,

,     0 ,     0

i i i i i i
i i i i

i i i i i i

v v v     v
v I v

v      v v
I

v

 

 

   
   

   

  
  

  
 

   1/ 2 1/ 2
1/ 2 1 1/ 2 1/ 2

1 1

0,5 ,    ,    0,5 .  i i
i i i i i i i

i i

m m
v v v  m m m

x x
  

   
 


    


 

Результат интегрирования уравнения (3) может быть представлен в виде 

 
   1/ 2

1/ 2 1 1 ,  i
i i i i i

mU
P v v

t


  


     


               (8) 

где потоки внутренней энергии вычисляются аналогично потокам массы или импульса: 

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1
1 1

1/ 2 1/ 2 3/ 2 3/ 2 1

     0 ,     0
· ,   · .

,     0 ,     0

,i i i i i i
i i i i

i i i i i i

U U

U U

v v
v v

v v

 

 

    
 

    

  
    

  
 

Уравнения (6)–(8) представляют собой систему обыкновенных дифференциальных уравне-

ний на всей пространственной сетке. Будем интегрировать эту систему на некотором временном 

интервале от nt  до 1nt  . 

Полагая, что в интервале 1n nt t t    потоки массы через границы ячеек постоянны, решение 

уравнения (6) и новая плотность запишется в виде 

      1/ 2 1 1/ 2 1   ,  
n

i n i n i im t m t J J t           1/ 2 1 1/ 2 1 1/ 2/ .i n i n it m t       (9) 

Чтобы получить систему дифференциальных уравнений для скорости, продифференцируем 

уравнение (7) по времени, полагая, что потоки массы, импульса и неравновесная добавка (5) по-

стоянны в рассматриваемом временном интервале, то есть  
2

1/ 2 1/ 2

2
0,   0,   0.i i im I P

t tt

   
  

 
 

Выразим также частную производную от давления по времени через субстанциональную 

производную: 
0 0

01/ 2
1/ 2

1/ 2

.  i
i

i

P P
P v

t x






  
      

             (10) 

Полную производную по времени в (10) представим в виде 

    0 2
1/ 2 1/ 2 1

1/ 2
, i i i i

i
P c Q v v  


           (11) 

где 2
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2  /  , i i i i iQ c          эффективный объем ячейки, который учитывает, что при 

ее сжатии возмущается лишь слой. Таким образом, следуя [1], эффективный объем ячейки будет 

определяться выражением 

1
1/ 2

1/ 2 1

  ,     0
.

,    0

i i
i

i i i

с t  v v

 v v







 

  
 

 
 

С учетом сделанных замечаний и выражений (10) и (11) получим 

 
2

2
 2

2 , i i
i i i i

v v
v L

tt
 

 
  


 (12) 

где  

 2
  1/ 2 1/ 2

1 1
,   , i

i i i i
i i

m
Q Q

m t m
   


  


    1/ 2 1 1/ 2 1

1/ 2 1/ 2

1
i i i i i

i i i

P P
L Q v Q v v v

m x x
   

 

     
       

     
. 
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Для построения разностной схемы для вычисления входящих в последнее выражение произ-

водных удобно представить  / / /v P x vP x P v x        . Тогда имеем 

   1 3/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
1/ 21/ 2

1
,

2
i i i i i i

ii

P
v v P P v P P

x 
    



 
        

  

   1/ 2 1/ 2 1 1/ 2 3/ 2
1/ 21/ 2

1
.

2
i i i i i i

ii

P
v v P P v P P

x 
    



 
        

  

Здесь также уместно привести разностную аппроксимацию для вычисления неравновесной 

добавки к давлению: 

   1 11/ 2
1/ 2

1

, 
.

0, 

0

    0

i i i ii
i

i i

c v v    v v
P

                               v v




 




  
 







 

Таким образом, выражение (12) представляет собой систему дифференциальных уравнений, 

решение которой позволит найти поле скоростей во всех узлах эйлеровой сетки. Для решения 

(12) необходимо задать начальные условия:   n
i n iv t v  и  /

n

iv t  , которое находится из уравне-

ния (7), где все величины в момент времени  nt  должны быть известны. Подставляя (6) в (7), 

можно записать второе начальное условие в виде 

 
    1/ 2 1/ 2 1/ 2  1/ 2 

1
,

n
ni

i i i i
i n

v
P P

t m t
    

 
     

 
  

где 

1/ 2 1 1 1/ 2 1/ 2
1/ 2 1/ 2

1 1 1/ 2 1/ 2 1/ 2

0,    0 ,   0
, 

( )

(
  .

,   0 0,    0)

i i i i i i
i i

i i i i i i

                         v v v v v

v v v  v                          v


 



    
 

    

 
  

 



 


 

Для малого временного шага можно получить простое аналитическое решение системы (12). 

Полагая в (12) найденные для момента nt  величины 2
   ,  i i i, L   постоянными на шаге интегриро-

вания, можно решение (12) записать в виде 

 
 

 
 

1 2
1 , 

n
n t n ti

i n i

S t S tv L
v t v e v e C t

t

  


   


       
          

        

   (13) 

где 

2 2 2 2,         ,  
 

 
 

 

 

2 2

2 2

cos ,    0 sin ,    0
,     .

ch ,       0 sh ,      0

t  t  
C t S t

t t

       
    

       

 

Для решения уравнения (8) воспользуемся методом разделения по физическим процессам, 

для чего представим искомое решение в виде 

  1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 , n P conv
i i i iU t U U U              (14) 

где 1/ 2
P
iU    приращение внутренней энергии за счёт работы сил давления, 1/ 2

conv
iU    прираще-

ние внутренней энергии за счёт конвекции. 

Уравнение для 1/ 2
P
iU   запишем в виде 

1/ 2 1/ 2 1/ 2

1/ 2

1
,  P

i i in
i

U P V
t m
   




 


               (15) 

Отметим, что в уравнении (15) не учитываются потоки массы и энергии, что соответствует 

описанию в переменных Лагранжа. Подставляя выражение (14) в уравнение (8) и учитывая (15), 

запишем уравнение для 1/ 2
conv
iU   в виде 

 
 1/ 2 1/ 2

1 1/ 2

 
.  

conv

ni i
i i i

m U m
U

t t


 

 

  
      

  
ì     (16) 

Уравнение (16) записано в переменных Эйлера. 

Начальные условия для уравнений (15), (16) имеют вид    1/ 2 1/ 2 0.P conv
i n i nU t U t     
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Интегрируя по времени выражение (11) от nt  до 1nt t   и учитывая (4), запишем выражение 

         0
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2

    .i i n i i n i
P t P t P Q V t V t    

           (17) 

Подставляя (17) в (15), получим после интегрирования выражение 

  
2

1/ 2

1/ 2 1/ 2

1
,

2

P
i nn

i i

V
U P t V Q

m
 

 

 
    

  
            (18) 

где 1/ 2 1/ 2·i iV V t    . 

Интегрирование уравнения (16) с учетом (6) приводит к выражению 

     
1

1/ 2 3/ 2 3/ 2 1/ 2 1 1/ 2 1/ 2 1/ 21 0 0
1/ 2

  .
i i

n
conv
i i i i i i i i in v v

i

t
U U U v U U v

m
  


         




            (19) 

Таким образом, здесь приведен полный набор формул для описания динамики газа или жид-

кости в одномерной геометрии. Выражения (9) с приведенными в (6) потоками позволяют опре-

делить массы и плотности вещества в ячейках в новый момент времени. Выражение (13) позво-

ляет вычислить новое поле скоростей, а выражения (14), (17) и (18) – внутренние энергии в ячей-

ках. Новые равновесные давления и температура находятся с помощью уравнения состояния. 

Основным приближением, которое было сделано при интегрировании системы (1)–(3), явля-

ется постоянство 1/ 2iQ   на шаге интегрирования t . Это приближение выполняется, если на ша-

ге интегрирования относительное изменение объема мало, то есть  

1

1/ 2

 
,i i

H
i

v v
t 






   

где H некоторая малая величина. Данное условие позволяет найти величину шага интегриро-

вания рассматриваемой системы. В случае состояний среды, близких к покою, или в случае глад-

ких течений сформулированный выше критерий для выбора временного шага работать не будет. 

Поэтому для выбора временного шага при интегрировании уравнений применяется комплексный 

критерий, включая условие Куранта: 

 1/ 2

1

min ,  ,H i C

i i

t
v v c

   



 
     

            (20) 

где ~1/3C характерная константа в условии Куранта, ~ 0,01H . Условие (20) проверяется для 

всех ячеек. Обычно оба условия дают близкие значения временных шагов, однако в области рас-

пространения ударных волн первое условие будет определяющим.  

Точность интегрирования рассматриваемой системы можно повысить, решение (13) осуще-

ствить в два этапа. На первом этапе по формуле (13) для момента времени 1/ 2 / 2n nt t t    нахо-

дится поле скоростей 1/ 2 1/ 2,  ,n n
i iv  L   а также потоки массы и энергии через границы ячеек. На 

втором этапе по формуле (13), в которой вместо n
iL  подставлено 1/ 2  n

iL  , находим n
iv . По форму-

лам (9) и (18) вычисляются новая масса, плотность и внутренняя энергия через потоки для мо-

мента 1/ 2.nt   
 

Тестовые расчеты 

Для верификации полуаналитического метода в эйлеровых координатах были решены одно-

мерные задачи о распаде произвольного разрыва, о распространении стационарных ударных волн 

различной интенсивности и проведено сравнение полученного решения с аналитическим и реше-

нием, полученным базовым методом крупных частиц.  

Задача 1. Распад произвольного разрыва. В некоторой области, ограниченной отрезком [0;1] 

(см), находится газ, в начальный момент времени  0 t   разделенный контактной границей на 

две подобласти. Показатель адиабаты   5/3.   Геометрия сетки: 800N   равномерно распреде-

ленных точек вдоль оси x . 

Начальные распределения параметров газа вдоль пространственной координаты x  равны 



Жарылканова М.С., Полуаналитический метод решения уравнений 
Клиначева Н.Л., Яловец А.П. газовой динамики в переменных Эйлера 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 2, С. 32–40 

37 

3 6
1 1 1 13,87 кг/м ; 611,5 К; 0 м/с; 1,4 10  Па; 0,5 см;  T   U   P   x          

5
0 0

3
0 02,58 кг/м ; 91,7 К; 0 м/с; 1,4 10  Па; 0,5 см.  T  U   P   x           

На рис. 1 представлены распределения параметров на момент времени 4,5t   мкс. Решение, 

полученное полуаналитическим методом (ПА метод), совпадает с аналитическим решением [6], 

что говорит о высокой точности метода. Исходя из графиков, видно, что в момент времени, от-

личный от нуля, влево начинает распространяется волна разрежения, вправо – ударная волна. 

Решение, полученное численными методами, имеет «размытие» в области контактного разрыва. 

Решение, полученное базовым МКЧ, дает небольшой скачок параметров на фронте ударной вол-

ны. 

 
Рис. 1. Распад произвольного разрыва. Распределения скорости, давления,  

безразмерной  плотности и температуры на момент времени 4,5t   мкс 

Задача 2. Распространение сильной ударной волны (УВ). В некоторой области, ограниченной 

отрезком [0;1] (см), находится газ (показатель адиабаты   5/3  ), начальные значения параметров 

которого равны: 
3 5

0 0 0 01,29 кг/м , 300 К,  0 м/c, 2,29 10  Па; 0 1  см  T  U   P  x  .         

Через границу  0x   в расчетную область втекает стационарный поток с параметрами: 

1 0 1 1 110 , , , .P P  U  T    

Параметры 1 1 1, , U T    рассчитываются из соотношений на разрыве (соотношения Ренкина–

Гюгонио). Геометрия сетки: 800N   равномерно распределенных точек вдоль оси x . 

На рис. 2 представлены распределения параметров падающей сильной ударной волны на мо-

мент времени 3 t   с. На рис. 3 представлены распределения параметров отраженной ударной 

волны на момент времени 9 t   с. Полуаналитический метод дает хорошее совпадение с точным 

решением как для падающей, так и для отраженной ударных волн, в отличие от МКЧ. Решение, 

полученное базовым методом крупных частиц, имеет сильные осцилляции при отражении удар-

ной волны от жесткой стенки. Это говорит о том, что МКЧ нуждается в введении дополнитель-

ных слагаемых, обеспечивающих устойчивость решения, не всегда имеющих физическую обос-

нованность. Одним из способов обеспечения устойчивости решения МКЧ является введение ис-

кусственной вязкости [7], в которую входят эмпирические константы. Использование таких сла-

гаемых делает метод не универсальным. В то же время полуаналитический метод не требует вве-

дения никаких искусственных добавок. 

Задача 3. Распространение слабой УВ. В некоторой области, ограниченной отрезком [0;1]  

(см), находится газ (показатель адиабаты   5/3  ), начальные значения параметров которого рав-

ны: 
3 5

0 0 0 01,29 кг/м , 300 К, 0 м/с, 2,29 10  Па; 0 1  см  T  U   P  x  .         

Через границу  0x   в расчетную область втекает стационарный поток с параметрами 

1 0 1 1 11,5 , , , .P P  U  T    

Параметры 1 1 1, , U T    рассчитываются из соотношений на разрыве. Геометрия сетки: 800N   

равномерно распределенных точек вдоль оси x . 
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На рис. 4 представлены распределения параметров падающей ударной волны на момент вре-

мени 6t   мкс. На рис. 5 представлены распределения параметров отраженной ударной волны на 

момент времени 24t   мкс. 

 

Исходя из полученных графиков для слабой ударной волны, видно, что решение, полученное 

базовым методом крупных частиц, не совпадает с аналитикой и показывает сильные осцилляции, 

то есть метод не устойчив при описании распространения слабых ударный волн. В свою очередь 

решение, полученное рассматриваемым методом, полностью совпадает с аналитическим, что го-

ворит об универсальной применяемости данного метода для решения различных прикладных за-

дач. 

 

Заключение 

В данной работе представлен полуаналитический метод в эйлеровых координатах для реше-

ния задач гидрогазодинамики. Представлены результаты верификации данного метода на одно-

мерных задачах и сравнение с другим численным методом. Предложенный в данной работе ме-

тод показывает высокую точность для ударных волн различной интенсивности, что делает метод 

универсальным и применяемым для различных прикладных задач.  

Данный метод применим для расчетов в многомерном случае, поскольку в этом случае опи-

санный здесь алгоритм решения задачи сохраняется полностью. 
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Распределения безразмерной плотности  

и давления на момент времени 9t   мкс 

Рис. 4. Распространение слабой УВ. Распределения 
безразмерной плотности  

и давления на момент времени 6t   мкс 

Рис. 5. Распространение слабой УВ. Распреде-
ления безразмерной плотности  

и давления на момент времени 24t   мкс 



Жарылканова М.С., Полуаналитический метод решения уравнений 
Клиначева Н.Л., Яловец А.П. газовой динамики в переменных Эйлера 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 2, С. 32–40 

39 

2. Белоцерковский, О.М. Численное моделирование в механике сплошных сред / О.М. Бело-

церковский. – М.: Физматлит, 1994. – С. 27–39. 

3. Shestakovskaya, E.S. On one Method of Calculating Moving Boundaries in Euler Coordinates / 

E.S. Shestakovskaya, Ya.E. Starikov // Journal of Computational and Engineering Mathematics. – 2019. 

– T. 6, № 4. – P. 44–56. 

4. Беляев, П.Е. Влияние экранирующего слоя газовзвеси на силовое воздействие ударной 

волны на жёсткую стенку / П.Е. Беляев, Н.Л. Клиначева // Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. 

Механика. Физика». – 2016. – Т. 8, № 4. – С. 49–55. 

5. Ландау, Л.Д. Гидродинамика / Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц. – М.: Наука, Главная редакция 

физико-математической литературы, 1988. – 733 с.  

6. Куропатенко, В.Ф. Основы численных методов механики сплошной среды: монография / 

В.Ф. Куропатенко, Е.С. Шестаковская. – Челябинск: Издат. центр Южно-Уральского государст-

венного университета, 2017. – 253 с. 

7. Садин, Д.В. Модификация метода крупных частиц до схемы второго порядка точности по 

пространству и времени для ударно-волновых течений газовзвеси / Д.В. Садин // Вестник ЮУр-

ГУ. Серия «Математическое моделирование и программирование». – 2019. – Т. 12, № 2. – С. 112–

122. 
Поступила в редакцию 27 марта 2023 г. 

 

Сведения об авторах 

Жарылканова Мадина Салимжановна – студент, Южно-Уральский государственный универ-

ситет, г. Челябинск, Российская Федерация, e-mail: zharylkanovams@susu.ru 

Клиначева Наталия Леонидовна – кандидат физико-математических наук, доцент, кафедра 

«Вычислительная механика», Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, 

Российская Федерация, e-mail: klinachevanl@susu.ru 

Яловец Александр Павлович – доктор физико-математических наук, профессор, кафедра 

«Вычислительная механика», Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, 

Российская Федерация, e-mail: yalovetsap@susu.ru 

 

 

 
Bulletin of the South Ural State University 

Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 
2023, vol. 15, no. 2, pp. 32–40 

 
 DOI: 10.14529/mmph230205 

 

SEMIANALYTIC METHOD FOR SOLVING GAS DYNAMICS EQUATIONS  
IN EULER VARIABLES 
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Abstract. This paper presents a semi-analytical method for solving a system of equations of gas dy-

namics in Eulerian coordinates. Since only spatial derivatives are replaced by finite differences, the sys-

tem of gas dynamic equations is reduced to a system of ordinary differential equations on a spatial grid. 

An approximate analytical solution of this system of differential equations for a small time-interval is 

used to describe the dynamics of a gas in the entire required time interval. Verification was carried out 

on one-dimensional test problems on the decay of an arbitrary discontinuity and the propagation of sta-

tionary shock waves of various intensities. To compare one-dimensional problems, the solution of test 

problems is given by the simple-to-implement basic particle-in-cell method. It is shown that the semi-

analytical method has high accuracy of calculations, and is also the most universal method for calculat-

ing applied problems. 

Keywords: semi-analytical method; particle-in-cell method; shock wave; decay of an arbitrary dis-

continuity. 
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МАТЕРИАЛОВ, ИСПОЛЬЗУЕМЫХ В КАЧЕСТВЕ КАТОДОВ 
АВТОЭМИССИОННЫХ ИСТОЧНИКОВ ИЗЛУЧЕНИЯ 
 

К.Н. Белов1, А.С. Бердников1, В.Б. Киреев2, Н.Д. Кундикова 1,3, 
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Аннотация. Структурированные углеродные материалы находят ши-

рокое применение в технике и в научных исследованиях, в частности в ка-

честве материалов для автоэмиссионного катода, используемого в катодо-

люминесцентных лампах. Для определения влияния работы в качестве ка-

тодов на мелкозернистый графит (МПГ-6), пиролитический графит и ПАН-

волокно использован метод спектроскопии комбинационного рассеяния 

света. Зарегистрированы спектры комбинационного рассеяния всех трех 

материалов до работы и после работы в качестве катода в спектральном 

интервале от 1000 до 2000 см
–1

. Кроме характерных для углеродных мате-

риалов линий G, D и D’ обнаружена линия в интервале 1450-1460 см
–1

, ко-

торая наблюдается в исходном материале пиролитического графита и оста-

ется после эксплуатации, а также  появляется в образце МПГ-6 после рабо-

ты в качестве катода. Наибольшее изменение претерпевает относительная 

интегральная интенсивность линии D в пиролитическом  и МПГ-6, в пиро-

литическом графите наблюдается увеличение, а в МПГ-6 – уменьшение по-

сле работы в качестве катода, что может позволить использовать относи-

тельную интегральную интенсивность линии D для оценки работы катодо-

люминесцентных ламп. 

Ключевые слова: спектры комбинационного рассеяния; углеродные мате-

риалы; структурированные материалы; автоэмиссионный катод.  

 

Разработка и применение новых источников излучения на основе использования эффекта 

электронной автоэмиссии перспективны для разнообразных сфер деятельности, в частности, в 

качестве автоэмиссионных катодолюминесцентных источников света общего назначения [1], ис-

точников света для теплиц [2], источников УФ-света, в том числе для создания линейки систем 

для дезинфекции [3], а также для создания линейки эффективных рентгеновских трубок различ-

ного назначения [4]. Среди возможных применений таких автоэмиссионных источников излуче-

ния – создание как плоских, так и узконаправленных источников излучения высокой интенсив-

ности с возможностью подбора и даже перестройки спектров излучения. 

Углеродные материалы, такие как мелкозернистый плотный графит, пиролитический графит 

и углеродное ПАН-волокно, являются  перспективными дешёвыми материалами для  создания 

автоэмиссионных катодов со стабильными эмиссионными характеристиками для  экономичных 

экологически чистых источников излучения (не содержащих ртуть и другие редкие и токсичные 

химические элементы и их соединения). При работе материала в качестве катода в материале в 

условиях сильного электрического поля происходят изменения, которые могут являться причи-

ной выхода источника излучения из строя или изменения их эмиссионных характеристик. Одним 

из неразрушающих методов контроля материалов является спектроскопия комбинационного рас-

сеяния, которая позволяет получать информацию  о колебательном спектре материала и об его 

изменении при внешних воздействиях [5].  
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Цель работы – выявление изменений параметров линий, а именно, частоты, ширины и отно-

сительной интегральной интенсивности, в спектрах комбинационного рассеяния после работы 

углеродного материала в качестве катода в  автоэмиссионных катодолюминесцентных источни-

ках света. 

Исследования проводились для трех материалов: пирографита [6], ПАН-волокна [7] и мелко-

зернистого графита (МПГ-6) [8], сравнение проводилось между результатами, полученными для 

исходного материала и материала, проработавшего в качестве катода в источнике света до его 

полного выхода из строя. Сравнение поверхности исследованных образцов показало, что поверх-

ность МПГ-6 остается практически неизменной. Структура поверхности пирографита меняется и 

становится менее развитой (рис. 1, а, б), волокна ПАН-волокна увеличиваются в размерах (рис. 1, 

в, г). 
 

 
Рис. 1. Увеличенное изображение поверхности исследуемых образцов. 

а, б, в – двадцатикратное увеличение, размер кадра 700 мкм на 520 мкм, г – десятикратное увеличение, размер 
кадра 1,4 мм на 1,1 мм. а – пирографит, б – пирографит катод, в – ПАН-волокно, г – ПАН-волокно катод 

Спектры комбинационного рассеяния регистрировались на спектрометре комбинационного 

рассеяния ЗНЛ ИНТЕГРА СПЕКТРА  при возбуждении лазерным излучением с длиной волны 

473 нм на дифракционной решетке 1800 штр/мм  в спектральном диапазоне от 1000 до 2000 см
–1

. 

Разложение зарегистрированных спектров на отдельные линии и определение их основных пара-

метров, а именно, частоты, ширины и относительной интегральной интенсивности, выполнялось 

в свободно распространяемой программе Fityk [9]. Каждая линия описывалась функцией Лорен-

ца, параметры линий определялись трижды при разных уровнях фона, определялось среднее зна-

чение и максимальное отклонение. Точность определения параметров была выше для линий с 

большей интенсивностью. При определении  всех параметров максимальное отклонение не пре-

вышало 10 %. 

В углеродных материалах в данном  спектральном диапазоне наблюдается линия с частотой 

1582 см
–1

, традиционно называемой линией G, колебания на этой частоте соответствуют колеба-

ниям атомов углерода в сильно связанных гексагональных плоскостях, может  появляться линия 

на частоте 1357 см
–1

, которую традиционно называют D-линией. Происхождение этой линии свя-

зывают с нарушением трансляционной симметрии в материале. На плече линии  с частотой 

1582 см
–1 

наблюдается слабая линия с частотой 1620 см
–1

, обозначаемая как D’ и связанная с ра-

зупорядочением между слоями [8, 10]. 
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В таблице представлены частоты линий, которые наблюдались в спектрах комбинационного 

рассеяния исследованных образцов. Значения частот получены как среднее в нескольких точках 

каждого образца, отклонение от среднего значения по всем точкам образца не превышало точно-

сти, определяемой характеристиками спектрометра, и составляет в рассматриваемом диапазоне 

при использовании дифракционной решетки 1800 штр/мм величину 0,5 см
–1

. 

 
Линии, которые наблюдались в спектрах комбинационного рассеяния исследованных образцов 

 и значения их частот в обратных сантиметрах 

Материал D X G D' 

пирографит 1 364,9 1 458,1 1 581,7 отсутствует 

пирографит катод 1 366,8 1 458,5 1 584,7 1 624,4 

ПАН-волокно 1 370,1 отсутствует 1 592,6 отсутствует 

ПАН-волокно катод 1 373,2 отсутствует 1 599,0 отсутствует 

МПГ-6 1 366,1 отсутствует 1 583,0 1 616,9 

МПГ-6 катод 1 366,8 1 454,8 1 583,5 1 625,3 

 

Как видно из таблицы, линии D и G присутствуют в спектрах комбинационного рассеяния 

всех исследованных образцов. Линия D’ отсутствует как в исходном ПАН-волокне, так и в ПАН-

волокне после использования в качестве катода, отсутствует в исходном материале пирографита, 

но появляется после работы пирографита в качестве катода. В спектрах комбинационного рас-

сеяния исследованных образцов также наблюдалась линия в области частот 1450–1460 см
–1

, обо-

значенная в таблице как X, которую относят к колебаниям метиленовой группы, и которая на-

блюдалась, насколько известно из проведенного анализа литературы, только в ПАН-волокне [11]. 

Данная линия наблюдалась нами и в пирографите как до работы в качестве катода, так и после. В 

мелкозернистом графите эта линия появляется только после использования материала в качестве 

катода. 

Из анализа результатов, приведенных в таблице, следует, что частоты основных линий в 

разных материалах отличаются в пределах нескольких обратных сантиметров, а частота всех ли-

ний после работы в качестве катодов либо остается практически неизменной, либо увеличивает-

ся, наибольшее изменение частоты зарегистрировано для линии D’ в МПГ-6.  

Хотя частоты основных наиболее интенсивных линий незначительно отличаются в разных 

материалах, их относительная интенсивность различна для исследованных  материалов. На спек-

трах, представленных на рис. 2, отчетливо видны основные наиболее интенсивные линии D  и G, 

однако их относительная интенсивность варьируется в зависимости от типа материала. В пиро-

графите линия D  достаточно слабая, в МПГ-6 ее интенсивность больше, а в ПАН-волокне срав-

нима с интенсивностью линии G.  

Для получения количественной характеристики влияния работы в качестве катода на харак-

теристики исследуемых материалов использовалась относительная интегральная интенсивность 

линии D. Интенсивность определялась как отношение интегральной интенсивности линии  D к 

интегральной интенсивности линии G для спектров, записанных в тождественных условиях. На 

рис. 3 представлены значения относительной интегральной интенсивности линии D всех трех 

материалов до и после работы в качестве катода. 

На рис. 3 видно, что относительная интегральная интенсивность линии D слабо возрастает в 

ПАН-волокне после работы в качестве катода, в пирографите увеличивается практически вдвое, а 

в МПГ-6 уменьшается. В соответствии с результатами работы [8] относительная интегральная 

интенсивность линии D уменьшается при увеличении размеров кристаллитов, из которых состо-

ит мелкозернистый графит. Значения относительной интегральной интенсивности 0,56 и 0,46 со-

ответствуют размеру кристаллитов в мелкозернистом графите 79 нм и 96 нм до и после работы 

материала в качестве катода соответственно. 
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Рис. 2. Спектры комбинационного рассеяния исследуемых материалов в диапазоне от 1000 до 2000 см
–1

, 
зарегистрированные при возбуждении лазерным излучением на длине волны 473 нм с использованием 

дифракционной решетки 1800 штр/мм. 
а – пирографит, б – МПГ-6, в – ПАН-волокно, г – пирографит катод, д – МПГ-6 катод, е – ПАН волокно катод 

 

 
 

Рис. 3. Значения относительной интегральной интенсивности линии D во всех исследуемых образцах 

 

Выводы 

Зарегистрированы спектры комбинационного рассеяния всех трех материалов до работы и 

после работы в качестве катода в спектральном интервале от 1000 до 2000 см
–1

. Кроме характер-

ных для углеродных материалов линий G, D и D’ обнаружена линия в интервале 1450–1460 см
–1

, 

которая наблюдается в исходном материале пирографита и остается после эксплуатации, а также  

появляется в образце МПГ-6 после работы в качестве катода. Наибольшее изменение претерпева-

ет относительная интегральная интенсивность линии D в пирографите и МПГ-6, в пирографите 

наблюдается увеличение, а в МПГ-6 – уменьшение после работы в качестве катода, что может 

позволить использовать относительную интегральную интенсивность линии D наряду с другими 

характеристиками для количественных оценок изменений свойств поверхности углеродных ма-

териалов в результате автоэмиссии электронов при использовании этих материалов в качестве 

автокатодов катодолюминесцентных ламп. 
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Abstract. Structured carbon materials are widely used in engineering and scientific research, in par-

ticular as materials for the auto-emission cathode of cathodoluminescent lamps. We apply Raman spec-

troscopy to determine the effect on fine-grained graphite (MPG-6), pyrolytic graphite, and PAN fibers 

when used as cathodes. Raman scattering spectra of all three materials were recorded before and after in 

the spectral range from 1000 to 2000 cm
–1

. In addition to the main lines of G, D, and D’ of carbon mate-

rials, we found a line in the range of (1450–1460) cm
–1

 in the initial pyrolytic graphite, in pyrolytic 

graphite after use as a cathode, and in the MPG-6 sample after use as a cathode. We observed the great-

est change in the relative integral intensity of line D in pyrolytic graphite and MPG-6. This intensity in-

creased in pyrolytic graphite and decreased in MPG-6 after use as a cathode. It will be possible to use 

the relative integral intensity of line D to evaluate the operation of a cathodoluminescent lamp. 

Keywords: Raman scattering spectra; carbon materials; structured materials; auto-emission cath-

ode. 
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ОСОБЕННОСТИ НАНОДВОЙНИКОВЫХ СТРУКТУР В СПЛАВАХ 
ГЕЙСЛЕРА NI2MN1,5IN0,5 И NI2MN1,75IN0,25 
 

K.Р. Ерагер, Д.Р. Байгутлин, В.В. Соколовский, В.Д. Бучельников 
Челябинский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: eragerk@rambler.ru 

 
Аннотация. Представлены результаты расчетов фазовой стабильности 

и структурных свойств двойниковых структур сплавов Гейслера 

Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25. Рассмотрены структуры со случайным и пе-

риодичным расположением избыточных атомов Mn в подрешетке In. Пока-

зано, что композиции Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 с периодами модуляции 2-

5 и 3-3 соответственно являются стабильными относительно всех двойни-

ковых структур. Распределение избыточных атомов Mn не влияет на 

структурные характеристики рассматриваемых концентраций. Нанодвой-

никовые структуры сплавов Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 обладают схожими 

параметрами кристаллической решетки. С увеличением концентрации Mn 

наблюдается повышение стабильности исследуемых структур по отноше-

нию к распаду на составляющие стабильные компоненты. 

Ключевые слова: первопринципные вычисления; двойниковые структуры; 

фазовая стабильность; сплавы Гейслера. 

 

Введение 

Сплавы Гейслера на основе Ni-Mn демонстрируют бездиффузионные фазовые превращения 

из кубического высокотемпературного аустенита в низкотемпературную мартенситную фазу, что 

дает возможность для более энергоэффективного магнитокалорического охлаждения [1]. Сплавы 

проявляют различные эффекты, такие как магнитный эффект памяти формы [2], магнитная свер-

хупругость [3–7], магнитокалорический эффект [8, 9], гигантское магнитосопротивление [10], 

обменное смещение [11], кинетическая задержка [12, 13] и т. д. Бинарный сплав NiMn в мартен-

ситном состоянии ниже 973 К имеет тетрагональную структуру L10 с антиферромагнитным по-

рядком [14]. Легирование сплава NiMn Z-элементом (Z = In, Sn, Sb) приводит к сплавам Гейслера 

серии Ni2Mn2–yZy, в которых наблюдаются модулированные и тетрагональная (L10) мартенситные 

фазы, а также мартенситное превращение между фазами L10 и L21 (кубическая аустенитная 

структура). Постепенное увеличение концентрации элемента Z приводит к смене основного маг-

нитного состояния с антиферромагнитного на ферромагнитное, а также к снижению температуры 

мартенситного перехода с последующим его исчезновением при критической концентрации, 

близкой к стехиометрии в зависимости от типа атома Z (In, Sn или Sb) [3, 15–18]. При промежу-

точном легировании сплавы Ni2Mn2-yZy имеют модулированную моноклинную структуру в кон-

центрации Ni1,95Mn1,19Ga0,86, описываемую как несоразмерные 5M или 7M в мартенситном со-

стоянии и смесь ферро- и антиферромагнитных взаимодействий [19, 20]. Наличие модулирован-

ных структур в сплавах приводит к образованию деформаций, которые и представляют особый 

интерес в современных технологиях. Происхождение модуляционных структур остается под во-

просом, и на данный момент выдвинуто два конкурирующих объяснения [21–24]. 

Первое объяснение касается электронной нестабильности аустенитной фазы. Вложение по-

верхности Ферми в кубическую элементарную ячейку приводит к смягчению фононной моды. В 

результате мода колебаний решетки с определенным волновым вектором может быть возбуждена 

при очень низкой энергии, что приводит к легкому смещению атомных плоскостей решетки [25–

27]. Поэтому модуляции интерпретируются как большие сдвиговые движения атомных слоев, 

застывших в равновесной мартенситной фазе. 

Второе объяснение рассматривает фазовую границу между кубическим аустенитом и тетра-

гональным мартенситом, которая должна образоваться при переходе первого рода. Для миними-

зации энергии упругой деформации на границе раздела фаз необходимо переориентировать тет-

рагональные элементарные ячейки зеркально друг другу, которые чередуются вдоль границы 

раздела фаз (процесс двойникования). Различная ориентация элементарных мартенситных ячеек 
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связана двойниковыми границами. Если упругая энергия преобладает над энергией границы 

двойника, выгодно уменьшить расстояние между границами двойника до наноразмера.  

В адаптивной концепции [28] модулированный мартенсит представляет собой самую корот-

кую периодичность двойникования, определяемую параметрами решетки. Например, в сплаве 

Ni-Mn-Ga модулированная структура считается метастабильной, поскольку микроструктурные 

дефекты, такие как границы двойников, имеют избыточную энергию, которая может привести к 

переходу в тетрагональное основное состояние [27, 29–31]. Недавние первопринципные расчеты 

модулированных структур авторами [32] также показали, что самой выгодной по энергии в спла-

ве Ni2MnGa является структура 4О. Ее глобальный энергетический минимум располагается около 

c/a|NM = 1,25, что на 5 мэВ/ф.е. ниже полностью оптимизированного немодулированного мартен-

сита. Наиболее важным является то, что структура 4O представляется неадаптивной, т. е. она не 

может образовываться напрямую, а только в результате сложного процесса перестройки дальнего 

порядка. Другими словами, сдерживающими факторами образования структуры 4О являются ки-

нетические процессы, приводящие к тепловому гистерезису. Отметим, что двойникование значи-

тельно влияет на механические свойства конечных сплавов: прочность, пластичность, хрупкость, 

а также на электрические, магнитные и оптические свойства. В связи с этим интересным пред-

ставляются исследования двойниковых структур на атомарном уровне с целью выявления их 

особенностей и роли в формировании наноструктурных состояний. 

В настоящей работе представлены результаты первопринципных исследований структурных 

и магнитных свойств нанодвойниковых структур сплавов Гейслера на основе Ni2Mn1,5In0,5 и 

Ni2Mn1,75In0,25. 

 

1. Детали вычислений 

Первопринципные вычисления свойств нанодвойниковых структур типа nn и nm (nn – сим-

метричные, nm – несимметричные) для сплавов Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 (табл. 1) были вы-

полнены с помощью теории функционала плотности, реализованной в программном пакете VASP 

(Vienna Ab initio Simulation Package) [33, 34], используя приближение GGA-PBE [35]. Геометри-

ческая оптимизация проведена в рамках ионной релаксации для всех рассматриваемых структур с 

учетом ферро- (FM) и ферримагнитного (FIM) упорядочения магнитных моментов атомов Mn в 

«шахматном» (staggered – FIMs) и «послойном» расположении (layered – FIMl) (рис. 1). Для фор-

мирования составов Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 рассмотрены структуры с последовательным 

расположением избыточных атомов Mn на узлах In (Tw FIMs) и сгенерированные методом по-

строения специальной квазислучайной структуры с распределением Mn в подрешетке In (Tw sqs 

FIMs), рассчитанной в программном пакете ATAT [36] (рис. 2), с помощью которого также ниве-

лировалось образование «бесконечной плоскости» Mn вследствие увеличения его концентрации 

(рис. 3). Плотность k сетки составляла ~15 000 точек на атом обратной решетки. Энергия обрезки 

плоских волн составляла 460 эВ, а порог сходимости по энергии равнялся 10
–8

 эВ/атом. 

 
Таблица 1 

Период двойникования рассматриваемых структур (T) и количество атомов в суперячейках (N ат.) 

T 2-1 2-3 2-4 2-5 2-6 2-7 1-8 1-1 2-2 3-3 4-4 5-5 6-6 7-7 8-8 

N ат.  48 80 96 112 128 144 144 32 65 96 128 160 192 224 256 

 

 
Рис. 1. Распределение магнитных моментов в 16-атомной суперячейке сплава Ni8Mn8: 

а – FIMs, б – FIMl упорядочения 
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Рис. 2. Примеры двойниковых структур для сплава Ni2Mn1,75In0,25: а – расположение избыточных атомов согласно рас-
четам в программном пакете ATAT (Tw sqs FIMs), б – последовательное расположение избыточных атомов Mn в под-
решетке In (Tw FIMs) Красной ломаной линией обозначен период двойникования, а синей – двойниковые границы 

 
Рис. 3. а – образование марганцевой плоскости в 32-х атомной суперячейке сплава Ni2Mn1,5In0,5 FIMs вследствие 
расположения избыточных атомов Mn в узлах In, б – энергетически выгодная структура с атомами In (sqs FIM), 

расположенными в плоскости, позволяющими нивелировать дефект «бесконечной плоскости» атомов Mn  

 

2. Результаты вычислений 

Для исследования вопросов устойчивости кубической структуры по отношению к тетраго-

нальному искажению нами были выполнены расчеты полной энергии кристалла как функции 

тетрагонального искажения c/a для систем с ферро- и ферримагнитным упорядочением магнит-

ных моментов. Данные зависимости представлены на рис. 4 и 5. Графики построены нормирова-

но на тетрагональную фазу основного состояния рассматриваемых сплавов. По данным расчетов 

геометрической оптимизации кристаллических структур двойниковые структуры с последова-

тельным расположением избыточных атомов Mn демонстрируют большую энергию основного 

состояния, что говорит о фазовой нестабильности. Это связано с образованием марганцевой 

«бесконечной плоскости» в слое кристалла, которая является дефектом (рис. 3). Термин «беско-

нечная плоскость» вытекает из теоремы Блоха. В связи с этим на следующем этапе использовал-

ся программный пакет АТАТ, который позволяет предсказать наиболее вероятное и энергетиче-

ски выгодное расположение нужных атомов в структуре.  

 
Рис. 4. Зависимость полной энергии ΔЕ от тетрагонального искажения с/а для сплава Ni2Mn1,5In0,5 с FM, FIMs.и FIMl : 
а – nm, б – nn двойниковые структуры. Открытыми символами обозначены двойниковые структуры Tw sqs FIMs, а 

закрашенными – Tw FIMs 

 

Можно видеть, что в случае сплава Ni2Mn1,5In0,5 возможен переход из ферромагнитной аусте-

нитной фазы в ферримагнитную мартенситную sqs FIMs фазу c энергией кристалла Е = –6,52 

эВ/атом. Самой стабильной из всех рассматриваемых двойниковых структур сплава Ni2Mn1,5In0,5 
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является структура 2-5 со степенью тетрагональности с/a ~ 0,94 и энергией основного состояния 

Е = –6,51 эВ/атом. Разница с тетрагональной FIMs фазой составляет ~ 9,5 мэВ/атом. 

 

 
Рис. 5. Зависимость полной энергии ΔЕ от тетрагонального искажения с/а для сплава Ni2Mn1,75In0,25 с FM, FIMs.и 

FIMl: а – nm, б – nn двойниковые структуры. Открытыми символами обозначены двойниковые структуры Tw sqs 
FIMs, а закрашенными – Tw FIMs 

 

В сплаве Ni2Mn1,75In0,25 наблюдается переход из ферромагнитной аустенитной фазы в ферри-

магнитную мартенситную FIMl фазу c энергией основного состояния Е = –6,94 эВ/атом. Самой 

стабильной из всех рассматриваемых двойниковых структур сплава Ni2Mn1,75In0,25 является сим-

метричная структура 3-3 со степенью тетрагональности с/a ~ 0,97 и энергией основного состоя-

ния Е = –6,925 эВ/атом. Разница с тетрагональной FIMl фазой составляет ~ 18,1 мэВ/атом. 

На рис. 6 представлена рассчитанная разница энергий между рассматриваемыми двойнико-

выми структурами Tw FIMs и Tw sqs FIMs, наглядно демонстрирующая стабильность композиций, 

сгенерированных программным пакетом ATAT. Для сплава Ni2Mn1,5In0,5 разница между самой вы-

годной структурой двойника 2-5 Tw sqs FIMs и 2-5 Tw FIMs составляет ~ 8,97 мэВ/атом, тогда как 

для сплава Ni2Mn1,75In0,25 разница в энергии между структурами 3-3 Tw sqs FIMs и 3-3 Tw FIMs 

близка к ~ 8,59 мэВ/атом. Нанодвойниковые структуры 2-1, 3-3, 4-4 и 5-5 сплава Ni2Mn1,5In0,5 ха-

рактеризуются близкими по значениям энергиями с разницей < 0,5 мэВ/атом между Tw FIMs и Tw 

sqs FIMs типами двойников.  

 

 
Рис. 6. Зависимость полной энергии ΔЕ от модуляции сплавов: а, б – Ni2Mn1,5In0,5 и в, г – Ni2Mn1,75In0,25 для nm (а, в) 

и nn (б, г) двойниковых структур Tw FIMs и Tw sqs FIMs  

 

Перейдем к обсуждению значений параметров решеток всех нанодвойников, прошедших 

геометрическую оптимизацию, в рамках оценки сходимости структурных характеристик Tw FIMs 

и Tw sqs FIMs. 
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Рис. 7. Зависимость параметров решетки от модуляции сплавов: а, б – Ni2Mn1,5In0,5 и в, г – Ni2Mn1,75In0,25 для nm (а, 
б) и nn (в, г) двойниковых структур Tw FIMs – непрерывная линия и Tw sqs FIMs – пунктирная линия; синей и оран-

жевой линией обозначены параметры решеток для минимумов FIMs и FIMl в немодулированных мартенситных 
фазах в соответствии с рассматриваемыми композициями 

 

По данным расчетов параметров решеток для всех исследованных структур наблюдается со-

гласованность между Tw FIMs и Tw sqs FIMs, что говорит об отсутствии влияния распределения 

избыточных атомов Mn в подрешетке In на структурные характеристики сплавов, прошедших 

полную геометрическую оптимизацию.  

Рассмотрим далее вопрос фазовой стабильности исследуемых соединений по отношению к 

их сегрегации на составляющие стабильные компоненты. Для сплавов Ni2Mn1,5In0,5 и 

Ni2Mn1,75In0,25 были сгенерированы все возможные комбинации реакций вероятного распада на 

стабильные компоненты с соответствующими стехиометрическими коэффициентами: 
Таблица 2 

Реакции вероятного распада на стабильные компоненты сплавов Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 

№ Реактант Продукты распада 

Ni2Mn1,5In0,5 

1 261 Ni8Mn6In2 →  58 In9 + 27 Mn58 + 522 Ni4 

2 406 Ni8Mn6In2 → 29 In28Ni12 + 42 Mn58 + 725 Ni4 

3 174 Ni8Mn6In2 → 116 In3Ni3 + 18 Mn58 + 261 Ni4 

4 261 Ni8Mn6In2 → 58 In9 + 15 Mn58 + 696 MnNi3 

5 1218 Ni8Mn6In2 → 87 In28Ni12 + 76 Mn58 + 2900 MnNi3 

6 87 Ni8Mn6In2 → 58 In3Ni3 + 6 Mn58 + 174 MnNi3 

7 36 Ni8Mn6In2 → 8 In9 + 18 Ni4 + 27 Ni8Mn8 

8 72 Ni8Mn6In2 → 16 In9 + 72 MnNi3 + 45 Ni8Mn8 

9 28 Ni8Mn6In2 → 2 In28Ni12 + 8 Ni4 + 21 Ni8Mn8 

10 28 Ni8Mn6In2 → 2 In28Ni12 + 16 MnNi3 + 19 Ni8Mn8 

11 12 Ni8Mn6In2 → 8 In3Ni3 + 9 Ni8Mn8 

Ni2Mn1,75In0,25 

1 522 Ni8Mn7In1 → 58 In9 + 63 Mn58 + 1044 Ni4 

2 812 Ni8Mn7In1 → 29 In28Ni12 + 98 Mn58 + 1537 Ni4 

3 348 Ni8Mn7In1 → 116 In3Ni3 + 42 Mn58 + 609 Ni4 

4 522 Ni8Mn7In1 → 58 In9 + 39 Mn58 + 1392 MnNi3 

5 2436 Ni8Mn7In1 → 87 In28Ni12 + 188 Mn58 + 6148 MnNi3 

6 87 Ni8Mn7In1 → 29 In3Ni3 + 7 Mn58 + 203 MnNi3 

7 72 Ni8Mn7In1 → 8 In9 + 18 Ni4 + 63 Ni8Mn8 

8 144 Ni8Mn7In1 → 16 In9 + 72 MnNi3 + 117 Ni8Mn8 

9 56 Ni8Mn7In1 → 2 In28Ni12 + 8 Ni4 + 49 Ni8Mn8 

10 56 Ni8Mn7In1 → 2 In28Ni12 + 16 MnNi3 + 47 Ni8Mn8 

11 24 Ni8Mn7In1 → 8 In3Ni3 + 21 Ni8Mn8 
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Список стабильных бинарных соединений был взят из базы данных Materials project [37]. В 

результате была рассчитана энергия формирования Eform как разница Etot и сумма Ei возможных 

бинарных соединений: 
N

Stable
form tot i

i

E E E  , 

где Etot – полная энергия, Ei – энергия каждого компонента в его кристаллической структуре, N – 

различное количество компонентов распада. Отрицательное значение Eform указывает на то, что 

данное соединение будет устойчивым к сегрегации на смесь бинарных соединений и чистых эле-

ментов и наоборот. Это означает, что данное соединение может быть синтезировано в равновес-

ных физических условиях.  

В обогащенных сплавах Ni2Mn1+xIn1-x, с увеличением концентрации Mn за счет уменьшения 

содержания In по отношению к стехиометрии (x = 0) можно говорить о постепенном увеличении 

вероятной стабильности композиций вплоть до критического насыщения Mn (рис. 8), близкого к 

концентрации композиции Ni2Mn2. Для самой энергетически «выгодной» структуры nm 2-5 Tw 

sqs FIMs сплава Ni2Mn1,5In0,5 характерно наличие лишь трех реакций распада, гарантирующих от-

рицательную энергию формирования, обеспечивающую стабильность композиций. С увеличени-

ем концентрации Mn до x = 0,75 наблюдается 5 стабильных реакций для структуры nn 3-3 Tw sqs 

FIMs и 4 устойчивые реакции для структуры nn 3-3 Tw FIMs. Данное наблюдение позволяет сде-

лать предположение о существовании наиболее устойчивых к распаду двойниковых структур в 

бинарном сплаве Ni2Mn2. 

 

 
Рис. 8. Энергия формирования двойниковых структур nm 2-5 и nn 3-3 Tw FIMs и Tw sqs FIMs сплавов а – Ni2Mn1,5In0,5 

и б – Ni2Mn1,75In0,25 соответственно, где 1 … 11 –  рассмотренные реакции распада, представленные в табл. 2 

 

Заключение 

По данным проведенных исследований показана возможность мартенситного перехода из 

FM аустенитной фазы L21 в FIMs и FIMl для сплавов Ni2Mn1,5In0,5 и Ni2Mn1,75In0,25 соответственно. 

Дефект структуры, связанный с образованием марганцевой «бесконечной плоскости» в слое кри-

сталла, возможно нивелировать путем генерирования ячейки методом построения специальной 

квазислучайной структуры с распределением Mn в подрешетке In. Нанодвойниковые структуры с 

периодом модуляции 2-5 Tw sqs FIMs и 3-3 Tw sqs FIMs для Ni2Mn1,5In0,5 и для Ni2Mn1,75In0,25, со-

ответственно, являются самыми стабильными относительно всех двойниковых структур с разни-

цей относительно тетрагональной фазы на ~ 9,5 мэВ/атом и ~ 18,1 мэВ/атом соответственно. Рас-

пределение избыточных атомов Mn не влияет на структурные характеристики конечных рас-

сматриваемых сплавов. С увеличением концентрации Mn наблюдается увеличение количества 

стабильных реакций распада, что говорит о наиболее вероятной стабильности нанодвойниковых 

структур в сплаве Ni2Mn2. 

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рамках 

госзадания № 075-01493-23-00. К.Р. Ерагер выражает благодарность фонду поддержки моло-
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PECULIARITIES OF NANOTWIN STRUCTURES IN NI2MN1,5IN0,5 
AND NI2MN1,75IN0,25 HEUSLER ALLOYS 
 
K.R. Erager, D.R. Baigutlin, V.V. Sokolovskiy, V.D. Buchelnikov 
Chelyabinsk State University, Chelyabinsk, Russian Federation 
E-mail: eragerk@rambler.ru 
 

Abstract. This article presents the results of calculating the phase stability and structural properties 

of the twin structures of Ni2Mn1,5In0,5 and Ni2Mn1,75In0,25 Heusler alloys. The structures with a random 

and periodic arrangement of Mn-excess atoms in the In sublattice were considered. It is shown that the 

compositions of Ni2Mn1,5In0,5 and Ni2Mn1,75In0,25, with modulation periods of 2–5 and 3–3, respectively, 

are stable relative to all twin structures. The distribution of Mn-excess atoms does not affect the struc-

tural characteristics of the systems. The nanotwin structures of Ni2Mn1,5In0,5 and Ni2Mn1,75In0,25 alloys 

possess similar crystal lattice parameters. An increase in the stability of the structures with respect to the 

decomposition into constituent stable components is observed with an increase in the concentration of 

Mn. 

Keywords: ab initio calculations; twin structures; phase stability; Heusler alloys. 
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МАГНИТОДИНАМИКА РАЗБАВЛЕННОГО ФЕРРОКОЛЛОИДА  
В СДВИГОВОМ ПОТОКЕ 
 

А.А. Кузнецов 
Венский университет, г. Вена, Австрия 
E-mail: andrey.kuznetsov@univie.ac.at 

 
Аннотация. Работа посвящена теоретическому исследованию разбав-

ленной суспензии магнитных наночастиц при совместном действии на неё 

простого сдвигового течения и постоянного магнитного поля. Основное 

внимание уделено динамике вектора намагниченности системы. В первую 

очередь рассмотрен предельный случай, при котором влиянием враща-

тельной броуновской диффузии на поведение частиц можно пренебречь. 

Показано, что в зависимости от соотношения гидродинамического и маг-

нитного вращательных моментов атермальная магнитодинамика наноча-

стиц может иметь периодический либо апериодический характер. Дополни-

тельный учёт влияния тепловых флуктуаций произведен в рамках теории 

эффективного поля Марценюка–Райхера–Шлиомиса. Показано, что при 

любой ненулевой температуре намагниченность ферроколлоида за конеч-

ное время принимает некоторую стационарную ориентацию. Направление 

намагниченности в общем случае не совпадает с направлением поля. Рав-

новесная (параллельная внешнему магнитному полю) и неравновесная 

(перпендикулярная внешнему полю) компоненты намагниченности рассчи-

таны как функции двух безразмерных параметров – числа Мейсона (т. е. 

отношения гидродинамического вращательного момента к магнитному) и 

числа Пекле (т. е. отношения гидродинамического момента к тепловому). 

Продемонстрировано, что неравновесная компонента всегда является не-

монотонной функцией числа Мейсона, но при этом всегда увеличивается с 

ростом числом Пекле. 

Ключевые слова: магнитные наночастицы; ферроколлоид; сдвиговое тече-

ние; неравновесная магнитодинамика. 
 

Введение 

Ферроколлоиды, или магнитные жидкости, – это коллоидные растворы однодоменных нано-

частиц в немагнитной жидкости-носителе [1]. Сочетание высокой магнитной восприимчивости 

со способностью сохранять текучесть в широком диапазоне внешних воздействий обуславливают 

активное применение этой искусственно синтезируемой субстанции в различных отраслях про-

мышленности и медицине.  Примеры применения включают адаптивные демпферы и уплотните-

ли [2], системы магнитожидкостного охлаждения [3], магнитные смазки [4], системы адресной 

доставки лекарств [5], магнитную гипертермию опухолевых заболеваний [6] и magnetic particle 

imaging [7]. 

Известно, что теоретическое понимание магнитных, транспортных и реологических свойств 

реальных ферроколлоидов требует корректного учёта многих факторов, включая межчастичные 

взаимодействия, полидисперсность и броуновское движение [8]. Особую сложность для исследо-

вателей представляет поведение магнитных наноансамблей в неравновесных условиях, примером 

которых может являться сильное сдвиговое течение. До сих пор теоретический анализ феррокол-

лоидов в потоке ограничивался лишь изменением реологических свойств системы во внешнем 

поле [9, 10]. В этой работе мы попытаемся детально изучить, как комбинация течения и внешнего 

поля влияют на магнитные свойства суспензии, а именно на динамику её намагниченности.  
 

Постановка задачи и метод решения 

Рассмотрим суспензию идентичных сферических частиц диаметром d. Каждая частица обла-

дает постоянным по величине магнитным моментом µ. Частицы погружены в ньютоновскую 

жидкость с динамической вязкостью η. В системе создано простое сдвиговое течение со скоро-

стью сдвига  . На систему дополнительно действует однородное магнитное поле H. Вектор поля 

лежит в плоскости сдвига и перпендикулярен вектору скорости потока. Система термостатирова-
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на и поддерживается при постоянной температуре T. Выберем лабораторную систему координат 

так, чтобы поле было направлено вдоль оси Z, т. е.  0,0,HH , а скорость потока – вдоль оси X,  

 ,0,0zU . 

Целью работы является анализ поведения вектора намагниченности системы M при совмест-

ном воздействии магнитного поля и сдвигового течения. Задача будет рассматриваться в сле-

дующих предположениях:  

 система сильно разбавлена, и взаимодействием между частицами можно пренебречь; 

 внутренняя магнитная анизотропия частиц достаточно велика, чтобы магнитные моменты 

были «вморожены» в частицы (т. е. ориентация магнитных моментов может меняться 

только вследствие механического вращения частиц); 

 взаимодействие частиц с потоком можно рассматривать в рамках приближения Стокса 

(т. е. в приближении малых чисел Рейнольдса). 

Уравнение вращательного движения для одиночной частицы в вязкой жидкости можно запи-

сать следующим образом [11]: 

   0

d
J

dt
   

ω
μ H Ω ω ,              (1) 

где J – момент инерции частицы, ω – её угловая скорость. Поскольку магнитный момент «вмо-

рожен» в частицу, справедливо соотношение 

 
d

dt
 

μ
ω μ .               (2) 

Первое слагаемое в правой части уравнения (1) представляет магнитный вращательный момент, 

создаваемый полем. Второе слагаемое – гидродинамический вращательный момент, 

 (1/ 2) {0, / 2,0}  Ω U  – завихренность потока, 3d  – коэффициент трения. Инерци-

онным слагаемым в левой части уравнения (1) традиционно можно пренебречь благодаря допу-

щению о малых числах Рейнольдса [12].  

Введем безразмерный вектор намагниченности m = M/Ms, Ms – намагниченность насыщения. 

Будем рассматривать динамику вектора m в плоскости сдвига, т. е. будем искать решение в фор-

ме { ,0, }x zm mm . В отсутствие тепловых флуктуаций уравнения для вектора намагниченности 

будут идентичны уравнениям (1)–(2), запишем их в форме 

  x z x
z

dm m m
m

d Ma
  ,        (3) 

  
2
xz

x

mdm
m

d Ma
   ,       (4) 

где t  – безразмерное время, 0/Ma H   – вращательное число Мейсона, отношение 

гидродинамического вращающего момента к магнитному [13]. 

Влияние броуновского движения на динамику намагниченности учтем в рамках теории эф-

фективного поля Марценюка–Райхера–Шлиомиса [14–15]. В общем виде уравнение для намаг-

ниченности разбавленного ферроколлоида в рамках этой теории можно записать в форме 

   
2

2 2

1 1 ξ ζd m

d Ma Pem

 

  

  
       

m
ο m m m h m ,         (5) 

где / o Ω , / Hh H , / 2 BPe k T  – вращательное число Пекле, kB – постоянная Больцма-

на, 0 / Bk T ξ H  – т. н. параметр Ланжевена. В термодинамическом равновесии (при Ω = 0) на-

магниченность зависит от параметра Ланжевена как ( )L m h , ( ) coth 1/L      – функция 

Ланжевена. ζ  – эффективное поле, основной параметр описываемой теории. В произвольном 

неравновесном состоянии этот параметр связан с мгновенным значением намагниченности 
1( ) /L m mζ m . В термодинамическом равновесии ζ ξ . В нашей предыдущей работе [16]  

уравнение (5) было детально протестировано на примере задачи о динамике намагниченности 

ферроколлоида в переменном поле произвольной амплитуды и частоты. Прямое сравнение с ре-
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зультатами численного моделирования методом Ланжевеновской динамики показало высокую 

точность уравнения (5) вдали от термодинамического равновесия. Получим из (5) уравнения для 

компонент намагниченности по аналогии с (3)–(4): 

  
2

3x z x x
z

dm m m mm
m

d Ma Pem



 


   ,      (6) 

  
2

2

3 2xz z
x

mdm mm m
m

d Ma Ma Pem



 


     .           (7) 

Уравнения (3)–(4) и (6)–(7) в этой работе решались численно с помощью функции odeint 

библиотеки scipy [17]. 
 

Результаты  

В первую очередь рассмотрим частный случай атермальной динамики, описываемый урав-

нениями (3) и (4). Формально этот случай соответствует пределу Pe . Для определенности 

предположим, что в начальный момент суспензия находилась в состоянии насыщения, т. е. 

( 0) {0,0,1}  m . Расчётные зависимости компонент намагниченности от времени при различ-

ных числах Мейсона показаны на рис. 1. Можно видеть, что при 1Ma влияние внешнего поля 

слабо и вектор намагниченности равномерно вращается, увлекаемый вихрем скорости потока. 

Угловая скорость вращения близка к Ω. По мере уменьшения числа Мейсона скорость вращения 

замедляется, а само вращение становится нелинейным – временные зависимости mx и mz пере-

стают следовать гармоническому закону. Наконец, когда число Мейсона становится меньше кри-

тического значения Ma = 1 (т. е. когда воздействия магнитного поля на частицу становится силь-

нее влияния  сдвигового течения), картина качественно меняется. Динамика намагниченности 

становится апериодической – со временем она принимает некоторую постоянную ориентацию по 

отношению к вектору поля. Чем ниже число Мейсона, тем ближе система к состоянию насыще-

ния.  

Рис. 1. Динамика компонент намагниченности в атермальном приближении.  
Численное решение уравнений (3) и (4). Разные панели отвечают разным значениям числа Мейсона 



Физика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2023, vol. 15, no. 2, pp. 59–65 

62 

Рис. 2 показывает, как меняется динамика намагниченности под влиянием тепловых флук-

туаций. Ключевой результат в том, что теперь вектор намагниченности всегда принимает неко-

торую стационарную ориентацию, независимо от значения числа Мейсона. Теперь при Ma > 1 

колебания намагниченности носят затухающий характер. Амплитуда колебаний экспоненциаль-

но падает со временем. Чем ниже число Пекле, тем быстрее происходит затухание. Ещё одна 

особенность – уравнения (6)–(7) не сохраняют длину вектора (в отличие от (3)–(4)). Чем ниже Pe, 

тем меньше m – присутствие тепловых флуктуаций разупорядочивает магнитные моменты час-

тиц и ведет к ослаблению полного магнитного отклика. 

Рис. 3 показывает, как зависит величина и ориентация намагниченности в стационарном со-

стоянии от двух управляющих параметров, Pe и Ma. Видно, что компонента mx (т. е. компонента 

намагниченности, перпендикулярная к полю, её можно назвать «неравновесной») всегда немоно-

тонно зависит от числа Мейсона. В пределе Ma = 0 система стремится к магнитному насыщению, 

т. е. {0,0,1}m . В противоположном случае, при 1Ma , влияние течения столь велико, что ус-

редненный по всем частицам суспензии полный магнитный момент стремится к нулю. С умень-

шением числа Пекле компонента mx монотонно падает при любом Ma. «Равновесная» компонен-

та намагниченности mz всегда монотонно уменьшается с числом Мейсона. Зависимость mz от 

числа Пекле имеет различный характер в областях Ma < 1 и Ma > 1. В первом случае имеет место 

монотонный рост mz с Pe. Предельное стационарное решение для 1Pe  можно найти из (3)–(4), 

потребовав равенства нулю производных по времени: 2( 1, 1) 1zm Ma Pe Ma   ,  

( 1, 1)xm Ma Pe Ma  . В области Ma > 1 зависимость равновесной компоненты намагниченно-

сти от числа Пекле носит немонотонный характер, максимальное значение mz здесь достигается 

при Pe ~ 1.  

 

 

 

Рис. 2. Динамика компонент намагниченности с учетом тепловых флуктуаций. Численное решение уравнений (6)  
и (7). Разные панели отвечают разным значениям числа Пекле (число Мейсона всюду Ma = 2) 
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Заключение 

В работе теоретически исследована динамика намагниченности разбавленного монодисперс-

ного ферроколлоида при одновременном действии на него простого сдвигового течения и одно-

родного стационарного магнитного поля. Основным инструментом исследования являлась тео-

рия эффективного поля Марценюка–Райхера–Шлиомиса [14]. Было обнаружено, что в зависимо-

сти от соотношения магнитного и гидродинамического вращающих моментов, действующих на 

частицы, атермальная динамика намагниченности может иметь периодический либо апериодиче-

ский характер. Это, однако, не справедливо при дополнительном учёте тепловых флуктуаций 

вращения частиц. При любой ненулевой температуре (иными словами, при любом конечном 

вращательном числе Пекле) вектор намагниченности системы принимает некоторую фиксиро-

ванную ориентацию. В общем случае намагниченность направлена под углом к внешнему полю. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 19-31-60036). 
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Abstract. The work is devoted to a theoretical study of a dilute suspension of magnetic nanoparti-

cles under the combined action of a simple shear flow and a constant magnetic field. The main attention 

is paid to the dynamics of the magnetization vector of the system. It is shown that at any nonzero tem-

perature the magnetization takes a stationary orientation in a finite time. The direction of magnetization 

generally does not coincide with the direction of the field. Equilibrium and non-equilibrium magnetiza-

tion components are calculated as functions of two dimensionless parameters – Mason number (i.e., ra-

tio of hydrodynamic torque to magnetic) and Peclet number (i. e., ratio of hydrodynamic moment to 

thermal). 
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Аннотация. Получены и исследованы граничные условия для плоских 

электромагнитных волн на границе раздела изотропной среды с одноосным 

кристаллом. Получены элементы матрицы отражения, связывающей ком-

поненты электрического поля в отраженной волне с компонентами элек-

трического поля в падающей волне. Показана возможность сохранения по-

ляризации при отражении от границы с анизотропной средой. Получены 

условия сохранения векторов Джонса при отражении от поверхности одно-

осного кристалла. Исследована возможность существования эффекта Брю-

стера на границе с такой анизотропной средой. Брюстеровские поляризации 

оказываются близкими к p-поляризациям с небольшой примесью s-

поляризации. 

Ключевые слова: граница раздела с анизотропной средой; вектор Джонса; 

угол Брюстера. 

 

Введение 
Отражение электромагнитных волн от границы с анизотропной средой рассматривалось не-

однократно (см. например [1]). Тем не менее детальные исследования поляризационных эффек-

тов при отражении света от таких границ не проводились. Данная работа восполняет частично 

этот пробел. При отражении от границы двух изотропных сред поляризация волны никогда не 

сохраняется (за исключением двух тривиальных случаев s- или p-поляризованной падающей 

волны). Плоскость поляризации после отражения всегда прижимается ближе к границе раздела 

сред [2]. В случае анизотропных сред в отраженной волне всегда присутствуют обе s- и p-

поляризации, что допускает возможность сохранения векторов Джонса при отражении. Чтобы 

определить, при каких условиях это выполняется, были получены и исследованы граничные ус-

ловия для плоских электромагнитных волн в случае одноосного кристалла с осью, параллельной 

границе раздела кристалла и изотропной среды.  
 

Граничные условия 

Пусть электромагнитная волна падает под углом падения θ  на границу раздела изотропной 

среды и одноосного кристалла, как показано на рис. 1. На рис. 2 показаны направления волновых 

векторов в плоскости падения OXZ для волн в изотропной среде (обозначены как E) и для обык-

новенной и необыкновенной волн в анизотропной среде (обозначены как D). Для волн, распро-

страняющихся «сверху вниз», используется индекс «+», а для бегущих «снизу вверх» использу-

ется индекс «–». 

Запишем проекции векторов напряженности электрического поля Е и напряженности маг-

нитного Н на границу раздела в изотропной среде. Направления векторов для разных поляриза-

ций выбираются так, как показано на рис. 3 и 4, таким образом, чтобы при нормальном падении 

направления напряженностей электрических полей в падающей и отраженной волнах совпадали.  

Суммарные проекции полей записываются отдельно для каждой составляющей: для падаю-

щей p-поляризованной волны (см. рис. 3) и s-поляризованной волны (см. рис. 4). 

cos ( )px p pE E E     

0pyE   

sin ( )pz p pE E E     

0pxH   

( )py p pH n E E     

0pzH   

0sxE   

( )sy s sE E E    

0szE   

cos ( )sx s sH n E E   

0syH   

sin ( )sz s sH n E E     
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Рис. 1. Граница раздела OXY содержит оптическую ось 

кристалла, расположенную под углом β к оси OX 

 
Рис. 2. Расположение направлений волновых векторов 

в плоскости падения OXZ 

 

 
Рис. 3. Падающая p-поляризация 

 
Рис. 4. Падающая s-поляризация 

Для записи проекций полей в одноосном кристалле удобно пользоваться индукцией электри-

ческого поля вместо напряженности. Это обусловлено поперечностью поля D по отношению к 

волновому вектору. Введём также обозначения углов, связанных с ориентацией полей и волно-

вых векторов, упрощающие вид формул:  

sin sin /e en n   cos cos sine e    cos sin sine e    

sin sin /o n    cos cos sino o    cos sin sino o    

Перпендикулярные и параллельные оптической оси составляющие электрического E и маг-

нитного H полей необыкновенной и обыкновенной волн выражаются тогда через индукцию элек-

трического поля D следующим образом.  

Для необыкновенной волны: 

sin e
e eE D





  
cos e

e eE D









  
sin e

e eE D




  
cos e

e eE D










  

0eH   +
e

e
e

D
H =

n
   

0eH   
e

e
e

D
H =

n



  

Для обыкновенной волны: 

0oE   +
o

o

D
E =

ε




 
0oE   

o
o

D
E








  

sin o
o o

D
H 







  cos o
o o

D
H 









  sin o
o o

D
H 







   cos o
o o

D
H 









  

Индексы «е» и «о» обозначают компоненты необыкновенной и обыкновенной волн, которые 

имеют показатели преломления 2 2 21 sin cosen n
 

  
 





  
   

  
  

 и on = ε . Здесь n – по-

казатель преломления изотропной среды. 

Граничные условия заключаются в непрерывности тангенциальных составляющих электри-

ческого и магнитного полей на границе раздела. Остается только «сшить» все полученные выра-

жения в четыре граничных условия: 
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Для электрического поля, параллельного оптической оси: 

sin
cos cos ( ) sin ( ) ( )e

p p s s e eE E E E D D


  


                   (1) 

Для магнитного поля, параллельного оптической оси: 

sin
sin ( ) cos cos ( ) ( )o

p p s s o on E E n E E D D


  


     



                  (2) 

Для электрического поля, перпендикулярного оптической оси: 

cos sin cos
sin cos ( ) cos ( ) ( ) ( )e e o

p p s s e e o oE E E E D D D D
  

  
 

       

 

                  (3) 

Для магнитного поля, перпендикулярного оптической оси: 

cos cos sin
cos ( ) sin cos ( ) ( ) ( )e o o

p p s s e e o o
e

n E E n E E D D D D
n

  
  



       



               (4) 

 

Матрица отражения 

Полученная выше алгебраическая система уравнений позволяет вычислить различные ам-

плитудные коэффициенты отражения для разных поляризаций. В уравнениях (1)–(4) можно изба-

виться от компонент индукции электрического поля D и получить элементы матрицы отражения 

M, связывающей компоненты электрического поля в отраженной волне с компонентами электри-

ческого поля в падающей: 

pp spp p p

ps sss s s

r rE E E
M

r rE E E

  

  

      
       

      
      

. 

Здесь элементы матрицы отражения M даются выражениями:  

1 2 2 1

2 1 1 2

p p p
pp

p pp

E A C A C
r

B C B CE






 


 , при 0sE  ;      2 1 1 2

1 2 2 1

p s s
sp

s ss

E B C B C
r

A C A CE






 


, при 0pE  ; 

1 2 2 1

1 2 2 1

p p p ps
ps

p pp

A B A BE
r

B C B CE






 


, при 0sE  ;   1 2 2 1

1 2 2 1

s s s s s
ss

s ss

E B A B A
r

A C A CE






 


, при 0.pE   

Где введены следующие обозначения: 

1 , 3 , 1 2 1 , 3 2 2 , 1 3p s p s p s p sA a d e a d e a d e    1 , 3 , 1 2 1 , 3 2 2 , 1 3p s p s p s p sB b d e b d e b d e    

2 , 4 , 1 2 1 , 4 2 2 , 1 4p s p s p s p sA a d e a d e a d e    1 , 3 , 1 2 1 , 3 2 2 , 1 3p s p s p s p sB b d e b d e b d e    

1 3 1 2 1 3 2 2 1 3C c d e c d e c d e    2 4 1 2 1 4 2 2 1 4C c d e c d e c d e    

1 2 2 3 1cos cos ; sin ; sin ;p sa a n a n a a         ; 4 cospa n   ; 4 4s pa a  ; 

2 4
1 1 1 2 2 2 1 3 1 3 4 4; ; ; ; ; ; ;s s

p s p s s p s p s

a a
b a b b a b na b a b b a

n n
          

4 1 1 2 1 3 4 1 1

sin
; sin ; ; cos ; ; e

sb na c c na c c na d


 


        ; 2

sin oe



 ; 

3 3 4 4

sin cos cos cos sin cos
; ; ;e e o e o o

e

d e d e
n

     

    


    . 

В отсутствие поглощения и полного внутреннего отражения матрица M должна обладать оп-

ределёнными свойствами. Во-первых, она должна быть вещественной матрицей. Помимо этого, 

по аналогии с линейными эрмитовыми операторами квантовой механики, она обязана быть сим-

метричной. Симметричность M подтверждалась прямыми выкладками и вычислениями.  
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Эффект сохранения поляризации 

В изотропных средах поляризация света никогда не сохраняется при отражении от их границ 

раздела. На границе с анизотропной средой ситуация совсем иная. Представим отраженную в 

изотропной среде волну в виде 

pp spp p p

ps sss s s

r rE E E
r

r rE E E

  

  

      
       

      
      

.     (5) 

Алгебраическая система уравнений (5) может иметь нетривиальное решение только в случае 

равенства нулю детерминанта: 

det 0
pp sp

ps ss

r r r

r r r

 
 

  

 

Решение системы уравнений (5) и нахождение коэффициентов r аналогично решению задачи 

о расщеплении двукратно вырожденного уровня, разобранной в [3]. 

 1,2 0,5 pp ssr r r w   ,  
2 24 | |pp ss psw r r r      

Выражения для векторов Джонса J падающей волны имеют при этом следующий вид: 

 

 

0,5 1

0,5 1
| |

pp ss

pp ss

r r

w
p

r rps
s

w
sp

E
J =

r
E

r





 

 
  

   
  

    
 

. 

Наглядно представить поляризацию электрического поля удобно с помощью годографов 

нормированных векторов Джонса: точек или линий на поверхности сферы единичного радиуса в 

используемой системе координат. Волновые векторы при этом будут лежать в плоскости падения 

перпендикулярно векторам Джонса. В зависимости от угла падения θ  годограф вектора Джонса 

для одной из поляризаций прочерчивает на поверхности сферы линию от экватора (нормальное 

падение) и до полюса, где угол падения света  90   . Для различных положений оптической 

оси, разных углов β , получаются разные линии на сфере. На рис. 5 и 6 приведены годографы 

векторов Джонса J для сохраняющихся поляризаций: рис. 5 – для углов 45   , рис. 6 – для уг-

лов 45 90    . 

 
Рис. 5. Годографы вектора Джонса для углов β  от 0° 

до 45° с шагом 9°. 1,7; 1,55    

 
Рис. 6. Годографы вектора Джонса для углов β  от 45° 

до 90° с шагом 9°. 1,7; 1,55    

На рис. 6 видно, что для 45 90     плоскости сохраняющихся поляризаций могут 

принимать лишь ограниченные положения: ни одна из линий годографов на рис. 6 не пересекает 

вертикальные окружности на сфере, параллельные плоскости падения, в то время как для углов 

45    каждая из линий пересекает эти окружности. Вертикальные окружности на рис. 5 и 6 

соответствуют плоскостям поляризаций, составляющим угол в 45° с плоскостью падения. Данное 
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свойство не зависит от оптических параметров кристалла, но может быть пояснено с помощью 

рис. 7, на котором показаны графики зависимости от угла падения θ  двух коэффициентов 

матрицы отражения при 10   .  

 

 
Рис. 7. Графики   ppr θ  и  ssr θ  при 10   . 

1,7, 1,55    

 
Рис. 8. График зависимости pp ssr r  и ps spr r  в координа-

тах sin   и cos  . 1,7, 1,55    

 

Кривые на графике имеют точку пересечения, которая присутствует для всех углов 45   . 

Это пересечение соответствует равенству модулей компонент векторов Джонса для сохраняю-

щихся поляризаций, и значит, расположению плоскости поляризации под углом 45° к плоскости 

падения. Для углов 45 90     такое пересечение кривых отсутствует, именно поэтому поло-

жение плоскостей сохраняющихся поляризаций в этом случае ограничено областями, показан-

ными на рис. 6. 

 

Угол Брюстера 

Для границы двух изотропных сред угол Брюстера соответствует нулевому отражению p-

поляризованного света. На границе с анизотропной средой p-поляризованный свет всегда будет 

давать s-поляризованную составляющую в отраженной волне. Поэтому сам термин и условия 

«Брюстера» следует относить здесь уже к другой поляризации, которая, очевидно, будет опреде-

ляться углом β  оптической оси к плоскости падения. Если условия Брюстера выполнены для 

одной поляризации, то ортогональная ей поляризация должна сохраняться.  

Таким образом, условия Брюстера являются частным случаем сохраняющихся поляризаций с 

нулевым коэффициентом r в системе уравнений (5). Чтобы это было возможным, необходимо 

равенство нулю детерминанта матрицы отражения в (5): 0pp ss ps spr r r r  .  

На рис. 8 показаны зависимости pp ssr r  и ps spr r  от угла падения θ  и угла β , взятых в поляр-

ных для этих переменных координатах: sin   и cos  . Пересечение двух поверхностей как раз 

и соответствует выполнению условий Брюстера. При выполнении условия вектор Джонса па-

дающей волны приобретает вид 

1

ps ss

J
r r

 
 
 

. 

Условия Брюстера являются частным случаем сохранения поляризации при отражении. 

Другими словами, на линиях, изображенных на рис. 5 и 6, должны быть точки, соответствующие 

Брюстеровским поляризациям. 

На рис. 9 показана макушка сферы единичного радиуса со следами годографов 

сохраняющихся векторов Джонса, на которых отмечены точки, соответствующие условиям 

Брюстера. Оказывается, что эти условия реализуются между углами Брюстера для 
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коэффициентов преломления   2 20 1 sinen n
 

  
 





  
    

  
  

 и on =  . Брюстеровская 

поляризация оказывается при этом близкой к p-поляризации с небольшой примесью s-

поляризации на уровне нескольких процентов, но которая зависит уже от параметров кристалла. 

 
Рис. 9. Годограф векторов Джонса для углов Брюстера. 1,7, 1,55    

 

Заключение 

В настоящей работе были получены и исследованы граничные условия для плоских электро-

магнитных волн на границе раздела изотропной среды с одноосным кристаллом. Получены эле-

менты матрицы отражения связывающей компоненты электрического поля в отраженной волне с 

компонентами электрического поля в падающей волне. Показана возможность сохранения поля-

ризации при отражении от границы с анизотропной средой и получены условия для реализации 

этого эффекта. Исследована возможность существования эффекта Брюстера на границе с такой 

анизотропной средой. Брюстеровские поляризации оказываются близкими к p-поляризациям с 

небольшой примесью s-поляризаций. 
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Abstract. In this paper, the boundary conditions for plane electromagnetic waves at the interface be-

tween an isotropic medium and a uniaxial crystal have been obtained and analyzed. Elements of the re-

flection matrix that relates components of the electric field of the reflected wave back to those of the 

incident electromagnetic wave have been determined. Using the elements of the reflection matrix, we 

show that the possibility exists for polarization of light to be preserved upon reflection at the interface 

with anisotropic media. The conditions for the Jones vectors conservation upon reflection from the sur-

face of a uniaxial crystal are obtained. The existence of the Brewster effect at the interface with such an 

anisotropic medium has been studied and verified. The Brewster’s polarizations have been shown to be 

almost p-polarizations with just little admixture of s-polarization. 

Keywords: interface with anisotropic media, Jones vector, Brewster angle. 
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