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МЕТОДИКА ОЦЕНИВАНИЯ АДЕКВАТНОСТИ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 
 

Р.М. Вивчарь1, А.И. Птушкин1, Б.В. Соколов2 
1 
Военно-космическая академия имени А.Ф. Можайского, г. Санкт-Петербург, Российская  

  Федерация 
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  Российская Федерация 
E-mail: sokolov_boris@inbox.ru; vka@mil.ru 

 
Аннотация. Объектом исследования в данной работе являлись стати-

стические имитационные модели сложных технических систем, характери-

зуемых несколькими показателями эффективности их функционирования. 

От качества названных моделей зависит эффективность процесса получе-

ния знаний об исследуемых системах. Одним из основных свойств, характе-

ризующих качество любой модели, является ее адекватность – комплексное 

свойство модели, характеризующее степень соответствия значений вы-

ходных параметров модели и объекта с требуемой точностью при требуемой 

достоверности. Применяемые в настоящее время подходы к оцениванию 

адекватности таких моделей основаны на использовании разнообразных 

субъективных сверток показателей достоверности результатов исследова-

ний к некоему обобщенному показателю, сущность которого, как правило, 

не интерпретируется. Представленная в статье методика оценивания адек-

ватности статистических имитационных моделей сложных технических 

систем, характеризуемых несколькими показателями эффективности их 

функционирования, отличается от известных методик использованием в 

качестве обобщенного показателя адекватности – вероятности достижения 

выполнения с требуемой достоверностью всех требований по точности оп-

ределения каждого из рассматриваемых показателей эффективности. Этот 

показатель является естественным однозначно интерпретируемым (веро-

ятность выполнения требований к адекватности модели) объективным 

обобщенным показателем адекватности исследуемой имитационной моде-

ли. Для его вычисления предварительно с использованием метода Парзена–

Розенблатта получается плотность вероятности расстояний между реаль-

ными и модельными показателями эффективности исследуемой системы, а 

затем требуемый результат получается с помощью предложенного алго-

ритма кратного интегрирования этой плотности с использованием метода 

Монте-Карло. Даны рекомендации по реализации предусмотренных мето-

дикой вычислительных процедур. Применение методики иллюстрируется 

описанием вычислительного эксперимента. 

Ключевые слова: имитационное моделирование; точность; достоверность; 

адекватность модели; сложная техническая система. 
 

Введение 

Одним из основных способов получения знаний о сложных технических системах (СТС) яв-

ляется моделирование процесса их функционирования. Разнородность составных элементов СТС 

и разнообразие связей между ними, нелинейность различных свойств этих элементов обусловли-

вают целесообразность применения для исследования таких систем имитационного моделирова-

ния (ИМ), выходными результатами которого являются два и более показателей, отражающих 

эти свойства. 

Эффективность процесса получения знаний об исследуемой СТС зависит от качества ИМ, 

под которым понимается совокупность свойств, характеризующих их способность выполнять 

заданные функции. Одним из основных свойств модели, которое характеризует возможность по-
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лучения с ее помощью достоверных и точных данных об исследуемой СТС, является адекват-

ность. Адекватность ИМ – это комплексное свойство модели, характеризующее степень соответ-

ствия значений выходных параметров модели и объекта с требуемой точностью при требуемой 

достоверности [1]. 

Если подходы к определению количественной оценки адекватности ИМ с одним показателем 

эффективности их функционирования хорошо известны [1–3], то подходы к оцениванию адек-

ватности ИМ с большим количеством таких показателей по-прежнему требуют дополнительного 

исследования этого вопроса. 
 

Анализ подходов к оцениванию адекватности имитационных моделей 

Одним из наиболее распространенных подходов к оцениванию адекватности ИМ является 

подход, представленный в [1, 2] и заключающийся в оценивании меры близости r  результатов, 

полученных при моделировании (М), и результатов, полученных на основе обработки статисти-

ческих данных, в которых содержатся сведения об исследуемом объекте (Оb):  

( , ) , 1,Ob M
k k kr Ob M w w k K   ,                                                  (1) 

где Ob
kw  – значение показателя k-го свойства СТС, полученное из статистических данных; М

kw  – 

значение показателя k-го свойства СТС, полученное в результате ИМ ее функционирования; K  – 

количество свойств, характеризующих СТС. 

В качестве меры адекватности имитационной модели в этом случае выбирается вероятность  

 ( , ) 1kP r Ob M     ,                                                         (2) 

где   – положительная величина, характеризующая точность модели; (1 )  – положительная 

величина, характеризующая достоверность модели, которую будем называть доверительной ве-

роятностью и обозначать ее через (1 )   . 

В случае если СТС характеризуется только одним свойством, то такой подход является наи-

более привлекательным. Однако если СТС характеризуется двумя и более свойствами или какое-

либо свойство характеризуется несколькими показателями, то использование указанного подхода 

обусловливает необходимость для решения задачи оценивания адекватности ее имитационной 

модели получения свертки вероятностей (2) для каждого свойства СТС или для каждого показа-

теля, характеризующего какое-либо свойство.  

Еще один подход к решению задачи оценивания адекватности ИМ связан с использованием в 

качестве меры близости не расстояния (1), а расстояния между векторами, элементами которых 

являются значения показателей свойств СТС, полученные из статистических данных Ob
w  и при 

моделировании M
w . 

Для вычисления расстояния между этими векторами могут быть применены различные виды 

метрик, такие как метрики Евклида, косинусное расстояние, Чебышева, Хэмминга, Ли и др  [4], 

что также привносит элемент субъективизма.  

Как видим, оба рассмотренных подхода характеризуются высокой долей субъективизма в 

процессе оценивания адекватности ИМ. Приведённые обстоятельства обусловливают необходи-

мость совершенствования научно-методического аппарата оценивания адекватности ИМ. 

Целью данной статьи является представление методики объективного оценивания адекват-

ности стохастических ИМ СТС. 
 

Описание методики оценивания адекватности статистических имитационных моделей 

В основе данной методики лежит представление выходных показателей модели в виде сис-

темы случайных величин (СВ). Тогда в качестве меры адекватности ИМ может быть использова-

на вероятность 

 
1

1 1 1 1 1 2 1

0 0

( , ) ,..., ( , ) ,..., ( , ... ( , ,... ) ...
K

Ob М Ob М Ob М
k k k k K K K K K KP r w w r w w r w w f r r r dr dr

 

      
    ,    (3) 

где 1 2, ,..., K    – положительные величины, характеризующие точность модели по каждому по-

казателю; 1 2( , ,... )Kf r r r  – плотность вероятности расстояний между значениями показателей 

свойств СТС, полученными из статистических данных и в результате моделирования. 
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При этом модель будет считаться адекватной, если будет выполняться условие 

1 1 1 1( , ) ,..., ( , ) ,..., ( ,Ob М Ob М Ob М
k k k k K K K KP r w w r w w r w w       

 
.                      (4) 

Предлагаемое авторами статьи использование в качестве меры адекватности ИМ вероятно-

сти (3), характеризующей вероятность достижения требований по точности каждого из рассмат-

риваемых показателей, которая, по сути, является однозначно интерпретируемым объективным 

обобщенным показателем адекватности ИМ,  позволяет избавиться от субъективизма при реше-

нии подобных задач оценивания, а также сохранить общепринятый физический смысл перемен-

ных ,  . 

Обобщенная структурная схема методики, включающей в себя семь основных этапов, пред-

ставлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Структурная схема методики оценивания адекватности ИМ 

 

В качестве исходных данных для представленной методики используются данные, на основе 

которых синтезирована ИМ исследуемой системы, подлежащая оцениванию.  

Рассмотрим более подробно содержание предлагаемой методики. На первом этапе необхо-

димо осуществить ретроспективный анализ процесса функционирования реальной СТС, модель 

функционирования которой подлежит оцениванию с позиции ее адекватности. В результате тако-

го анализа формируется база данных, содержащая сведения о начальных параметрах процесса 

функционирования СТС и наблюдаемых (измеренных) значениях показателей эффективности 

исследуемого процесса. Содержание такой базы данных может быть представлено в виде табл. 1. 
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Таблица 1 
Результаты ретроспективного анализа процесса функционирования реальной СТС 

№ наблюде-
ния 

Множество начальных параметров 
(исходных данных) процесса функ-

ционирования СТС 

Показатели эффективности процесса 
функционирования СТС 

1 
1V  

1 , 1,Ob
kw k K  

…
 

…
 

…
 

n 
nV  , 1,Ob

knw k K  

…
 

…
 

…
 

N 
NV  , 1,Ob

kNw k K  

Начальные параметры процесса функционирования СТС, заданные вектором nV , будут в по-

следующем использоваться в качестве входных параметров ИМ этого процесса. Поскольку на 

пятом этапе методики предполагается расчет плотности вероятности расстояний kr , точность 

определения которой зависит от объема выборки этих расстояний, то целесообразно на первом 

этапе получить как можно большее количество наблюдений N. 

Второй, третий и четвертый этапы методики связаны с проведением серии из I вычис-

лительных экспериментов с ИМ c соответствующими значениями входных параметров nV , нахо-

ждением по результатам моделирования наиболее вероятных значений всех рассматриваемых 

показателей эффективности функционирования , 1,
M нв
knw k K  и получением N выборок расстоя-

ний { }knr .  

Количество прогонов ИМ в каждом эксперименте необходимо определять, исходя из тре-

буемого значения доверительной вероятности к результатам моделирования [5]. 

Необходимость использования для определения расстояний knr  наиболее вероятных значе-

ний показателей, полученных в результате моделирования, обусловлена тем, что рассчитать 

средние значения показателей эффективности процесса функционирования реальной СТС для 

конкретного варианта начальных параметров этого процесса в большинстве случаев не представ-

ляется возможным вследствие малого количества наблюдений с одними и теми же начальными 

параметрами процесса. Поэтому, на наш взгляд, целесообразно использовать в качестве knr  рас-

стояние между случайными значениями показателей эффективности функционирования реаль-

ной СТС и наиболее вероятными их значениями, полученными в результате ИМ при одних и тех 

же исходных данных: 

                                               , 1,
M нвOb

kn kn knr w w k K   .                                                      (5) 

Для определения 
M нв
knw  необходимо по результатам ИМ получить плотности вероятности 

( )M
kn knf w . Значения M

knw , соответствующие максимальным значениям плотности вероятности, и 

есть наиболее вероятные значения каждого рассматриваемого показателя эффективности функ-

ционирования СТС. Для получения плотности вероятности можно использовать любой метод 

восстановления плотности вероятности по выборочным данным, например, метод ядерной оцен-

ки. 

Последовательное выполнение основных этапов предлагаемой методики (с первого по чет-

вертый этапы) позволит получить выборку расстояний { }kn Nr , представляющую собой систему K 

случайных величин, полученную в результате проведения N экспериментов. Данная выборка 

представляет собой исходные данные для пятого этапа методики, целью которого является 

получение плотности вероятности системы случайных величин 1 2( , , ..., )Kf r r r . 

В случае независимости отдельных СВ kr , входящих в рассматриваемую систему СВ, плот-

ность вероятности может быть получена как 

1 2

1

( , , ..., ) ( )
K

K k k

k

f r r r f r


 .                                                       (6) 
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Однако использование выражения (6) возможно только после подтверждения гипоте-

зы о независимости отдельных случайных величин, что в случае 2K   связано с сущест-

венными вычислительными сложностями [6]. Поэтому целесообразно определять плот-

ность вероятности 1 2( , , ..., )Kf r r r  без предварительного определения факта зависимости 

или независимости случайных величин. Это может быть сделано с помощью метода вос-

становления плотности вероятности Парзена–Розенблатта [7–10]. При использовании 

этого метода в данном исследовании плотность вероятности 1 2( , , ..., )Kf r r r  определялась 

согласно [11] по формуле  

1

1 1

1 1
( , ..., , ..., ) ( )

KN
k kn

k K
k kn k

r r
f r r r Y

N h h 


  ,                                           (7) 

где knr  – реализация k-го расстояния в n-м опыте; kh  – ширина пропускания k-го расстояния; 

21
( )

21
( )

2

k kn

kk kn

k

r r

hr r
Y e

h 




  – Гауссова ядерная функция. 

В работе [7] выражение (7) представлено в несколько другом виде, а именно по K выполня-

ется суммирование, а не перемножение, как в данном случае. Однако, как показало данное ис-

следование, такое выражение может быть использовано только для случая 2K  . 

На шестом этапе предлагаемой методики необходимо путем K-кратного интегрирования 

полученной плотности оценить вероятность (3) и проверить выполнение условия (4). 

Для вычисления кратных интегралов используются различные способы. Так, например, в [7] 

одно- и двукратное интегрирование осуществляется с помощью встроенных в пакет прикладных 

программ MATHLAB специализированых функций, а интегрирование более высокого порядка 

кратности предложено проводить с помощью вложенных интегралов. Однако использование та-

кого способа для сложных подынтегральных функций сопряжено со значительными вычисли-

тельными затратами и характеризуется невысокой точностью, особенно для больших порядков 

кратности. 

Проведенные исследования показали, что для определения вероятности (3) в данной работе 

целесообразно использовать метод численного интегрирования на основе применения метода 

Монте-Карло. 

Сущность метода интегрирования на основе применения метода Монте-Карло заключается в 

том, что в случайно выбранных точках I-мерного пространства вычисляются значения подынте-

гральной функции, на основе которых определяется ее среднее значение. Значение интеграла при 

этом равно произведению среднего значения функции на объем тела, определенного числом этих 

точек [12]. 

Рассмотрим схему использования метода Монте-Карло для определения вероятности (3). 

Шаг 1. Определение количества экспериментов Q и количества точек J, по которым будет 

вычисляться интеграл в каждом эксперименте. Чем больше будет количество экспериментов и 

количество точек в каждом эксперименте, тем точнее будет результат определения вероятности 

(3). Однако большое количество экспериментов и точек в них может привести к существенному 

увеличению необходимых вычислительных ресурсов. Поэтому при определении этих параметров 

необходимо обеспечить требуемые значения показателей точности вычисления. Например, про-

веденные исследования показали, что для вычисления вероятности (3) для случая K = 3 c по-

грешностью 0,003    необходимо проведение 10 экспериментов с количеством точек в каж-

дом J = 10 000. 

Шаг 2. Для каждого эксперимента проводится генерация J точек с координатами 

1 2( , ,..., )j j Kjx x x , принадлежащих K-мерному параллелепипеду, ограниченному пределами интег-

рирования. Координаты точек рассчитываются согласно выражению (8) [12] 

( )н в н
kj k k kx r r r    ,                                                             (8) 

где ,н в
k kr r  – нижняя и верхняя граница интегрирования по kr  расстоянию соответственно;   – 

случайное число, распределенное по равномерному закону в интервале [0;1]. 
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Так как 0,н в
k k kr r   , формула (8) преобразуется в 

                                                                    kj kx   .                                                                      (9) 

Шаг 3. Вычисление значения функции (7) в каждой точке и определение ее среднего значе-

ния 

                                 1
1

( ( , ..., , ..., )) /
J

q q qср
q Kjj kj

j

f f x x x J


  .                                               (10) 

Шаг 4. Нахождение значения интеграла в каждом q-м эксперименте и вычисление значения 

вероятности (3) по формуле [12] 

                                     
1 1

( ( ( ))) /
Q K

ср в н
q k k

q k

P f r r Q
 

   ,                                                   (11) 

которая с учетом 0,н в
k k kr r    трансформируется в 

                                                  
1 1

( ( )) /
Q K

ср
q k

q k

P f Q
 

   .                                                        (12) 

Использование изложенного метода позволит с высокой точностью оценить меру адекватно-

сти любых ИМ за счет возможности вычисления интеграла любой степени кратности.  

Заключительной операцией шестого этапа методики является сравнение полученного зна-

чения вероятности (3) с требованием по достоверности  . В случае, если условие (4) выполняет-

ся, то разработанная модель обеспечивает требуемую степень адекватности. Если условие (4) не 

выполняется, то исходная ИМ подлежит коррекции (этап 7 методики) и процесс оценивания ее 

адекватности повторяется, начиная с первого этапа. 

Представленная методика оценивания адекватности ИМ отличается от известных методик 

использованием в качестве обобщенного показателя адекватности – вероятности достижения вы-

полнения всех требований по точности определения каждого рассматриваемого показателя эф-

фективности СТС. 

Таким образом, в рамках разработанной методики предлагается рассматривать адекватность 

имитационной модели, как комплексное свойство, характеризующее точность и достоверность 

исследуемой модели, и позволяющее избавиться от субъективизма при решении задачи много-

критериального выбора при сравнении различных вариантов моделей заданной СТС. 

 

Вычислительный эксперимент  

Для наглядной иллюстрации представленной методики рассмотрим ИМ функционирования 

системы эксплуатации (СЭ) ракетно-космического комплекса (РКК) при проведении двух после-

довательных пусков ракет-носителей и оценим ее адекватность.  

Выходными параметрами модели являются: продолжительность подготовки к пуску первой 

РН – 1
ппt ; продолжительность подготовки к пуску второй РН – 2

ппt ; стоимость функционирования 

СЭ РКК – С . 

Входными параметрами являются параметры системы эксплуатации, заданные множеством 

V . 

Требования к точности и достоверности выходных данных модели следующие: 

1 2  1 ч. – требования к точности определения значений продолжительности подготовки 

к пуску первой и второй РН соответственно; 

3  20000 у.е. – требования к точности определения значения стоимости функционирования 

СЭ РКК; 

  0,95 – требования к достоверности выходных параметров модели. 

На первом этапе методики предполагается, что в результате ретроспективного анализа про-

цесса функционирования реальной типовой СЭ РКК в течение 20 лет была получена база данных, 

содержащая сведения о начальных значениях ее параметров и наблюдаемых в последствии пока-

зателей эффективности процесса ее функционирования (табл. 2). 
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Таблица 2 
Результаты ретроспективного анализа процесса функционирования типовой СЭ РКК  

№ наблюдения Множество параметров СЭ РКК Показатели эффективности процесса 

функционирования СЭ РКК 
1
ппt , ч. 2

ппt , ч. С , у.е. 

1 
1V  51,3 52 8760274 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

20 
20V  49 61 8730288 

На втором и третьем этапах для каждого набора входных параметров , 1,20nV n   была про-

ведена серия из 1000 вычислительных экспериментов с разработанной имитационной моделью, 

обработка результатов которых позволила получить для каждого n тройку наиболее вероятных 

модельных значений показателей эффективности функционирования СЭ РКК (рис. 2). 

 
Рис. 2. Плотности вероятности и наиболее вероятные значения продолжительностей подготовки к пуску первой, 

второй РН и стоимости функционирования СЭ РКК при заданных значениях ее параметров  из множества 1V  

На четвертом этапе были получены выборки расстояний 20{ }knr , графическая интерпретация 

которых представлена на рис. 3. 

 
Рис. 3. Графическое описание множеств значений показателей эффективности функционирования реальной ти-

повой СЭ РКК, полученных в результате ретроспективного анализа и вычислительного эксперимента 
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Далее на пятом этапе методики с помощью метода Парзена–Розенблатта и формулы (7) была 

рассчитана плотность вероятности 1 2 3( , , )f r r r : 

              
320

1 2 3

1 1

1 1
( , , ) ( )

20

k kn

k kn k

r r
f r r r Y

h h 


  ,                                              (12) 

в результате трехкратного интегрирования которой по методу Монте-Карло получено значение 

вероятности удовлетворения требований к точности выполнения всех задач, стоящих перед мо-

делированием 

            1 1 2 2 3 3, , 0,96P r r r      .                                                 (13) 

Поскольку значение вероятности 0,95P  , то можно сделать вывод, что разработанная ИМ 

функционирования СЭ РКК адекватна реальной. 

 

Заключение 

Проведенные исследования позволяют сделать следующие выводы.  

1. Для всех применяемых в настоящее время методик количественного оценивания адекват-

ности ИМ характерен существенный элемент субъективизма, следствием которого является со-

хранение неопределённости оценки. 

2. Предложенная в работе методика оценивания адекватности ИМ обеспечивает получение 

комплексной объективной оценки ее адекватности, отвечающей на вопрос: «С какой вероятно-

стью будет обеспечена точность выполнения всех задач, стоящих перед моделированием». 

3. Предлагаемая в [7] формула (5) для построения плотности распределения случайных зна-

чений показателей качества функционирования СТС может быть применена только, если их ко-

личество не больше двух. При большем количестве рассматриваемых показателей необходимо 

пользоваться формулой (12), рекомендованной в [11]. 

4. Для выполнения процедур кратного интегрирования, применяемых в предложенной ме-

тодике для вычисления вероятности выполнения всех требований к обеспечению адекватности 

ИМ, целесообразно использовать процедуры интегрирования, основанные на использовании ме-

тода Монте-Карло. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 22-19-

00767, https://rscf.ru/project/22-19-00767) 
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Abstract. Statistical simulation models of complex technical systems characterized by several indi-

cators of operational efficiency were studied in this paper. The efficiency of obtaining knowledge on the 

examined systems depends on the quality of the models used. One of the basic properties describing the 

quality of a model is its adequacy – the complex property characterizing the degree of conformity of the 

values of the output parameters of the model with the object with the required accuracy and reliability. 

Current approaches to evaluating the adequacy of models are based on various subjective convolutions 

of confidence factors from research results to a generalized indicator the essence of which, as a rule, is 

not interpreted. The presented method of assessing the adequacy of statistical simulation models of 

complex technical systems with several performance indicators differs from existing methods by using a 

generalized indicator of adequacy, which is the probability of achieving the required confidence of all 

the accuracy requirements to determine each of the considered performance indicators. This indicator is 

a natural, unambiguously interpreted (the probability of satisfying the requirements for model adequacy) 

objective and generalized indicator of adequacy of the simulation model. For preliminary calculations 

we use the Parzen–Rosenblatt method and obtain the probability density function of distances between 

real and model indicators of effectiveness of the examined system. The required result is then obtained 

by the suggested algorithm of multiple integration of the density function using the Monte-Carlo meth-
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od. Recommendations on the realization of the computational procedures foreseen by the method are 

given. The application of the method is illustrated by a description of a computational experiment. 

Keywords: simulation modeling; accuracy; reliability; model adequacy; complex technical system. 
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Abstract. Wentzell boundary condition problems for linear elliptic equations 

of second order have been studied by various methods. Over time, the condition 

has come to be understood as a description of a process occurring on the bounda-

ry of a domain and affected by processes inside the domain. Since Wentzell 

boundary conditions in the mathematical literature have been considered from 

two points of view (in the classical and neoclassical cases), the aim of this paper is 

to analyse the stochastic Wentzell system of filtration equations in a circle and on 

its boundary in the space of differentiable K-“noise”. In particular, we prove the 

existence and uniqueness of the solution that determines quantitative predictions 

of changes in the geochemical regime of groundwater in the case of non-pressure 

filtration at the boundary of two media (in the region and on its boundary). 

Keywords: Wentzell system; filtration equation; Nelson–Glicklich derivative; 

Wentzell boundary conditions.  

 

Introduction 

Liquid filtration as well as its flow, diffusion, falling, etc. is one of the moisture transfer processes. 

The study of these processes begins with the study of their mathematical models. Let us consider one of 

the mathematical models of filtration. Let n , 2n   be a connected bounded region with boundary 

  of class C . The system of Barenblatt–Zheltov–Kochina equations [1], modelling the process of fluid 

filtration is defined on the compact    

      , , , , ,tu u u u u t x x t                        (1) 

      , , , , ,t

u
v v v v v t x x t  




       


     (1)  

 tr .u v on       (3)  

Here the symbol Δ  in (1) denotes the Laplace operator in the region Ω , and in (2) the same symbol 

denotes the Laplace – Beltrami operator on the smooth Riemannian manifold Γ . The symbol 

   , , ,t x t x    , denotes the normal to   external to  . The parameters 

, , , ,       characterise the medium. 

Previously [2], following the tradition of [3–7], we called the condition of the form (2), in which the 

order of derivatives on spatial variables is not lower than the order on the same ones in (1), the Wentzell 

boundary condition. However, intending in the future to consider different cases of   and   (for in-

stance,   is a bounded connected Riemannian manifold with edge Γ) we consider it necessary to call 

(1), (2) a system of equations, albeit defined on sets of different geometric dimension. This is supported 

by the fact that equations (1), (2) describe the same physical process of fluid filtration. The term 

“boundary conditions” should be reserved for the equations defined on the boundary (edge) of a region 

(manifold) and having a lower order of derivatives on spatial variables (see the classical treatise [8]). 

The name of the system of Wentzell equations emphasises the merits of the discoverer [9] of a new sec-

tion of mathematical physics. 

We will study the solvability of the system (1), (2) in the simplest case: 

        , : 0, , 0,2 is a circle, and { : 0,2 }r r R            is a circumference. In this case (1), 

(2) is transformed to the form 

     , , , , , , , , ,r t ru u u u u t r t r                      (4) 

     , , , , ,t Rv v u v v v t t                      (5) 
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in which 

   
2 2

, 2 2
, , .r R

r R

r R R r
r r r

 
  

     
         

    
 

To the system (4), (5) we add the matching condition (3) and provide it with initial conditions 

       0 00, , , , 0, .u r u r v v         (6)  

The solution of the problem (3)–(6) we denote as a deterministic solution. It should be noted that 

transforming the operator (4) to Cartesian coordinates we obtain 

   
2 2

2 2 2 2
, 2 2

2 2 .x y x y y x
x y

 
    

 
 

We transfer the consideration of the standard situation to our future research. 

Resorting to the stochastic interpretation of partial derivative equations, in this paper we are going 

to touch upon the studies of nondeterministic problems in the interpretation necessary for us, the distin-

guishing feature of which is a different notion of “white noise” in the sense of the Nelson–Glicklich de-

rivative of the Wiener process. The term Nelson–Glicklich derivative was originally introduced in the 

monograph [10], where the first derivative of a random process was found. This paradigm not only justi-

fied the consistency with the Einstein–Smoluchowski theory, which allows us to understand by Browni-

an motion the sought stochastic process, and by the derivative from this process – “white noise”, but 

also prompted the emergence of a new direction of study of stochastic equations of the Sobolev type. 

This is reflected in the studies of: dichotomies of a stochastic equation defined on a manifold [11]; ap-

plication of the phase space method in the case of (L, p)-bounded operator M in [12]; stochastic equa-

tions of Sobolev type of high order in [12]. 

The paper consists of two parts. In the first part the existence and uniqueness of the system of 

Wentzell equations in a circle and on its boundary are considered. The second part contains abstract rea-

soning consisting in the construction of space and proof of existence and uniqueness of the stochastic 

system of Wentzell equations in a circle and on its boundary. 

 

Deterministic case 

Since it is not difficult to notice, 

 
 

2

2
2

exp cos sin
2

k

k kk
k

R rk
u t a k b

k R

 
 







  
     
  

2

2
1

exp cos sin ,k k

k

k
t c k d

k

 
 







 
   

  (7) 

in which 

 
 2

0

0 0

, cos ,
2

kR

k k

R r
a u r k d rdr

R



  


    

 
 2

0

0 0

, sin ,
2

kR

k k

R r
b u r k d rdr

R



  


    

   
2 2

0 0

0 0

cos , sin ,k kc v k d d v k d

 

         

is the formal solution of equation (4). If the series in (7) converge uniformly, then we have a solution of 

the problem (4), (6), with 0.Ru   Taking this into account, we can construct the solution of problem 

(5), (6) 

 
2

2
2

exp cos sin ,k k

k

k
v t c k d

k

 
 







 
    
      (8) 

and in the case α= γ,β= δ  the solutions of the problem (4)–(6) will satisfy the matching condition (3). 

Further, the closure of the linear  

              1 1
span 2 cos , 2 sin : \ 1 , 0, , 0,2

k kk kR R r k R R r k k N r R   
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by the norm generated by the scalar product of 

     
2

0 0

, , , ,

R

r r rdrd



          

we denote by the symbol  .A   Closure of the linear   span cos ,sin : , 0,2k k k N      by the 

norm generated by the scalar product of 

     
2

0

, ,d



         

we denote by the symbol  .A   

 

Theorem 2.1 For any  0u A   and  0v A  such that (3) is satisfied, and any , , , , R     , 

such that ,     , and 2 ,k   in which k N,  there exists a singular solution 

      , ;u v C R A A     of problem (3)–(5). 

The existence of the solution is proved by formulas (7)–(8), the proof of the singularity of the solu-

tion is trivial. 

 

Stochastic case 

Let  , ,A P   be a complete probability space with probability measure P  associated to the σ -

algebra A  of subsets of the set  , and let R  be the set of real numbers endowed with a Borel σ -

algebra. A measurable mapping : R   is called a random variable. The set of random variables 

whose expectation E  is zero and variance D  is finite forms a Hilbert space 2 { : 0, }L E D       

with scalar product  1 2 1 2, E     and a norm 
2

2
L D  . 

Let us take the set T R  and consider two mappings: 2:f T L , which maps a random variable 

2L   to t T , and 2:g L  , which maps a point      to each pair  ξ,ω . The mapping 

:T  , which has the form     η= η t,ω = g f t ,ω , we will call a (one-dimensional) stochastic 

process. Considering T   an interval, we call a stochastic process  η= η t ,  t T,  continuous if a.b. 

(almost probably) all its trajectories are continuous (i.e., if a.a. (almost all) ω A  trajectories  η ,ω  

are continuous functions). The set of continuous stochastic processes forms a Banach space, which we 

denote by the symbol  2;C T L  with a norm 

 1 2

2
sup( ( , ))CL
t I

t  


 D . 

Let us consider the properties of the Nelson–Glicklich derivative η  of a stochastic process η  at the 

point t T  (for a detailed description, see for example in monograph [9]). If the Nelson–Glicklich de-

rivatives  η t,  of a stochastic process  η t,  exist at all (or almost all) points of an interval T ,  then we 

refer to the existence of a Nelson–Glicklich derivative  η t,  on T  (almost probably on T ). The set of 

stochastic processes, whose trajectories are Nelson–Glicklich differentiable on I  up to order 

{0}l N   inclusively form a Banach space  2;lC T L , l N  with a norm 

 
 

2

1/ 2

0

sup , .l

l k
η

C L
t I k

t 
 

 
  

 
D  

Here we will consider the zero-order Nelson–Glicklich derivative as the initial random process, i.e. 
 0
η η . Let us also note that the spaces  2;lC T L , {0}l N  , will be called “noise” spaces for sim-

plicity. (see, example, [3–7]). 
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Let us proceed to the construction of the space of random K -values. We consider H  a real separa-

ble Hilbert space with orthonormalised basis { }k , a monotone sequence { }kK     such that 

2

1 kk





  , and a sequence   2{ }k k L     of random variables such that k C  , for some 

constant +C  and for all k N . Let us construct a H -valued K -value 

   
1

.k k k

k

     




  

Completion of the linear envelope of the set  k k k{λ ξ φ }  by the norm  

2

1/ 2

2

1
K

k kH L
k

D  




 
  
 
  

is called the space of ( H -valued) random K -values and is denoted by the symbol 2KH L . As we can 

clearly observe, the space 2KH L  is Hilbertian, and the above constructed random K -value 

  2KH L     Similarly, the Banach space of ( H -valued)  K -“noises”  2;l
KC T H L , 

 0 ,l N   let us define it as an enlargement of the linear envelope of the set { }k k k    by the norm  

 

2

1/ 2

2

1 1

sup ,l
K

l m
ηkkC H L

t I k m

D 


  

 
  

 
   

where the sequence of “noises”  2{ } ;l
k C T L  ,  0 .l N   As we can clearly see, the vector 

   
1

, ,k k k

k

t t     




  

lies in the space  2;l
KC T H L , if the sequence of vectors  2{ } ;l

k C T L   and all their Nelson–

Glicklich derivatives up to and including order {0}l N   are uniformly bounded by the norm 
2

lC L
 . 

Now let A  ( F ) be a real separable Hilbert space with orthonormalised basis { }k  ({ }k ). Let us 

introduce a monotone sequence { } {0}kK R    such that 2

1 kk





  . By the symbol 2KU L  

( 2KF L ) we denote the Hilbert space which is a replenishment of the linear envelope of random K -

values 

2 2

1 1

, , ,k k k k k k k k

k k

L L         
 

 

 
    

 
   

by the norm  

22 2 2

1 1

U k k k kF
k k

D D     
 

 

 
  

 
  . 

It should be noted that in different spaces  ( 2KU L  и 2KF L ) the sequence K  can be different ( { }kK   

in 2KU L  and { }kK   in 2KF L ), but all sequences marked by K  must be monotone and summable 

with square. All results will, in general, be true for different sequences { }k  и { }k , but for simplicity's 

sake we will restrict ourselves to the case k k  . 

Let :A A F  be a linear operator. By the formula 

1

k k k

k

A A   




        (9) 

we define a linear operator 2 2: K KA U L F L , and if the series in the right-hand side of (9) converges 

(in the metric 2KF L ) then dom A  , and if it diverges, then dom A  . Traditionally, the spaces of 

linear continuous operators  2 2;K KL U L F L  and linear closed densely defined operators are defined. 

The following is valid 
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Lemma 3.1 (i) An operator  ;A L A F  exactly and only if  2 2;K KA L U L F L  

As it can be easily observed,  

22 2

1 1

const constk k k k kF UF
k k

A D A D      
 

 

     

(ii)  the operator  ;A Cl A F  exactly and only if  2 2;K KA Cl U L F L .  

Lemma 3.2  The operator  ;M Cl A F is p -limited with respect to the operator  ;L L A F  ex-

actly and only if  2 2;K KM Cl U L F L  is p -limited with respect to the operator  2 2;K KL L U L F L . 

Moreover, the relative spectrum is the same in both cases. 

For simplicity sake, let {A u     2 2
2 2W W    : 0}Ru  ,    2 2F L L    . Next, following 

the prescriptions above, we construct the spaces of random K -values 2KU L  и 2KF L . Random K -

value 2KU L   has a form  

1

.k k k

k

   




  

In which { }k   is the family of eigenfunctions of the Laplace operator , :r A F   orthonormalised in 

the sense of the scalar product  ,   from  2L  . Consider the linear stochastic Wentzel system of the 

fluid filtration equation in a circle and at its boundary. In this case (1), (2) is transformed to the form 

 , , ,r t r C                (10)  

  ,t R C                     (11)  

in which 

   
2 2

, 2 2
, , .r R

r R

r R R r
r r r

 
  

     
         

    
 

To the system (10), (11) we add the initial condition 

  00 .             (12)  

The solution of the problem (11)–(12) we will call a stochastic solution.  

Theorem 3.1 For any  0 2KU L    and any , , , , R     , such that ,     , а 2 ,k   

in which ,k N  there exists a single solution 2( ; )kC U L 
  of problem (10)–(12). 

The existence and singleness of the solution are proved by analogy with the deterministic case by 

virtue of Lemmas 3.1 and 3.2. 
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АНАЛИЗ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ВЕНТЦЕЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ В КРУГЕ И НА ЕГО ГРАНИЦЕ 
 
Н. С. Гончаров, Г. А. Свиридюк 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: goncharovns@susu.ru, sviridyuk@susu.ru   

 

Аннотация. Задачи с граничным условием Вентцеля для линейных эллиптических уравнений 

второго порядка изучались различными методами. Со временем условие стало пониматься как 

описание процесса, происходящего на границе области и на который влияют процессы внутри 

области. Поскольку в математической литературе граничные условия Вентцеля рассматривались 

с двух точек зрения (в классическом и неоклассическом случаях), целью данной работы является 

анализ стохастической системы Вентцеля уравнений фильтрации в круге и на его границе в про-

странстве дифференцируемых K-«шумов». В частности, доказано существование и единствен-

ность решения, которое определяет количественные прогнозные изменения геохимического ре-

жима грунтовых вод при безнапорной фильтрации, протекающей на границе двух сред (в области 

и на ее границе). 

Ключевые слова: система Вентцеля; уравнение фильтрации; производная Нельсона–

Гликлиха; краевые условия Вентцеля. 
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ON SOME CLASSES OF INVERSE PARABOLIC PROBLEMS 
OF RECOVERING THE THERMOPHYSICAL PARAMETERS  
 

S.G. Pyatkov, O.A. Soldatov 
Yugra State University, Khanty-Mansiysk, Russian Federation 
E-mail s_pyatkov@ugrasu.ru 

 

Abstract. In the article we examine the question of regular solvability in 

Sobolev spaces of parabolic inverse coefficient problems. A solution is sought in 

the class of regular solutions that has all derivatives occurring in the equation 

summable to some power. The overdetermination conditions are the values of a 

solution at some collection of points lying inside the domain. The proof is based 

on a priori estimates and the fixed point theorem.  

Keywords: parabolic equation, inverse problem, initial-boundary value problem, 

existence, uniqueness. 

 

Introduction  

We consider the well-posedness questions of inverse parabolic problems. Let G  be a domain in 
n  with boundary 2C . The parabolic equation is of the form  

         , , , , , , 0, ,tc t x u A t x D u f t x t x Q T G                          (1) 

where the functions ,f c  and the elliptic operator A  are as follows:  

             
11

0 0

1

, , , , , , , , , ,
r

x i i x i i

i i r

s
A t x D A t x D q t A t x D f f t x f t x q t

 

     

         
1

1

0 0

, 1 1

, , , , , .

rn n
i i i

i kl x k x i ik l k
k l k i r

A a t x a t x a c c t x f t x q tx
  

          

The equation (1) is furnished with the initial and boundary conditions  

   0 0 , , , 0, ,t S
u u Bu g t x S T             (2) 

where Bu u  or 
, 1

n

ij x ji
i j

u
Bu u a u u

N
  




   


  (  1 2 nν= ν ,ν ,…,ν  is the outward unit normal to Γ , 

and the overdetermination conditions  

   , , , 1,2, , .j j ju t b t b G j s           (3) 

The unknowns in (1)–(3) are a solution u  and the functions  iq t  ( 1,2, ,i s  ). The problem (1)–

(3) arise in describing the heat and mass transfer, diffusion, and filtration processes, ecology, and many 

other fields. The problem of determining thermophysical and mass transfer characteristics with the use 

of inverse modelling is studied in [1], where the results are used for describing the temperature regimes 

of the soils of the northern territories. We can refer to the monograph [2] devoted to inverse parabolic 

probems and to [3–6], where the main statements of inverse problems and some applications can be 

found. The number of theoretical results devoted to the problems (1)–(3) is sufficiently small. We 

should refer to the articles [7–10], where in the case of 1n   the thermal conductivity depending on time 

is defined and existence and uniqueness theorems are established with the additional data being the val-

ues of a solution at some points lying in the domain or on its boundary. The thermal conductivity inde-

pendent of one of the spacial variable and some other coefficients are identified in [11, 12] with the use 

of the Cauchy data on the lateral boundary of the cylinder and integral data. Existence of a solution is 

proven and stability estimates are exposed. The monograph [3] (see also the results in [13]) contains the 

existence theory for inverse problems of recovering the coefficients in the leading part of the equation 

independent of some part of variables with the overdetermination data given on sections of the spacial 

domain by planes. In view of the method, all coefficients also are independent of some spacial variables. 

More complete results for the problems (1)–(3) can be found in [14–17], where the well-posedness of 
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the inverse problems in question is established for the case of the additional data are the values of a solu-

tion on some spacial manifolds or at some collection of points. However, in these articles  , 1c t x   ex-

cept for the article [15], where    ,c t x c t  in the case of the pointwise ovedetermination. The exist-

ence and uniqueness theorems in the case of the unknown heat capacity and the integral 

overdetermination data are exposed in [18–20], where    ,c t x c t  or  , constc t x  . Note that inverse 

problems with pointwise data have been studied by A.I. Prilepko and his followers and a number of 

classical results is presented in [2]. Similar results under different conditions on the data and in some 

other spaces can be found in [21, 22]. Our results are close to those in [23]. In contrast to this article, the 

heat capacity here is unknown. The main results of the article are exposed in Sect. 2.  

 

Prelimiraries 

The definition of the Sobolev spaces  s
pW G;E ,  s

pW Q;E  ( E  is a Banach space) can be found in 

[24]. If E = R  or nE = R  then we omit the notation E  and write  s
pW Q . The definitions of the Hölder 

spaces    α,β α,βC Q ,C S  can be found in [25]. By the norm of a vector, we mean the sum of the norms 

of its coordinates. Given the interval  0,J T , put        s,r s r
p p p p pW Q =W J;L G L J;W G , 

       s,r s r
p p p p pW S =W J;L Γ L J;W Γ . All function spaces as well as the coefficients of the equa-

tion (1) are assumed to be real. In what follows, we suppose that 2p n  . The definition of the bound-

ary of class sC , 1s  , can be found in Ch. 1 in [25]. Denote by  δB b  the ball of radius δ  centered at 

b . Fix a parameter 0   such that    δ i δ jB b B b =   for i j  and  δ iB b Γ =  , 

, 1,2, ,i j s  . Denote  0,Q G    and  δ i δ iG = B b . Construct nonnegative functions 

( )n
j C   such that 1j   in  / 2 jB b ,   0x   and 0j   for  3 / 4 jx B b . Let  

s

j

j=1

φ= φ x . 

The consistency and smoothness conditions can be written as  

         2 2 / 0 0
0 0

,2
, 0, , 0, , ,

kp
p p

k
u x W G B x D u g x g W S 


               (4) 

where 0 1 1 1/ 2k s p    for Bu u  and 0 0 1/ 2 1/ 2k s p    otherwise;  

         
2

3
1 1

0 , 0, ; , 0, ; ,p k k
p ij p l p pu x W G a L T W G a L T W G 


                  (5) 

where , 1,2, , , 0,1, , , 0,1, ,i j n l n k r      ;  

         1 10, ; , 0, ; , ,l p p l pf C Q L T W G f L T W G f L Q                            (6) 

where 11, ,j r r    и 10, 1, ,l r s   . We use the inclusions of the form   10, ;p pf L T W G  or 

similar, where the set δG  consists of several connectedness components (in this case  δ jB b ). By defi-

nition, this means that      10, ;p p jB j
f L T W B bb 


  for all j . This space is endowed with the norm 

equal the sum of the norms over the corresponding connectedness components We assume that  

     0 02,
, , , ,

s sk k k
ij l p ij p

S
a C Q a L Q a W S                  (7) 

where the last inclusion is required only if Bu u ,  

             1
00, , 0 , , , , 0, ,k

j j j l j m jC T u b a t b f t b C T                  (8) 

where 1, , , 0, 1, , , 0,1, , , 0,1, , .j s m r s l n k r          In view of (5), (8), the traces 

   , , ,k
m p l jf t b a t b  are defined and      , , , 0,k

m p l j pf t b a t b L T ; moreover, 
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      , , , ; 0,k
m l pf t x a t x C G L T  (after a possible change on a set of zero measure 0) (see [26], Sect. 

2,3,4, the relations (3.1)–(3.9), the corollary 4.3).  

Consider the matrix 0B  of dimension s s  with rows  

                 11

' '
1 0 0 1 1

0, , , , 0, , , 0, 0 , , 0 , 0, , , 0, .j j r j j r j j r j r j s jA b D u b A b D u b f b f f b f b      

and assume that  

0det 0.B              (9) 

Consider the system  

0 0 0 ,B q g           (10) 

0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0( (0, ) (0) (0, , ) (0, ),..., (0, ) (0) (0, , ) (0, )) .T
t s st s sg c b A b D u f b c b A b D u f b       

In view of (9) the system (10) has a unique solution  0 01 0, , sq q q  . Denote 0
0

1

r
i

pl pl pl i

i

a a a q


   

and below we suppose that  

     2
0 0

, 1

, | | , , .
n

n
pl p l

p l

L a t x t x Q     


       

   
1

0 0 0

1

, , ,

r

i i

i r

C c q f t x t x Q
 

      

where 0δ  is a positive constant. The operator    0
0 0

1

, , , ,
r

x i i x

i

A A t x D q A t x D


    is elliptic and we 

can consider the problem  

     0
00

, , , , , .t x t S
C t x u A t x D u f u u x Bu g


                      (11) 

Theorem 1. Assume that the conditions (4), (7) hold and  pf L Q . Then there exists a unique so-

lution  1,2
pu W Q  to the problem (11). If 0g   then it satisfies the estimate  

     2 2 /1,2 0 ,pW LWp pp
u c u fQ QG

 

 
  

  

         (12) 

where the constant c  is independent of 0 , , (0, ]u f T  . If additionally the condition (5) holds and 

  10, ;p pf L T W G   then   30, ;p pu L T W G  ,   10, ;t p pu L T W G   and if 0g   then  

3 1 2 21,2 0( ) (0, ; ( )) (0, ; ( )) ( )
[ p

p p p
tW Q L W G L W G W Qp p p

u u u c u  
       

13 20 ( ) (0, ; ( ))( )
],

p
p

L Q L W GW G p pp
u f f 

     (13) 

where c  is independent of 0 , , (0, ]u f T  . 

Proof. The first claim results from Theorem 2.1 in [24]. The estimate (12) results from the conven-

tional arguments (see, for instance, Theorem 2 in [22], Theorem 1 in [21]). Additional smoothness of a 

solution is established as in Theorem 1 in [27] (see also the proof of theorem 4, subsect. 3, sect. 2, Ch. 4 

in [23]). The claim is also contained in Theorem 1 in [28] which can be applied here.  

Denote the left-hand side of (13) by τH
u  and the quantity 1( ) (0, ; ( ))pL Q L W Gp p

f f 
  by τW

f .  

The corresponding Banach spaces are denoted by τH  and τW , respectively. The space τH  comprises 

the functions 1,2( )pu W Q  such that 3(0, ; ( ))p pu L T W G  , 1(0, ; ( ))t p pu L T W G  , u  satisfies the ho-

mogeneous initial-boundary conditions in (11).  
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Main results  

Theorem 2. Let the conditions (4)–(9) hold. Then there exists a number 0 (0, ]T   such that on 

 00,  there exists a unique solution  1 2, , , , su q q q  to the problem (1)–(3) such that 1,2 0( )pu W Q


 , 

3
0(0, ; ( ))p pu L W G  , 1

0(0, ; ( ))t p pu L W G  ,   00,jq C  , 1,2, ,j s  .  

Proof.  Let 1( ,..., )Tsq q q . Find a solution   to the problem (11), where we take 

 
11

0 0,i i

i r

s
f f f t x q



    and the functions 0,g u  are our data in (11). By Theorem 1, there exists a solu-

tion to the problem (11) such that  1,2
pW Q , 3(0, ; ( ))p pL T W G ,   10, ;t p pL T W G  . Make 

the change u v  . We obtain the problem  

              
1

0

1

, , , , ,t t i i

i r

s
Lv c t x v S v A A c t x C t x f t x t 



                      (14) 

where 0( ) ( ( ))= A A ,       ( )
r

i i x

i=1

A = μ t A t,x,D  ,  0 , ,c C c t x  ,  
1

0

1

, ,

r

i i

i r

c t x f 
 

  , 

   i i 0iμ t = q t q ,  1, , s    ;  

     0 0, 0, , , , 1, , .t S j j j jv Bv v t b t t b j s                                     (15) 

In view of the properties of the function  , 1,2( )pD W Q  for all j  and | | 1  . The embed-

ding theorems yield      1 2 / 2 ,2 2 /
, ( )

n p n p
iD t x C Q

   
   (see Sect. 6.3 and Theorem 1 (the Sect. 

Remarks p. 424) in [29]) and thereby     , 0,jD t b C T  . In this case the function 

   , ,k
ij j x ja t b D t b ,    , ,k

i j x ja t b D t b  belong to   0,C T . Hence,     0 , 0,jA t b C T   (after a 

possible change on a set of zero measure). Similarly,     , 0,jC t b C T . Consider the right-hand side 

in the equation for  . We have that     , 0,k jf t b C T  (in view of (6), (8)). From the equation we 

infer     , 0,t jt b C T   for all j . Thus, we have reduced the problem (1)–(3) to a simpler problem 

(14)–(15). Let       00,0
{ 0, : }R C

B C R


     . Consider the expression  
1

n

ij i j

ij

L a  


 , 

r
k

ij ij k

k=1

a = a μ  and find the quantity 0R  such that  

 
1

2

0 0 0
1

( ) / 2 , / 2, , , .

r
n

i i R

i r

L c C f t x Q B      
 

           

In this case the operator  S μ  is elliptic and Theorem 1 holds with  S μ  rather than 0A . Given a 

vector 
0RB , find a solution v  to the problem (1)–(2) on  0,  such that 3(0, ; ( ))p pv L W G  , 

1(0, ; ( ))t p pv L W G  . Study the properties of this map ( )μ v μ . Theorem 1 yields  

   
1

11

1

1 1

, , , .
rr

i i i i t i i

i i r i r

s
v L f f A t x f f t x  





   

              (16) 

We have the estimate  

 1 ,
H WH

v L f c f 
              (17) 



Pyatkov S.G., On Some Classes of Inverse Parabolic Problems 
Soldatov O.A. of Recovering the Thermophysical Parameters 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 3, С. 23–33 

27 

The conditions on the coefficients imply the estimate  

 
  2
0,

,
W C

f c


        (18) 

where the constant 2c  depends on the quantities τi W
f   1 1i r  , 1(0, ; ( ))i L W G

f
 

  11r i r   , 

H
  (we can replace τ  with T  in these norms and thus we can take 2c  independent of τ ). Take 

0Ri B    1,2i   and consider the corresponding solutions 1v , 2v  to the problem (14)–(15). Let 

 1 2, , , , 1,2i i sii i      . Subtracting the latter equation (1) from the former, we obtain that the dif-

ference 2 1v v   ,  i iv v   meets the equation  

 
       1 2 1 2

2 1 1 2

1

, , / 2
2 2

r

t j j j

j

c c
S t t A t x D v v

 
   



  
      

 
  

              
1

2 1 1 2 2 1

1 1

, / 2 , ,

r r

j j j t t j j j

j r j

t t f t x v v t t A t x D   
  

       

           
1

2 1 2 1

1 11

, .

r

j j j t j j j

j r j r

s
t t f f t x t t f   

   

                            (19) 

We have that  1 2 0
/ 2 RB    and, thus, the following estimate (see (17)) holds:  

τ τH W
ω c f ,      (20) 

The estimates (18), (20) ensure that  

  2 2 1
0,

,
H W C

c f c c 


         (21) 

where 2c  depends on the norms  1 2 / 2
H

v v  , τi W
f   1 1i r  , 1(0, ; ( ))i L W G

f
 

  11r i r   , 

H
 . Let  v= v μ  be a solution to the problem (14)–(15). Taking jx= b  in (1) and taking into ac-

count that   '
t j jv t,b =ψ , we obtain the system  

   '

1

( , ) ( ) ( , ) , , ,
r

j j j i i j j

i

c t b S v t b A t b D t b  


        
11

1

1

, , .

r

i i t j i j j

i r i r

s
f t b f t b t 

  

        (22) 

The right-hand side can be written as  B t μ , where the rows of the matrix  B t  are as follows:  

               
11 1 11

, , , , , , , , , , , , , , , , , , .j j r j j r t j r t j r j s jA t b D t b A t b D t b f t b f t b f t b f t b         

The matrix  0B  agrees with 0B  from (9) and thereby  det 0 0B  . The functions 

   , , ,i
i j kl jf t b a t b ,  ,i

k ja t b  are continuous for all values of the indices. Moreover, 

   ,D t x C Q   for | | 2  . Thus, the entries of B  are continuous in t  and there exists 0 T   and 

a constant 3 0   such that  

   3 0|det | 0 0, .B t t                  (23) 

In this case the system (22) is written in the form  

        1 ,t B H t R H       

' ' '
1 1 1 2 2 2( ( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , ),..., ( , ) ( ) ( , ))T

s s sc t b S v t b c t b S v t b c t b S v t b               (24) 

The right-hand side here contains an operator taking the vector μ  into the vector with the components 

       ' 0 ', , , ,j j j j jC t b c t b S v t b      ( 1,2, ,j s  ), where v  is a solution to the problem (14), 
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(15). The properties of the map  v   we have already studied. Demonstrate that there exists 

1 0   such that the operator     1R μ = B H μ t ,      1 1: 0, 0,R C C   takes the ball 
0RB  into 

itself and is a contraction. Consider the quantity  '
jψ 0 . By construction,  

                  ' ' ' '
00, 0 0, 0 0, 0, 0 0, ,j j j j j j j j jC b C b b C b A b D u b      

 
11

0 00, 0, 1, , ,i j i

i r

s
f f b q j s



     

since the numbers 0iq  are defined from (10). Let  

     ' ' '
1 1 2 2( 0, , 0, ,..., 0, )Ts sψ= C b C b C b   . 

In this case   ψ C 0,τ  ( 0  ) and  0 0  . There exists a number 1 0   such that 

 
  

1
0

0, 1

/ 2
C

B t R


  . Note that      10 .R B t t  Next, we obtain estimates assuming that 

0RB  and 1  . In this case   0,C   ( 0  ) and  0 0  . There exists a number 1 0   

such that  
  

1
0

0, 1

/ 2
C

B t R


  . Note that      10 .R B t t  Next, we obtain estimates assuming 

that 
0RB  and 1τ τ . We have 

   
1

1

1 21 2 ([0, ])([0, ])
1

( ) ( , )
rS

i i i j j CC
j i r

R R f t b


    
 

      

       0 1 0 2 1 1 2 2([0, ]) ([0, ])
1 1 1

, , , ,
s s r

i i k k i k k iC C
i i k

A v t b A v t b A v t b A v t b
 

 
  

    .            (25) 

Next, we employ the conditions on the data and the embedding    pW G C G   for /θ >n p  (see 

Theorems 4.6.1,4.6.2 in [30]). Take  / ,1 2/n p p   . Consider the last summand. We have  

   
  

      
  1 1 2 2 1 2 1 20, 0,

, , , , / 2k k i k k i k k k i k iC C
A v t b A v t b A v t b A v t b

 
         

 1 2
1 2

([0, ])

( ( ( , ) ( , ))
2

k k
k i i

C

A t b t b



 
 


    

       
  

1 2 4 1 20, 0,
| | 2

, ,k k j jC C
c D v t b v t b

 

 


    

      
  

1 2 5 1 20, 0,
| | 2

, ,k k j jC C
c D v t b D v t b 

 


 


    

       
    21 2 7 1 20, 0, ;

, , ,k k C C Wp

c v t x v t x
G 

                                  (26) 

where the constant ic  are independent of τ . Let τv H . In this case 3(0, ; ( ))p pv L W G  , 

1(0, ; ( ))t p pv L W G   and thereby   3 2 /0, ; ( )p
pv C W G    (see Theorem III 4.10.2 in [29] and [30]). 

The inequality  

 
      3 13 2 / 80, ; ( )

,0, ; ( ) 0, ; ( )p tC W G L Lp pp p p
v c v vW G W G

   

 
   

 

  (27) 

is valid, where the constant 8c  is independent of (0, ]τ T . Indeed, consider the function 

   w t,x = v t,x  for t τ ,    w t,x = v 2τ t,x  for  ,2t    and  , 0w t x   for 2t  . We use the 
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fact that  0, 0v x  . Next, we write out (27) on  0,T  for the function w , the constant in this inequality 

is independent of τ . Next, we estimate the right-hand side of the inequality obtained from above with 

the use of the definition of w  and obtain that the constant 8c  in (27) is independent of τ . Let 

 1 3 2/ 2p    . We have that  1 0,1  . Denote 2 1v v   . Next, we use the interpolation prop-

erties of the Sobolev spaces [30] and (27). We infer  

            
11 1

2 3 2 /0, ; 0, ; ( )0, ;
pC W C L Gp C W pp

cG G

 
 

  


 
   

  
  1 1

1 2 1

1
, 1 1/ 1 ,

0, ;
t HHL pp

c c p
L G

 


 
      




                        (28) 

where we employ the obvious inequality  

      1 1/

0, ; ( ) 0, ; ( )
, 0 0.p

tC L G L L Gp p p
v v v

 
    

The inequality  (28) yields  

 
  2 90, ; ( )

,
C W G Hp

c 
 

        (29) 

where the constant 9c  is independent of τ.Аналогично получим 

 
    21 2 9 1 20, ; ( )

.
C W G Hp

v v c v v
 

      

In view of the inequalities (17), (18) (written for the functions iv ), (21), (26), and (29), we conclude 

that  

   
     1 1 2 2 13 1 2 0,0,

, , ,k k i k k i k k CC
A v t b A v t b c 


                              (30) 

where 12c  is independent of 1   (it depends on 0R ). Similar estimate holds for the second summand 

in (25). The first summand is estimated by  

   
        

1

1 2 14 1 2 0,0,0,
1 1 1

,
rs s

i i i j j j CCC
j i r j

f t b c


     
   

 
     

 
 

   .       (31) 

The final estimate is of the form (see (25))  

   
        1 2 151 2 0, 0,0,

1

s

k k jC CC
j

R R c 

 
     



 
    

 
 

 .   (32) 

Choosing 2 1   such that 
  15 0,

1

1

2

s

j C
j

c 


 



 
  

 
 

  for 2  , we have proven that R  is a con-

traction and takes the ball 
0RB  into itself for 2  . The fixed point theorem implies the existence of a 

solution to the system (24). Let  v v  . Show that this function satisfies the overdetemination condi-

tions in (15). Take jx= b  in (14). We obtain the system  

             
11

1

1 1

, , , , , . , .

rr

j t j j i i j i i t j j j j

i i r j r

s
c t b v t b Av t b A t b D f t b f t b t  

   

             (33) 

Subtracting these equalities from (21), we infer   ', 0t j jv t b    for all j  and thereby these condi-

tions are fulfilled. Uniqueness of a solution follows form the estimates exhibited above.  

Remark 2. The corresponding stability estimate for solutions also holds.  

The research was carried out within the state assignment of Ministry of Science and Higher Educa-

tion of the Russian Federation (theme No. FENG-2023-0004, “Analytical and numerical study of in-

verse problems on recovering parameters of atmosphere or water pollution sources and (or) parameters 

of media”).  
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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ОБРАТНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ТЕРМОФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
 
С.Г. Пятков, О.А. Солдатов 
Югорский государственный университет, г. Ханты-Мансийск, Российская Федерация 
E-mail: s_pyatkov@ugrasu.ru 

 

Аннотация. В работе мы рассматриваем вопросы регулярной разрешимости в соболевских 

пространствах обратных коэффициентных параболических задач. Решение ищется в классе регу-

лярных решений, которые имеют все производные, входящие в уравнение суммируемые с неко-

торой степенью. В качестве условия переопределения берутся значения решения в некотором 

наборе точек, лежащих внутри области. Доказательство основано на априорных оценках и теоре-

ме о неподвижной точке.  

Ключевые слова: параболическое уравнение; обратная задача; начально-краевая задача; су-

ществование, единственность. 
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Аннотация. Рассмотрена задача о течении пространственно неоднород-

ной электропроводной жидкости между параллельными плоскостями, пер-

пендикулярно которым наложено магнитное поле. Распределения электро-

проводности и вязкости жидкости задаются линейными по толщине слоя 

функциями. Угловой коэффициент распределений характеризует макси-

мальное отклонение свойств жидкости от соответствующих средних значе-

ний. Показано, что наличие неоднородности свойств жидкости приводит к 

искажению профилей скорости. Полученные профили характеризуются 

асимметрией и наличием точек перегиба. В качестве количественной меры 

асимметрии введена величина, равная отношению расходов в верхней и 

нижней половинах слоя. Определена зависимость этой величины от средне-

го числа Гартмана и параметров распределений неоднородности свойств. 

Показано, что начиная с некоторого относительно небольшого значения 

среднего числа Гартмана точки перегиба в профилях скорости появляются 

при любых значениях параметров распределений. Приведены оценки ха-

рактерных перепадов температур и концентраций непроводящей примеси 

для жидкого натрия, при которых проявляются описанные эффекты. 

Ключевые слова: магнитная гидродинамика; течение Гартмана; неодно-

родные свойства; электропроводность. 
 

Введение 

Магнитное поле оказывает существенное воздействие на течения проводящих сред. Класси-

ческим примером изменения профиля скорости потока под действием магнитного поля является 

задача Гартмана о течении проводящей жидкости между параллельными плоскостями, перпен-

дикулярно которым наложено магнитное поле [1]. Важно, что магнитное поле не только уплоща-

ет профиль скорости, концентрируя вязкие напряжения в пограничных слоях, которые становят-

ся все уже по мере роста магнитного поля, но и существенно сдвигает порог устойчивости, что 

было обнаружено в первом же экспериментальном исследовании течения ртути в поперечном 

магнитном поле [2]. Систематические исследования зависимости границы устойчивости при те-

чении ртути в каналах прямоугольного сечения в поперечном магнитном поле показали, что кри-

тическое число Рейнольдса *Re ( Re /Uh  , где U  – средняя скорость потока, h  – полуширина 

слоя, а   – кинематическая вязкость жидкости) растет линейно с ростом числа Гартмана  

( Ha /Bh   , где B  – индукция наложенного магнитного поля,   – электрическая проводи-

мость,   – динамическая вязкость жидкости), то есть Re/ Ha C , и константа C  при увеличе-

нии отношения размера канала поперек поля к размеру вдоль поля (то есть при приближении к 

случаю неограниченного слоя) 215C   [3]. Отметим, что число Рейнольдса, отнесенное к числу 

Гартмана, является, по сути, числом Рейнольдса, в котором в качестве масштаба использована 

толщина гартмановского пограничного слоя. Таким образом, полученный результат означает, что 

устойчивость всего течения определяется устойчивостью пограничного слоя. 

Дальнейшие эксперименты с различными металлами и каналами, выполненные в различных 

диапазонах значений индукции магнитного поля, позволили принять, что для широкого класса 

течений и Ha 20  можно пользоваться оценкой 200 400C   [4, 5]. Эта оценка указывает на то, 
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что в сильных магнитных полях течения металла могут оставаться ламинарными даже при очень 

больших значениях числа Рейнольдса. Так, в проектируемых жидкометаллических элементах 

охлаждения токамаков ожидаемые числа Гартмана достигают 10
4
, что сдвигает границу устойчи-

вости до 6Re 10  и выше. Однако именно исследования течений жидкого металла в контексте 

возможности их использования в охлаждающих системах термоядерных установок показали, что 

влияние магнитного поля не столь однозначно и в течениях с большими перепадами температуры 

возникают пульсации температуры (и скорости), значительно превосходящие даже те, что могли 

бы быть в отсутствие магнитного поля [6, 7]. Так, в случае опускного течения ртути в подогре-

ваемом с одной стороны вертикальном канале колебания температуры при сильном нагреве по-

давляются только при Ha Re/10  [8], то есть для ламинаризации потока магнитное поле должно 

быть на порядок сильнее, чем в отсутствие нагрева. Эти пульсации температуры получили назва-

ние магнитоконвективных, и их возникновение было объяснено тем, что в результате действия 

электромагнитных сил и сил плавучести происходит трансформация профиля скорости, в кото-

ром появляются точки перегиба, способствующие развитию неустойчивости (см. обзор [5]). 

Цель данной работы состоит в том, чтобы выяснить, насколько неоднородности свойств 

жидкого металла в слое могут исказить гартмановский профиль скорости и могут ли эти искаже-

ния сопровождаться появлением точек перегиба. Точки перегиба не являются достаточным усло-

вием возникновения неустойчивости, но могут способствовать ей. Ниже будет рассмотрена стан-

дартная задача Гартмана о течении жидкости в поперечном магнитном поле с учетом возможных 

вариаций проводимости и вязкости жидкости поперек слоя. 

Неоднородность свойств жидкости может быть вызвана, к примеру, вариациями температу-

ры или наличием примесей. В данной работе вопрос о причинах возникновения неоднородности 

не обсуждается и не рассматриваются эффекты, связанные с изменением плотности и появлени-

ем сил плавучести. Это сделано сознательно, чтобы разобраться с изолированным эффектом. Од-

нако стоит отметить, что мотивацией для изучения этой задачи послужили разработки различных 

систем МГД-перемешивания [9, 10] и МГД-сепарации металлов с примесями [11, 12], в которых 

возникают потребности как в интенсификации перемешивания потока в магнитном поле (турбу-

лизации потока в режимах, когда он остается ламинарным под действием поля), так и, наоборот, 

в подавлении интенсивного перемешивания примеси. 
 

Задача Гартмана 

Рассматривается одномерное течение жидкости  ( ),0,0V zv  в плоском слое, ограниченном 

двумя параллельными плоскостями, находящимися на расстоянии 2h  друг от друга в попереч-

ном магнитном поле zBB e  (рис. 1). Движение жидкости вызвано перепадом давления, имею-

щим заданный градиент p . 

В отсутствие внешнего электрического поля выражение для электромагнитной силы прини-

мает вид 

  2em
z zB    F j B v e e ,   (1) 

что позволяет записать безразмерные уравнения Навье–Стокса для несжимаемой жидкости в ви-

де 

  
21

, 0
Re Re

x z z

Ha
P

t


         



v
v v e v v e e v .   (2) 

В качестве единиц измерения длины, скорости, времени, давления и индукции магнитного 

поля выбраны соответственно величины h , U , /h U , 2U  и B , где U  – средняя скорость тече-

ния,   – плотность жидкости. В уравнения входят безразмерный приложенный градиент давле-

ния P  и два безразмерных параметра – число Гартмана 

 Ha Bh   ,   (3) 

квадрат которого определяет отношение электромагнитных сил к силам вязкости и число Рей-

нольдса 

Re
Uh




.              (4) 

 



Механика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2023, vol. 15, no. 3, pp. 34–42 

36 

 

 
Рис. 1. Задача Гартмана с характерным профилем скорости для однородной среды 

В стационарном случае задача (2) сводится к обыкновенному дифференциальному уравне-

нию 

 2'' Re HaV P V   .   (5) 

Здесь штрихом сверху обозначена производная по координате z . Решение этого уравнения с 

учетом граничных условий    1 1 0V V    было получено Гартманом [1] и имеет вид 

  
 

 2

ch HaRe
1

ch HaHa

zP
V z

 
   

 

.   (6) 

Интегрирование этого решения с учетом нормировки расхода 

  
1

1

1
1

2
V z dz



    (7) 

позволяет избавиться от градиента давления и дает окончательный профиль скорости в виде 

  
 

 

 

ch HaHa
1

Ha th Ha ch Ha

z
V z

 
     

,  (8) 

откуда следует, что число Рейнольдса не влияет на профиль скорости. 

 

Неоднородное распределение свойств жидкости 

Неоднородность свойств жидкости (конкретно, вязкости и проводимости) поперек слоя мо-

жет существенно влиять на профиль скорости течения. Неоднородность может быть вызвана, к 

примеру, вариациями температуры или наличием примесей. В данной работе вопрос о причинах 

возникновения неоднородности не обсуждается, но рассматриваются эффекты, которые такая 

неоднородность может вызвать. 

В случае пространственно неоднородных вязкости и проводимости уравнение Навье–Стокса 

(2) перепишется в виде 

  
2

0

0 0 0

1 1

Re Re Re
x z z

Ha
P

t


          



v
v v e v v v e e .   (9) 

Здесь   0/   r  и   0/   r  – безразмерные вязкость и проводимость соответственно, а 

нижний индекс у чисел Гартмана и Рейнольдса означает, что они определяются по средней про-

водимости 0  и средней вязкости 0 . 

Уравнение для определения стационарного профиля скорости в задаче Гартмана с учетом 

неоднородных свойств жидкости запишется в виде 

 20
0

Re ln
'' Ha '

P d
V V V

dz

  
    

  
.   (10) 

Для решения уравнения (10) необходимо задать вид распределений свойств жидкости попе-

рек потока  z  и  z . Одним из наиболее простых вариантов неоднородного распределения 

свойств в потоке является линейная зависимость проводимости и вязкости от поперечной коор-

динаты. Выберем эту зависимость в таком виде, что при 0z   значения обеих характеристик 

совпадают со средними значениями 

   1z k z   ,   (11) 

   1z k z   .   (12) 
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Параметры k  и k  характеризуют степень отклонения соответствующей величины от ее сред-

него значения. К примеру, при 0,1k   вязкость вблизи верхней стенки канала будет на 10 % 

больше среднего значения, а вблизи нижней стенки – на 10 % меньше. 

При подстановке (11) и (12) в (10) получим 

 20
0

Re 1
'' Ha '

1 1 1

kP k z
V V V

k z k z k z



  

 
    

    

.   (13) 

В силу симметрии (уравнение инвариантно к преобразованию  , ,z z k k k k      ) 

достаточно рассмотреть лишь положительные значения одного из параметров, а профили скоро-

сти для отрицательных значений этого параметра можно получить отражением относительно оси 

0.z   

На рис. 2 приведены профили скорости для значений среднего числа Гартмана 5 и 25. При 

отсутствии неоднородности проводимости жидкости (случай a) отклонение от обычного гартма-

новского профиля определяется неоднородностью вязкости. С локальным увеличением числа 

Гартмана градиенты скорости в ядре течения уменьшаются, в связи с чем уменьшается влияние 

неоднородности вязкости на профиль скорости, и поэтому отклонения от профиля течения одно-

родной жидкости оказываются заметными лишь в пограничных слоях. 

 
Рис. 2. Профили скорости при Ha 5  (слева) и Ha 25  (справа); a) 0k  , b) 0,5k  , c) 0,95k  ; красной 

пунктирной линией обозначен профиль скорости для течения Гартмана в случае жидкости  
с однородными свойствами 

Представленные профили иллюстрируют появление несимметрии течения относительно 

центра канала. В качестве количественной характеристики отклонения от симметрии можно вы-

брать отношение расходов в верхней и нижней половинах канала 
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V z dz

Q
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,   (14) 

распределение которого на плоскости параметров ( k , k ) для различных значений числа Гарт-

мана представлено на рис. 3. Белая линия на этих распределениях соответствует симметрии про-

филя скорости относительно центра канала. Показательными являются два предельных случая. В 

отсутствие внешнего поля неоднородность проводимости, очевидно, никак не влияет на течение 

жидкости и искажение профиля скорости определяется лишь неоднородностью вязкости. Напро-

тив, при течении в сильном магнитном поле электромагнитные силы существенно превосходят 

вязкие силы и несимметрия профиля определяется неоднородностью электропроводности и 

практически не зависит от вязкости. 
 

 
Рис. 3. Распределение относительного расхода Q  на плоскости параметров неоднородности свойств жидкости 

( k , k ) при различных значениях среднего числа Гартмана. Цветовая шкала представлена в логарифмическом 

масштабе 
 

Важной особенностью полученных профилей является появление точек перегиба, начиная с 

некоторых значений параметров, характеризующих неоднородность свойств. На рис. 4 показан 

пример для небольшого значения магнитного поля ( 0Ha 5 ), при котором точки перегиба возни-

кают только при значительной неоднородности проводимости среды. При малых 0Ha   существу-

ет диапазон значений параметров k  и k , в рамках которого точки перегиба в профиле скорости 

не появляются. С увеличением 0Ha  этот диапазон существенно снижается и при 0Ha 10  точки 

перегиба появляются при любых значениях параметров. Рис. 5 иллюстрирует рост второй произ-

водной с ростом параметра неоднородности k  (левая панель), справа представлены границы по-

явления точек перегиба на плоскости параметров ( k , k ). 
 

 
Рис. 4. Профили скорости при различных значениях параметра неоднородности вязкости, 0Ha 5 , 0,4k  :  

синим цветом показан профиль без точек перегиба,  
оранжевый профиль имеет две точки перегиба (на профиле обозначены черными точками) 

 

Очевидно, что существуют распределения неоднородности свойств жидкости, при которых 

точки перегиба получаются при сколь угодно малых 0Ha  и любых ненулевых значениях пара-

метров распределения. Такие неоднородности возникают при локальном изменении свойств во 
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внутренней точке потока. На практике такая ситуация наиболее интересна, так как возникает при 

впрыске примеси или локальном нагреве жидкости. Простейшей моделью локального изменения 

свойств может быть гауссово возмущение вида 

    2 2( ) 1 exp , ( ) 1 exp ,z k z z k z            (15) 

где   характеризует ширину локализации неоднородности. Профили скорости, соответствующие 

такому распределению, всегда имеют точки перегиба (рис. 6). 
 

 
Рис. 5. Вторая производная профиля скорости при различных значениях параметра неоднородности вязкости 

для 0Ha 5  и 0,4k   (слева) и нейтральные кривые, характеризующие появление точек перегиба в профиле 

скорости, на плоскости параметров ( k , k ) (справа) 

 

 
Рис. 6. Профили скорости с гауссовым распределением неоднородности свойств, 0,1k  , 0Ha 10  

 

Обсуждение и выводы 

Рассмотрено влияние неоднородности свойств проводящей жидкости поперек слоя на фор-

мирующийся в магнитном поле профиль скорости несжимаемой жидкости. Показано, что даже 

небольшие неоднородности электропроводности и вязкости могут приводить к существенной 

трансформации гартмановского профиля скорости, причем, даже простейшее линейное распре-

деление характеристик жидкости поперек слоя может приводить к формированию профиля ско-

рости с точками перегиба. Для линейной зависимости вязкости и электропроводности от попе-

речной координаты построена граница появления точек перегиба на плоскости параметров, оп-

ределяющих максимальное отклонение обеих величин от среднего значения. 

Представляет интерес оценка, насколько значимы должны быть вариации свойств жидкости, 

чтобы обсуждаемые эффекты стали заметны. Для определенности рассмотрим поток жидкого 

натрия при средней температуре 200 °C. При такой температуре проводимость жидкого натрия 

составляет 7,81 МСм/м, а динамическая вязкость 4,52∙10
–4

 кг/м∙с. Примем для определенности, 

что ширина канала, по которому течет жидкость, составляет 10 см, и оценим перепады темпера-

туры поперек слоя, которые могут привести к появлению в профиле скорости точек перегиба. 

Для этого воспользуемся рис. 5 и проведем оценки для соответствующих значений числа Гарт-

мана. Результаты оценок показаны в таблице, в которой представлены значения индукции маг-

нитного поля, обеспечивающие в таком потоке соответствующие числа Гартмана, значения ва-

риации проводимости, обеспечивающие появление точек перегиба и значения температуры на 

границах слоя, которые приведут к соответствующей вариации проводимости. По рис. 5 видно, 

что влияние вариаций вязкости в этом случае слабое и его можно не учитывать. Видно, что в 
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сильных магнитных полях эффект достигается при достаточно скромных перепадах температуры 

(при поле порядка 2 мТл точки перегиба возникают при разности температуры порядка 20 °C). 

Последняя колонка в таблице дает значение объемной доли непроводящей примеси, которая 

обеспечивает необходимую вариацию проводимости. Для последней оценки использована мо-

дель для эффективной проводимости среды с непроводящими частицами [13] 

 0

2 2

2
e

 
  

 
,   (16) 

где   – объемная доля непроводящих частиц. Приведенные оценки показывают, что при полях 

порядка 2 мТл для появления точек перегиба достаточно объемной доли примеси около 2 %. 

 
Оценки характерных значений параметров для жидкого натрия 

0Ha  B , мТл k  T  , °C T  , °C *  

7 1,0 0,22 130÷140 290÷300 0,158 

10 1,5 0,07 180÷190 230÷240 0,048 

12 1,8 0,025 190 210 0,017 

Таким образом, точки перегиба в профиле скорости могут возникнуть при относительно не-

больших вариациях свойств проводящей жидкости даже при линейном распределении поперек 

слоя, а локализованные неоднородности (например гауссовы) всегда дают точки перегиба. Одна-

ко остается открытым важный вопрос о достаточном условии неустойчивости, то есть вопрос о 

реальной границе устойчивости таких течений. Ответ на него требует прямого численного реше-

ния полной системы уравнений либо лабораторных экспериментов. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда и Пермского края № 

22-19-20106, https://rscf.ru/project/22-19-20106/. 
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Abstract. In this study we consider the flow of a spatially-inhomogeneous electrically conductive 

fluid between parallel planes in a transverse magnetic field. The distributions of electrical conductivity 

and viscosity of the fluid are given by linear functions. The slopes of these distributions characterize the 

maximum deviation of the fluid properties from their mean values. We show that inhomogeneity of the 

fluid properties leads to distortion of the velocity profiles. The resulting profiles are asymmetric and 

have inflection points. We use a quantity equal to the ratio of flow rates in the upper and lower halves of 

the layer as a quantitative measure of asymmetry. We determine the relationship between this quantity, 

the average Hartmann number, and the parameters of the distributions of inhomogeneous properties. We 

show that starting from a relatively small mean Hartmann number, the inflection points in the velocity 

profiles appear for any values of the distribution parameters. We provide estimates of characteristic 

temperatures and concentrations of non-conducting impurity for liquid sodium, at which the described 

effects appear. 

Keywords: magnetohydrodynamics; Hartmann flow; inhomogeneous properties; electric conductiv-

ity. 
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РАСЧЁТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СЖАТИЯ 
ПОСЛЕ УДАРА (CAI-ТЕСТ) ТКАНЕВОГО КОМПОЗИТА  
СО СКВОЗНЫМ ДЕФЕКТОМ 
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Аннотация. Рассмотрен новый подход к расчётной оценке нагрузки 

разрушения при сжатии (compression after impact – CAI) тканевого компо-

зита со сквозным дефектом – отверстием. При моделировании учтена воз-

можность неупругого деформирования полимера и разрушение волокон. В 

расчётах использован пакет ANSYS WB и стандартные модели материалов 

из его библиотеки: ортотропная и изотропная упругопластическая среды. 

Материалы, составляющие композит, закреплены на общих узлах сетки ко-

нечных элементов, чем обеспечивается совместная работа и сложные свой-

ства, не присущие стандартным моделям материалов (mFEA-подход). В 

экспериментах использован промышленный стеклопластик СТЭФ толщи-

ной 4 мм на основе волокон типа Е и эпоксифенольной смолы. Дефекты от 

низкоскоростного удара заменены в расчётах сквозным отверстием. Кри-

вые нелинейного деформирования и разрушения, полученные в расчётах, 

удовлетворительно согласуются с экспериментальными вплоть до разру-

шения. 

Ключевые слова: тканевый композит; CAI-тест; моделирование; нелиней-

ность; mFEA-подход; ударный дефект; эксперимент. 
 

Введение 

Композитные материалы, армированные волокнами, находят все более широкое применение 

в авиастроении, в первую очередь из-за их высокой удельной прочности и жесткости, а также 

усталостной прочности. Однако слоистые композиты с полимерной матрицей имеют свои недос-

татки. Например, слабая трансверсальная прочность делает их восприимчивыми к ударным по-

вреждениям [1, 2]. Более того, слабые повреждения могут быть незаметны, но, тем не менее, мо-

гут значительно снизить остаточную прочность композита на сжатие. Следовательно, более де-

тальное понимание поведения композитов после удара при сжимающей нагрузке имеет важное 

значение для проектирования композитных конструкций [3–6]. 

При проектировании авиационных конструкций остаточную прочность обычно исследуют 

путем проведения испытаний на сжатие поврежденных образцов, подвергнутых удару с разным 

уровнем энергии [7, 8]. Несмотря на то, что был принят ряд «внутренних» и стандартизирован-

ных тестов (например, [9, 10]), каждый из них использует один и тот же базовый подход: исход-

ные образцы испытывают на удар падающим грузом, чтобы вызвать определенную степень по-

вреждения; поврежденные образцы затем закрепляют в опорном приспособлении и нагружают на 

сжатие для определения остаточной прочности.  

Соотношения между энергией удара и прочностью на сжатие после удара (compression after 

impact – CAI) композитных слоистых материалов были изучены в работах [11–14]. Сообщалось о 

значительных экспериментальных и вычислительных затратах по определению и прогнозирова-

нию CAI-прочности композитов [15–20]. С целью упрощения экспериментальных исследований 

в [21] провели испытания на сжатие композитных панелей со встроенными искусственными де-

фектами – расслоениями, что привело к отказу от необходимости испытаний на удар. Сравнение 

результатов, полученных при ударном и искусственном расслоениях образцов, показало, что оба 

типа образцов разрушаются из-за роста расслоения. Остаточная прочность в обоих случаях была 

одинаковой, но образцы с искусственным расслоением показали более высокую жесткость, чем 

образцы после удара. С целью косвенного учёта внутрислойных дефектов, вызывающих сниже-

ние жёсткости образцов, в ряде работ предложено ударный дефект заменять сквозным отверсти-

ем [22–25]. 

Эксперименты, которые обычно требуют большого количества образцов, являются дорого-

стоящими и трудоемкими. Это побудило аэрокосмическую промышленность, в частности, искать 
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Рис. 1. Схема испытаний на низкоскорост-

ной удар. Пунктир – изогнутая ось образца 

экономически эффективные средства по замене испытаний конструкций моделированием [26, 

27]. В [14] и [28] разработаны численные модели для прогнозирования ударного повреждения и 

CAI-прочности композитов, армированных углеродными волокнами. Эволюция повреждений во 

время испытаний на низкоскоростной удар и CAI-испытаний была оценена одной и той же про-

гностической моделью. Детализированная трехмерная модель повреждения была представлена в 

[12], чтобы предсказать как низкоскоростное ударное повреждение, так и CAI-прочность слои-

стых композитов. Эта достаточно сложная модель была реализована как подпрограмма VUMAT 

в коммерческом пакете Abaqus/Explicit, и полученная остаточная прочность хорошо согласовы-

валась с экспериментальными результатами.  

В данной работе предложен новый подход с использованием типовых моделей механическо-

го поведения материалов в коммерческом МКЭ-пакете ANSYS, что не требует создания пользо-

вательских моделей. При этом комбинация простых моделей поведения в одном конечном эле-

менте позволяет получить сложный отклик дефектной конструкции при сжатии после удара с 

потерей устойчивости, имитируя накопление внутрислойных микроповреждений в тканевом 

композите за счёт введения явной пластичности. 
 

Материалы 

Для исследования низкоскоростного ударного воздействия и остаточной прочности был вы-

бран коммерческий стеклопластик СТЭФ (производство АО «Электроизолит») толщиной 4 мм 

(4,1 ± 0,1 мм) на основе эпоксифенольного связующего горячего отверждения. В качестве арми-

рующего наполнителя в композите используется 20 слоев стеклоткани (E-стекло) полотняного 

переплетения. Плотность композита была 1,77–1,79 г/см
3
. Объемная доля волокон была опреде-

лена методом выжигания и составила 42 %. Образцы для испытаний имели размеры в плоскости 

150×100 мм (основа×уток). 

Модули упругости СТЭФ по основе и утку составляют Ех = Еу = 24 ± 2 ГПа, предел прочно-

сти при растяжении по основе и утку Xт = Yт = 400 ± 20 МПа, предел прочности на сжатие по ос-

нове и утку Xс = Yс = 440 ± 20 МПа, модуль упругости по нормали Еz = 9,5 ± 0,4 ГПа, предел 

прочности на сжатие по нормали Zс = 480 ± 15 МПа. Символ «±» обозначает среднеквадратиче-

ское значение, определенное по серии испытаний [25]. 
 

Испытания на низкоскоростной удар 

Испытания на низкоскоростной удар были проведены на вертикальном башенном копре 

INSTRON CEAST 9350 на образцах с размерами в плоскости 150×100 мм, которые вырезали из 

листа стеклопластика. В качестве опоры было использовано стальное кольцо с внутренним диа-

метром 72 мм (рис. 1). 

Во всех испытаниях на удар использовался конусный ударник INSTRON 7529.841 с радиу-

сом 12,7 мм. Масса ударника во всех случаях составля-

ла 5,095 кг. Во время испытаний энергии удара варьи-

ровались в диапазоне 2…25 Дж. Энергия удара была 

подобрана таким образом, чтобы длина трещин в уточ-

ном направлении не превышала половины ширины об-

разца. 

В результате низкоскоростного удара в образце 

возникают дефекты типа расслоений и разрывов воло-

кон на тыльной стороне рис. 2.  

В зависимости от энергии удара площадь зоны раз-

рушения была различной (рис. 2).  

В результате испытаний было замечено, что, начи-

ная с определенной энергии удара, развитие площади 

дефекта замедляется. Это связано с началом разруше-

ния волокон на тыльной стороне, о чем свидетельству-

ют зависимости длины трещины в уточном направлении (разрушение нитей основы) от энергии 

удара. Энергия 10 Дж соответствуют началу разрушения волокон и появления трещин в образцах 

на тыльной стороне. 
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Рис. 3. Образец с дефектом, установленный 

в CAI-оснастку 

Рис. 4. Зависимость остаточной 

прочности от энергии удара 

 

 
 

Определение остаточной прочности при сжатии 

Испытания на сжатие после удара были прове-

дены на универсальной испытательной машине 

INSTRON 5900R с использованием специальной ос-

настки с боковой поддержкой образца в процессе 

нагружения (рис. 3). Скорость нагружения составля-

ла 2 мм/мин в соответствии с рекомендациями [29].  

Результаты испытаний по определению оста-

точной прочности представлены на рис. 4. 

Может показаться, что снижение прочности на 

сжатие после удара не слишком существенное, од-

нако сравнение с пределом прочности при сжатии Xc 

показывает, что даже бездефектный образец имеет 

вдвое меньшую прочность за счёт потери устойчи-

вости с выпучиванием в направлении нормали к 

плоскости композита. 
 

Численное моделирование сжатия после удара 

В проведенных экспериментах боковые кромки пла-

стины удерживаются заостренными опорами (шарнирное 

опирание), а нижняя и верхняя части закреплены так, что-

бы препятствовать изгибу (заделка).  

В зависимости от напряжений потеря устойчивости 

может происходить при упругих деформациях или за пре-

делами упругости. К сожалению, для композитных мате-

риалов указать теоретически границу такого перехода за-

труднительно. И проблема дополнительно усложняется 

наличием дефекта от ударного воздействия. В связи с этим 

предложено использовать численный подход, основанный 

на методе конечных элементов. 

Численное моделирование деформирования и разру-

шения пластины из стеклопластика СТЭФ с ударным де-

фектом было проведено в коммерческом пакете ANSYS (Explicit Dynamics). Поскольку рассмат-

риваемая задача симметричная, то для сокращения процессорного времени при моделировании 

была рассмотрена 1/4 часть пластины со сквозным круглым отверстием, полностью включающей 

реальный дефект (консервативный подход). Возможность использования такого подхода была 

подтверждена в работах [22–25].  

Рис. 2. Зависимость площади расслоения и длины трещины от энергии удара 

а) б) 
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Поскольку деформирование стеклопластика перед разрушением является неупругим, то при 

численном моделировании сжатия пластины с отверстием до разрушения необходимо это учесть. 

В работе [30] при оценке прочности композита с отверстием при растяжении в рамках МКЭ была 

предложена схема замены тканевого стеклопластика совокупностью нескольких материалов 

(изотропных или ортотропных) на одной сетке конечных элементов (mFEA-подход).  

В данной работе на примере пластины из СТЭФ с размерами 150х100х4 мм разработана мо-

дель, состоящая из двух вложенных материалов. Один из этих материалов (№ 1) имитирует 

сухую стеклоткань, а второй (№ 2) – полимерную матрицу. Стеклоткань моделируется упругим 

ортотропным материалом с нулевым коэффициентом Пуассона, а матрица – изотропным упруго-

пластическим материалом (билинейная схема).  

Чтобы механические свойства такого составного материала соответствовали свойствам од-

нородного стеклопластика СТЭФ, разработана программа в среде MathCAD, которая позволила 

на основе классической теории слоистых пластин [31] предсказывать макроскопические упругие 

свойства ортотропной среды по свойствам вложенных материалов. Упругие свойства, которые 

были применены в расчетах следующие:  

Материал № 1: модули упругости Ex = 16 ГПа, Ey = 15 ГПа, Ez = 5 ГПа, коэффициенты Пуас-

сона xy =0, yz = xz = 0,05, модули сдвига Gxy= Gyz = Gxz =4500 МПа. 

Материал № 2: модуль упругости E = 8000 МПа, коэффициент Пуассона  = 0,35, предел те-

кучести т = 150 МПа, модуль упрочнения (билинейная аппроксимация диаграммы деформиро-

вания) E
s
 = 5000 МПа. 

Поскольку вложенные материалы в конечном элементе имеют общие узлы, их упругие свой-

ства суммируются, чтобы получить свойства СТЭФ. В связи с этим полученные данные пред-

ставляют собой некоторые «эффективные» свойства материалов № 1 и № 2, не сводимые к свой-

ствам волокон или эпоксидной смолы. 

Параметры упругопластической модели матрицы (предел текучести и модуль упрочнения), 

отвечающие в действительности за явления проскальзывания отслоившихся волокон по матрице 

в композите, варьировали, чтобы получить адекватное прогнозирование нелинейного участка на 

диаграммах сжатия образцов из СТЭФ без дефектов (калибровка упругопластической модели). 

Разрушение в CAI-тестах происходило от сжатия вдоль волокон (деформации равномерного сжа-

тия складывались с деформациями сжатия от изгиба). Деформации разрушения пластической 

матрицы не оказывали влияния на нагрузку разрушения, так как ортотропные слои разрушались 

раньше. 

Сетка конечных элементов модели показана на рис. 5. Общность узлов во вложенных мате-

риалах получена с использованием опции share topology в подпрограмме SpaceClaim в рамках 

пакета ANSYS. 

Общие узлы необходимы, с одной стороны, для снижения размерности задачи, а с другой 

стороны – для исключения нежелательных мод разрушения (расслоение), которые потребовали 

бы введения прочностных характеристик межслойного интерфейса. Количество элементов (сред-

ний размер конечного элемента в модели составил 3 мм) было достаточным для корректного 

отображения выпучивания по первой форме потери устойчивости (с одним максимумом). 

В пакете ANSYS Workbench (v.2020R2) использован явный решатель (explicit dynamics), по-

зволяющий рассматривать как большие перемещения (это важно для потери устойчивости), так и 

разрушение с удалением конечных элементов из сетки, формируя «макротрещину». Следует 

также добавить, что приемлемое время расчёта (и правдоподобное деформирование по первой 

форме с одной полуволной синусоиды) имеет место лишь при временах процесса более 20 мс. 

При времени нагружения менее 20 мс в решении появляются две полуволны синусоиды, что не 

соответствует экспериментальным наблюдениям.  
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Граничные условия в модели полностью соответствовали схеме нагружения в CAI-тесте 

(рис. 6). 

Здесь нагрузку прикладывали кинематически (поверхность С) в направлении оси Y 

(0…3 мм); линия А (ограничения по перемещения Uz = 0) соответствовала заострённым боковым 

шарнирным опорам; поверхности B и D – это оси симметрии. В опоре B выводили реакцию в ви-

де зависимости усилия от времени. 

Образцы с дефектами – отверстиями диаметром 6, 13, 17 и 22 мм, что соответствует энерги-

ям удара в испытаниях 10, 15, 20 и 25 Дж соответственно – были нагружены по схеме CAI с учё-

том симметрии (рис. 7). 

 
 

Рис. 5. Сетки КЭ для пластины без отверстия (а) и с отверстием (б) 
 

a) 

б) 
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В результате расчета были получены кривые «напряжение – деформация» для всех образцов 

(рис. 8). Здесь сплошной линией показаны экспериментальные данные, пунктирной – расчетные 

данные. Линии сдвинуты относительно друг друга для наглядности. На рис. 8 показаны: 1 – без 

отверстия образец, 2 – отверстие диаметром 6 мм, 3 – отверстие диаметром 13 мм, 4 – отверстие 

диаметром 17 мм, 5 – отверстие диаметром 22 мм, что соответствует энергиям удара 0 Дж, 

10 Дж, 15 Дж, 20 Дж и 25 Дж, соответственно. 

Рис. 7. Образец с отверстием диаметром 20 мм, схема нагружения (а) и картина 

перемещений Uz на этапе неупругого деформирования (б) 
  

a) б) 

Рис.6. Схема нагружения (а) и характер выпучивания (б) 
  

a) б) 
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Расчётные значения напряжений потери устойчивости (разрушения) исследованных образ-

цов с дефектами 0 мм, 6 мм, 13 мм, 17 мм и 22 мм равны 213 МПа (погрешность с эксперимен-

тальными данными составила 3 %), 201 МПа (погрешность 1 %), 186 (погрешность 4 %), 177 (по-

грешность 4 %) и 169 МПа (погрешность составила 6 %), соответственно.  

Полученные значения хорошо согласуются с экспериментальными данными. Отклонения не 

превышают 10 %, что для задач потери устойчивости за пределами упругости композитов может 

считаться серьёзным достижением, позволяющим рекомендовать предложенный подход для ис-

пользования в проектной практике. 

 

Выводы 

Основными механизмами разрушения стеклопластика СТЭФ при низкоскоростном ударном 

воздействии (до 25 Дж) являются расслоения и разрыв волокон утка на тыльной стороне образца. 

Повреждения, возникающие в пластине при ударе до 10 Дж, что соответствует длине трещи-

ны на тыльной стороне порядка 5 мм, практически не вызывают снижения остаточной прочности 

при сжатии. 

Деформирование и разрушение пластины при сжатии происходит многостадийно: вначале 

имеет место упругое, затем упругопластическое деформирование, далее начинается потеря ус-

тойчивости (облегчённая упругопластическим деформированием матрицы) и, наконец, разруше-

ние на сжатой стороне пластины, где суммируются деформации равномерного сжатия и изгиба. 

Рассмотрена методика расчётной оценки нагрузок потери устойчивости и разрушения при 

сжатии за пределами упругости слоистого композита с учётом дефекта от ударного воздействия в 

виде эквивалентного отверстия. Методика ориентирована на использование метода конечных 

элементов в явной постановке и замену многослойного тканевого композита совокупностью ор-

тотропных и изотропных (упругопластических) фаз. Предложен алгоритм поиска параметров мо-

делей ортотропного и изотропного тел в данной схеме замещения. Результаты испытаний безде-

фектной пластины в CAI-оснастке использованы для калибровки упругопластических парамет-

ров изотропной фазы.  

Для более точного предсказания характера деформирования и, возможно, нагрузок потери 

устойчивости (и разрушения) в ближайшем будущем планируется описать поведение изотропной 

фазы с помощью полилинейной схемы и рассмотреть развитие расслоений при ударе введением 

межслойного интерфейса. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 

19-29-13007 

Рис. 8. Кривые “напряжение – деформация» в функции диаметра 

дефекта/энергии удара 
  

2 
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NUMERICAL AND EXPERIMENTAL STUDY OF COMPRESSION AFTER IMPACT 
(CAI-TEST) OF A FABRIC COMPOSITE WITH OPEN HOLE DEFECTS 
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Abstract. We examine a new approach to the computational assessment of the compressive fracture 

load (compression after impact, CAI) of a fabric composite with an open hole defect. The simulation 

takes into account the possibility of inelastic deformation of the polymer and the failure of fibers. Nu-

merical calculations were conducted in ANSYS WB using standard material models from its library: 

orthotropic and isotropic elastic-plastic media. The materials used are fixed on common nodes of the 

finite element mesh, which ensures joint work and complex properties that are not inherent in standard 

material models (mFEA approach). In the experiments, STEF industrial GFRP 4 mm thick based on 

type E-type fibers and epoxyphenolic resin was used. Defects from a low-speed impact are replaced in 

the calculations by an open hole defect. The curves of nonlinear deformation and fracture obtained in the 

calculations are in good agreement with the experimental ones up to fracture. 

Keywords: fabric composite; CAI-test; modelling; nonlinearity; mFEA approach; impact defect; 

experiment. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАКРИТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ ПОЛОГИХ 
СФЕРИЧЕСКИХ ПАНЕЛЕЙ ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ 
 

В.В. Чупин, Д.Е. Черногубов 
Уральский федеральный университет, г. Екатеринбург, Российская Федерация 
Е-mail: v.v.chupin@urfu.ru, d.e.chernogubov@urfu.ru 
 

Аннотация. Разработан алгоритм исследования напряженно-

деформированного состояния упругих тонкостенных оболочечных систем, 

состоящих из оболочек вращения. Для решения нелинейной задачи сильно-

го изгиба тонкой изотропной оболочки вращения, в которой не накладыва-

ется никаких ограничений на величины углов поворота нормали к исход-

ной координатной поверхности, а относительная линейная деформация ма-

ла по сравнению с единицей, использовался метод Ньютона–Канторовича, 

сводящий нелинейную краевую задачу к итерационной последовательности 

линейных краевых задач. При решении линейных краевых задач приме-

нялся метод сведения их к ряду задач Коши, которые интегрировались чис-

ленно, методом Рунге–Кутта. Для обеспечения устойчивости решения жест-

ких задач Коши применен метод дискретной ортогонализации 

С.К. Годунова. На основе данного алгоритма написана программа для ЭВМ, 

позволяющая определять параметры напряженно-деформированного со-

стояния оболочек в широком диапазоне изменения геометрических, физи-

ческих, силовых параметров и граничных условий. Исследовано напряжен-

но-деформированное состояние пологих сферических панелей постоянной 

толщины с защемлением на внешнем контуре под действием равномерного 

внешнего давления. Исследован процесс формирования петель на кривой 

деформирования в зависимости от высоты оболочки. Изменение высоты 

оболочки при неизменном радиусе опорного контура моделирует началь-

ную неправильность в ее изготовлении. 

Ключевые слова: оболочка; деформация; сильный изгиб. 
 

Введение 

Тонкостенные оболочечные конструкции применяются в различных областях современной 

техники. В таких конструкциях под действием нагрузок могут возникать перемещения, не укла-

дывающиеся в рамки линейной теории, что приводит к необходимости учета геометрической не-

линейности [1–3]. Использование нелинейной теории позволяет определять напряженно-

деформированное состояние (НДС) различного вида оболочек как в случае малых, так и больших 

прогибов. Однако с помощью этих уравнений значения критических нагрузок оказываются зна-

чительно больше значений, получаемых в результате экспериментов. Так, для сферических обо-

лочек теоретически полученные значения критических нагрузок почти в 4 раза больше экспери-

ментальных [4, 5]. Причин такого несовпадения результатов несколько. Это наличие у оболочки 

начальных неправильностей, начальных напряжений, отличие условий нагружения и закрепле-

ния от учитываемых в математической модели, неоднородность свойств материала, несиммет-

ричность деформирования и т. п. [4, 6]. Применение современных пакетов прикладных программ, 

основанных на методе конечных элементов [6], позволяет определять НДС и проводить сравне-

ние с полученными решениями [7], но решение задач с высокой нелинейностью даже при ис-

пользовании таких программ вызывает определенные трудности при получении решения. Таким 

образом, развитие методов расчета оболочек и учет их начальных несовершенств является акту-

альным и имеет важное прикладное значение. 
 

Задача исследования сильного изгиба упругой оболочки вращения 

Рассматривается геометрически нелинейная задача сильного изгиба тонкой изотропной обо-

лочки вращения, в которой не накладывается никаких ограничений на величины углов поворота 

нормали к исходной координатной поверхности, а относительная линейная деформация мала по 

сравнению с единицей. Нагрузка, действующая на оболочку, осесимметричная. 

Для оболочки, испытывающей осесимметричную деформацию, уравнения равновесия в ко-

ординатах деформированной поверхности имеют вид [8] 
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Здесь Ns, Qs, Ms – продольные, поперечные силы и изгибающие моменты в меридиональном на-

правлении, Nθ, Mθ – усилия в окружном направлении, Rs, Rθ – радиусы главных кривизн в мери-

диональном и окружном направлениях, r – радиус параллельного круга, s – длина дуги меридиа-

на, qs – касательная и qζ – нормальная составляющие распределенных нагрузок, ms – внешний 

распределенный момент. Тильдами сверху отмечены величины, относящиеся к деформирован-

ному состоянию оболочечного элемента. 

Геометрические соотношения для оболочки в предположении осесимметричной деформации 
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Здесь εs, εθ, χs, χθ – относительные деформации удлинения и изменения кривизны срединной по-

верхности оболочки в меридиональном и окружном направлениях. 

Соотношения упругости, связывающие усилия и моменты с компонентами полной деформа-

ции с учетом гипотезы недеформируемых нормалей, имеют вид: 
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Здесь Ns, Nθ, S – мембранные усилия, Ms, Mθ, H – изгибающие и крутящий моменты, εsθ – относи-

тельная деформация сдвига, χsθ – кручение координатной поверхности, Cmp, Kmp, Dmp (m, р = 1, 2) – 

коэффициенты упругости. 

Для изотропных оболочек 
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где E – модуль упругости, ν – коэффициент Пуассона, h – толщина оболочки. 

Для получения разрешающей системы уравнений уравнения (1)–(3) необходимо дополнить 

граничными условиями. 

Например, для жестко защемленного левого края и свободного правого 

0,x z su u     при s = s0, 

0,x z sN N M    при s = sN. 
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Для решения задачи использовался метод Ньютона–Канторовича, сводящий нелинейную 

краевую задачу к итерационной последовательности линейных краевых задач. При решении ли-

нейных краевых задач применялся метод сведения их к ряду задач Коши, которые интегрирова-

лись численно методом Рунге–Кутта. Для обеспечения устойчивости решения жестких задач 

Коши применен метод дискретной ортогонализации С.К. Годунова. 
 

Основные результаты 

Исследовано напряженно-деформированное состояние пологих сферических панелей посто-

янной толщины с защемлением на внешнем контуре под действием равномерного внешнего дав-

ления (рис. 1). 

Оболочки (рис. 2) имеют характеристики: модуль упругости E = 200 ГПа, коэффициент Пу-

ассона  = 0,3, толщина h = 1 мм, радиус опорного контура c = 100 мм. Образующие оболочек 

очерчены по окружностям, их параметры приведены в табл. 1. Параметр пологости [1] вычислял-

ся по формуле 24 12(1 )
c

b
Rh

  . 

 

Таблица 1 
Параметры исследуемых оболочек 

№ R, мм Δ, мм 
Параметр  

пологости b 

1 516,5 0 8,00 

2 543,84 –0,5 7,80 

3 574,32 –1,0 7,59 

4 608,51 –1,5 7,37 

5 647,14 –2,0 7,15 

6 491,85 0,5 8,20 

7 469,51 1,0 8,39 

8 449,17 1,5 8,58 

9 430,59 2,0 8,76 
 

На рис. 3 и 4 приведены кривые деформирования оболочек в координатах: внешнее давление 

– прогиб полюса при разных высотах (H + Δ), где Δ = –2…2 мм. Номера кривых соответствуют 

строкам в табл. 1. 

При уменьшении высоты оболочки происходит снижение внешней нагрузки в предельных 

точках, а при увеличении высоты оболочки значение внешнего давления в первой предельной 

точке существенно не изменяется. 

Кривая 6 имеет петли, а на кривых 7, 8, 9 петли пропадают и остается одна предельная точка. 

Для отыскания момента исчезновения петли получены две кривые, приведенные на рис. 5. 

Параметры оболочек, соответствующие этим кривым, приведены в табл. 2. 
 

Таблица 2 
Параметры оболочек 

№ R, мм Δ, мм 
Параметр  

пологости b 

1 501,41 0,3 8,12 

2 496,58 0,4 8,16 

3 480,41 0,75 8,29 

4 479,97 0,76 8,30 

 

Рис. 2. Схемы сферических оболочек Рис. 1. Расчетная схема оболочки 
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Рис. 3. Кривые деформирования оболочек 

Рис. 4. Кривые деформирования оболочек 

Рис. 5. Кривые деформирования оболочек Рис. 6. Кривые деформирования оболочек 
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На рис. 7 приведены кривые прогибов оболочек для точек а, б (рис. 5). При переходе от точ-

ки а к б происходит «прощелкивание» четырех кольцевых поясов вдоль образующей оболочки. 

Для определения момента исчезновения всех петель и перехода к кривой с одной предельной 

точкой получены две кривые, приведенные на рис. 6. Параметры оболочек, соответствующие 

этим кривым, приведены в табл. 2. 

В окрестности первой предельной точки происходит смыкание двух ветвей петли, в резуль-

тате получается гладкая кривая с одной предельной точкой. 

Все расчеты выполнены по разработанной авторами программе, что подтверждает эффек-

тивность использованных алгоритмов. 
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Рис. 7. Кривые прогибов 
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STUDYING THE COSTCRITICAL DEFORMATIONS OF SHUTTER SPHERICAL 
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Abstract. An algorithm for studying the stress-strain state of elastic thin-walled shell systems con-

sisting of shells of revolution has been developed. To solve the nonlinear problem of strong bending of a 

thin isotropic shell of revolution, in which no restrictions are imposed on the angles of rotation of the 

normal to the original coordinate surface and the relative linear deformation is small compared to unity, 

we used the Newton-Kantorovich, which reduces the nonlinear boundary value problem to an iterative 

sequence of linear boundary value problems. A method was applied to reduce the linear boundary prob-

lems to several Cauchy problems, which were integrated numerically using the Runge-Kutta method. To 

ensure the stability of the solution of stiff Cauchy problems, S.K. Godunov’s method of discrete 

orthogonalization was applied. Based on this algorithm, a computer program was written to determine 

the parameters of the stress-strain state of shells with a wide range of changes in geometric, physical, 

and force parameters and boundary conditions. The stress-strain state of sloping spherical panels of con-

stant thickness with pinching on the outer contour under uniform external pressure has been studied. The 

process of the formation of loops on the deformation curve depending on the height of the shell has been 

investigated. Changes in the height of the shell with a constant support contour radius simulates the ini-

tial irregularity in its manufacture. 

Keywords: shell; deformation; strong bending. 
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EFFECTS OF BASIS SET SUPERPOSITION ERROR ON DFT MODEL 
OF C2N/GRAPHENE BILAYER 
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Abstract. We investigated the structural and energetic properties of the 

C2N/graphene bilayer using the electron density functional theory. We compared 

two approaches for wave function decomposition: plane waves (PW) and local-

ized pseudoatomic orbitals (PAOs). We showed that for the weakly bonded bi-

layer, it is essential to consider correction to the basis set superposition error in 

binding energy calculations and geometry optimization. Otherwise, the interlayer 

binding energy and layer separation could be overestimated by 45–90 % and un-

derestimated by 4–12 %, respectively. Also, to have the quantitative agreement 

between PAOs and PW results, the atomic-like basis set should be optimized. 

Overall, calculated with dispersion corrections, the interlayer binding energy 

(0,17–0,22 J/m
2
) is of the van der Waals nature. 

Keywords: C2N/graphene bilayer; density functional theory; local pseudoatomic 

orbitals (PAOs), plane waves (PW), basis set superposition error (BSSE). 

 

Introduction 

Due to its structural and electronic properties, graphene is a thoroughly investigated material in the 

field of nanoelectronics [1]. However, its usage in electronic devices is limited because of its zero band 

gap [2]. There are several approaches to opening the graphene band gap, one of them, which do not 

drastically affect the monolayer geometry, is the usage of a substrate with the needed characteristics [3]. 

Already successfully synthesized C2N monolayer [4] has an atomic structure similar to graphene (except 

for the nitrogen pores), so it could become an appropriate substrate which will not induce considerable 

strains of graphene. To check this hypothesis, we can start the investigation with numerical simulations 

of the C2N/graphene bilayer structure. Therefore, we aim to obtain the physically sound model of the 

C2N/graphene bilayer using the density functional theory (DFT). 

Since the monolayers in the bilayer structure could be arranged differently, it could lead to a quite 

large simulation cell [5], which will result in time-consuming and heavy calculations with the plane 

waves (PW). This approach to wave function decomposition does not depend on the amount and type of 

atoms in the cell but could be cumbersome for modeling systems with large vacuum volumes. Alterna-

tively, a basis set of localized pseudoatomic orbitals (PAOs) could give fast and less resource-

consuming results. However, the localized nature of PAOs gives rise to the basis set superposition error 

(BSSE) [6]. This error leads to an artificial attraction between the investigated subsystems [7]. Moreo-

ver, it could be especially significant for cases where subsystems are similar in size. Therefore, to check 

how strongly this BSSE could influence the calculated properties of the C2N/graphene bilayer, we simu-

lated this structure using both PW and PAO basis sets. 

 

Models and simulation details 

Calculations with the localized pseudo-atomic orbitals were performed via the SIESTA software 

package [8]. For plane-wave simulations, we used the VASP code [9]. In both packages, the periodic 

boundary conditions were implemented. Pseudopotentials for the SIESTA calculations were taken from 

the FHI database [10]. For VASP modeling we utilized the 2012 version of pseudopotentials. 2s
2
2p

2 

electrons for С and 2s
2
2p

3 
electrons for N were considered valence. Since the interaction between C2N 

and graphene layers is mostly weak (via van der Waals force), we used the generalized gradients ap-

proximation, GGA (Perdew–Burke–Ernzerhof functional, PBE [11]), with the Grimme semi-empirical 

dispersion corrections, DFT-D2 [12], and the vdW exchange-correlation functional of Dion et al. [13] 
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with exchange modified by Berland and Hyldgaard [14]. After test calculations, we excluded spin polar-

ization from consideration not to waste computational resources since the difference between spin-

polarized and not spin-polarized bilayer total energy was less than 1 meV. 

 

 
Fig. 1. Simulated structure of the C2N/graphene bilayer: top views from a) C2N and b) graphene side; c) side view. Carbon 
and nitrogen atoms are represented as grey and blue balls, respectively. Cell boundary is noted by a black dashed line 

 

The hexagonal simulation cell contained 1 unit cell of C2N (12 carbon and 6 nitrogen atoms) and 12 

graphene unit cells (24 carbon atoms), see Fig. 1. The optimized translational parameter was 8,47 Å and 

8,48–8,49 Å for VASP and SIESTA calculations, respectively. In this work we considered the bilayer 

system without any tension, so the translation parameter optimization was performed by finding l, which 

corresponds to the minimum of the bilayer total energy Etot(l). The resulting parameter is ~0,9% smaller 

than that for a free isolated graphene monolayer (8,55–8,57 Å) and ~1,9% larger than that for a free 

isolated C2N monolayer (8,31–8,33 Å), calculated within the same approximations. Selected simulation 

parameters presented in Table 1 allowed us to obtain the interlayer binding energy with a precision of 

less than 0,25 meV/atom. More details about calculation parameters optimization can be found in [15]. 

The plane wave basis energy cutoff was 600 eV, for pseudo-atomic orbitals we used optimal parameters 

for C2N monolayer from [16] and for graphene from [17]. 

Table 1 
Simulation parameters 

DFT package SIESTA VASP 

XC approximations 
PBE+D2 
BH-vdW 

PBE+D2 

k-points 19×19×1 15×15×1 

Space partitioning (mesh detailing in the real space): 

MeshCutoff (SIESTA) / PREC (VASP) 
360 Ry Accurate 

Total energy convergence criterion 10
–6

 eV 

Force convergence criterion 
5·10

–5
 Ry/Bohr 

(≈1,3 meV/Å) 10
–3

 eV/Å 

Vacuum layer, Å 35 
 

Interlayer binding energy was calculated as: 

C N2
,bind bilayer graphene CPE E E E E     (1) 

where bilayerE , C N2
E , and grapheneE  are the total energy of the bilayer, an isolated C2N monolayer, and 

an isolated graphene, respectively; CPE  is the Boys–Bernardi correction to the basis set superposition 

error [18]. For PW calculations this correction equals zero. 
 

Geometry optimization with BSSE correction 

Since BSSE for the basis of atomic-like orbitals results in the artificial attraction between layers, if 

we allow the system to relax without any constrictions, we will obtain too small layer separation. There-

fore, to investigate the influence of BSSE on the bilayer geometry, we performed a series of calculations 
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with the fixed interlayer distance for each considered basis set (optimized and default) and XC approxi-

mation. The distance was changed manually with 0,05 Å step (0,01 Å near the total energy minimum to 

determine the precision). The resulting dependencies of the bilayer total energy before and after taking 

into account Boys–Bernardi correction to BSSE on the layer separation are presented in Fig. 2. 

 

Fig. 2. Dependencies of the bilayer total energy on the interlayer distance for default and optimized PAOs in two XC 
approximations before and after BSSE corrections 

 

Fig. 2 shows that, predictably, in all considered cases, BSSE corrections lead to the increased layer 

separations. Basis optimization allows us to obtain larger interlayer distances even before taking into 

account Boys–Bernardi correction to BSSE. Table 2 proves that basis optimization gives much closer to 

BSSE-corrected geometries (the layer separation difference between BSSE-corrected and not-corrected 

cases is two times smaller for optimized PAOs). However, BSSE correction diminishes the geometrical 

difference between structures obtained with optimal and default bases: BSSE-corrected layer separations 

are almost equal for each basis set. Moreover, this correction can be substantial, especially for default 

basis (BSSE-corrected interlayer distances are up to 12 % larger). 
 

Table 2 
Interlayer distance before (d) and after (dBSSE) taking into account  

Boys-Bernardi correction to BSSE 

XC approximation Basis BSSEd d , Å   /BSSEd d d , % 

PBE+D2 
default 0,27 9,0 

optimal 0,13 4,2 

BH-vdW 
default 0,35 11,9 

optimal 0,16 5,1 
 



Babailova D.V., Alantev K.V., Kaplun M.V., Effects of Basis set Superposition Error 
Anikina E.V., Nikonova T.Yu. on DFT Model of C2N/Graphene Bilayer 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 3, С. 62–69 

65 

So, when subsystems are similar in size, unsurprisingly, BSSE correction considerably changes the 

weak-bonded system geometry (interlayer distance, in particular). Next, we will check the scale of this 

influence on the energetic properties and compare results with the BSSE-free plane-wave calculations. 

 

BSSE influence on the C2N/graphene bilayer binding 

The plane-wave calculations gave the following results: interlayer distance 3,18d   Å; 

646bindE   meV (which is 26,9 meV per atom of graphene or 0,17 J/m
2
). Firstly, we compare them to 

the SIESTA results obtained with the same XC approximation (PBE+D2). The precision of interlayer 

distance calculations 0,02d   Å. In Table 3 we calculated E  and ε  as: 

VASP
bind bindE = E E ,   VASP

VASP

d d
ε=

d


 (2) 

where bindE  and VASP
bindE  are binding energies calculated in SIESTA and VASP, respectively; the 

interlayer distances are similarly denoted. 

 

Table 3 
Binding energy and layer separation of the C2N/graphene bilayer before and after BSSE correction in geometry  

(calculations in PBE+D2 XC approximation) 

Basis 

not BSSE-corrected geometry BSSE-corrected geometry 

bindE , 

meV/atom 

(J/m
2
) 

CPE , 

meV/atom 

E , 

meV/atom 
d , Å ε , % 

bindE , 

meV/atom 

(J/m
2
) 

CPE , 

meV/atom 

E , 

meV/atom 
d , Å ε , % 

default 
11,6 

(0,07) 
94,6 –15,3 2,94 –7,6 

19,1 

(0,12) 
93,6 –7,8 3,21 0,8 

optimal 
26,8 

(0,16) 
32,2 –0,1 3,08 –3,1 

28,4 

(0,17) 
28,3 1,5 3,21 0,8 

 

Table 3 shows that BSSE correction in geometry gave close to plane wave interlayer distances even 

for default basis (relative deviation ε  drops from almost 8 % to less than 1 %, and the resulting layer 

separations are equal for optimal and default bases). However, basis optimization is critical if the correct 

interlayer binding energy is needed. The Boys–Bernardi correction could amount to almost 90 % of raw 

binding energy before BSSE correction (for default basis set before taking into account BSSE in 

geometry). For optimal basis, CPE  drastically diminishes (by 3 times in comparison to default basis) 

and now is about the value of binding energy. Therefore, if atomic orbitals are used for simulations of 

weakly bonded systems it is critical to consider BSSE correction to the binding energy, otherwise, the 

binding could be significantly overestimated. Overall, bindE  calculated with the optimized basis set are 

close to the VASP values, the difference is only ~1 meV per graphene atom. So, sound results could be 

obtained with the optimal basis set even before the BSSE correction in geometry. 

 

Table 4 
Binding energy and layer separation of C2N/graphene bilayer before and after BSSE correction in geometry  

(calculations in PBE+D2 XC approximation) 

Basis 

not BSSE-corrected geometry BSSE-corrected geometry 

bindE , 

meV/atom (J/m
2
) 

CPE , 

meV/atom 
d , Å bindE , 

meV/atom (J/m
2
) 

CPE , 

meV/atom 
d , Å 

default 13,6 (0,08) 110,6 2,94 22,4 (0,14) 92,5 3,29 

optimal 32,8 (0,20) 34,2 3,11 35,1 (0,22) 28,9 3,27 

 

In the next step, we investigated how the choice of XC approximation will affect the BSSE value. 

The calculated results for the van der Waals functional are presented in Table 4. Similarly to the semi-

empirical Grimme corrections, BSSE plays a huge role in the case of the default basis set. While BSSE-
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corrected geometries in both basis sets had similar layer separations, the default basis predicted 

considerably weaker binding. The optimized basis set gave closer values of binding energy to the plane-

wave calculations with a similar XC functional [19]. Overall, the interlayer binding energy calculated 

with both XC functionals suggests a weak interaction. Obtained values are close to the binding energies 

of graphite layers [20]. 

 

Conclusion  

Here, we obtained the optimized model of the C2N/graphene bilayer. We investigated its structure 

and interlayer binding using the electron density functional method implemented in codes with two ap-

proaches to wave function decomposition (VASP and SIESTA packages). We considered the influence 

of PAOs optimization and BSSE correction on the results of interlayer binding energy and distance cal-

culations. 

We showed that to obtain the correct energetic and structural properties of the bilayer it is necessary 

to optimize the atomic-like basis set and use the counter-poise correction to BSSE during the calculation 

of both interlayer binding energy and layer separation. BSSE-corrected results calculated in optimized 

pseudoatomic orbitals are in agreement with plane wave simulations. For PAOs, we showed that for a 

weakly bonded system with almost equal sub-systems, it is essential to take into account BSSE correc-

tion, otherwise, the binding energies will be highly overestimated (by 45–90 %). Overall, both XC ap-

proximation predicted similar interlayer binding energies, which lie in the range of van der Waals bond-

ing.  

The reported study utilized the supercomputer resources of South Ural State University [21]. 
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ВЛИЯНИЕ ОШИБКИ СУПЕРПОЗИЦИИ БАЗИСНОГО НАБОРА  
НА DFT МОДЕЛЬ БИСЛОЯ C2N/ГРАФЕН 
 

Д.В. Бабайлова, К.В. Алантьев, М.В. Каплун, Е.В. Аникина, Т.Ю. Никонова 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: anikinaev@susu.ru 
 

Аннотация. В работе были исследованы структурные и энергетические характеристики бис-

лоя C2N/графен с помощью метода функционала электронной плотности. Сравнивались два под-

хода к представлению волновой функции системы: плоские волны (пакет VASP) и атомноподоб-

ные орбитали (пакет SIESTA). Было показано, что для слабосвязанного бислоя необходимо учи-

тывать поправку к ошибке суперпозиции базисного набора как при вычислении энергии связи 

слоев, так и при оптимизации геометрии. Иначе оценки величины энергии связи слоев будут за-

вышены на 45–90 %, межслойное расстояние – занижено на 4–12 %. Для количественного согла-

сия расчетов с атомноподобными орбиталями и плоскими волнами необходимо также оптимизи-

ровать атомноподобный базисный набор. В итоге вычисленные с дисперсионными поправками 

энергии связи слоев (0,17–0,22 Дж/м
2
) указывают на Ван дер Ваальсову связь между графеном и 

монослоем C2N. 

Ключевые слова: бислой C2N/графен; теория функционала электронной плотности; атом-

ноподобные орбитали; плоские волны; ошибка суперпозиции базисного набора. 
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ДИФРАКТОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
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Аннотация. Представлены результаты определения кристаллической 

структуры образцов ТЭНа, гексогена и октогена методом рентгеновской 

дифрактометрии, приведены расчеты параметров элементарной ячейки 

молекулярных кристаллов, связанные с обработкой результатов рентгенов-

ской дифрактометрии, и экспериментальные зависимости объемов элемен-

тарной ячейки молекулярных кристаллов от температуры. Полученные 

экспериментальные данные по изобарическому сжатию и расширению ис-

следованных молекулярных кристаллов позволили уточнить тепловую со-

ставляющую уравнений состояния молекулярных кристаллов и получить 

выражение для изобарического коэффициента теплового расширения, свя-

занное с математической моделью тепловой составляющей уравнений со-

стояния молекулярных кристаллов. Полученная аналитическая зависи-

мость изобарического коэффициента теплового расширения от температу-

ры рассмотренных образцов позволяет правильно описывать предельный 

переход к низким температурам. 

Предложен метод аппроксимации, полученных экспериментальных за-

висимостей объема элементарной ячейки, исследуемых веществ, при изоба-

рическом сжатии – расширении от температуры, основанный на математи-

ческой модели полуэмпирических уравнений состояния молекулярных 

кристаллов. Данный подход позволил получить аналитическую зависи-

мость объема элементарной ячейки кристалла от температуры, с точностью 

до 3 % описывающую представленные результаты рентгеновской дифрак-

тометрии, рассмотренных в работе образцов молекулярных кристаллов. 

Ключевые слова: уравнение состояния; молекулярный кристалл; изобара; 

дифрактометрия; приближение Дебая.  
 

Введение 

Необходимость расчета термодинамических характеристик различных веществ возникает 

всегда при решении различных задач математической физики. Поэтому построения математиче-

ских моделей уравнений состояния всегда привлекало повышенное внимание исследователей 

самых различных специальностей [1, 2]. Несмотря на значительные успехи в развитии вычисли-

тельной техники, последовательный теоретический расчет уравнений состояния материалов ме-

тодами статистической физики сталкивается с трудностями, суть которых заключается в том, что 

появляется необходимость корректного учета межчастичного взаимодействия. Поэтому активное 

развитие получили математические модели построения полуэмпирических уравнений состояния 

[3, 4]. Для построения полуэмпирических уравнений состояния необходимо определиться с вы-

бором термодинамического потенциала, в зависимости от агрегатного состояния вещества. На-

пример, для твердого тела наиболее удобным термодинамическим потенциалом является функ-

ция Гельмгольца. Далее из теоретических соображений выбирается математическая модель, по-

зволяющая определить форму функциональной зависимости термодинамического потенциала, а 

коэффициенты, входящие в выбранный термодинамический потенциал, определять на основании 

результатов термодинамических экспериментов. 

В данной работе реализован подход к определению термодинамических параметров иссле-

дуемого материала на основе прецизионных дифрактометрических исследований в широком 

диапазоне температур с целью уточнения вида составляющих полуэмпирического уравнения со-



Бирюкова М.А., Ковалев Ю.М., Петров Д.В., Определение параметров уравнения состояния 
Станкевич А.В., Шестаков М.А. молекулярных кристаллов… 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2023, том 15, № 3, С. 70–78 

71 

стояния молекулярного кристалла [5, 6] и построения уравнения, позволяющего аналитически 

описывать зависимость объема элементарной ячейки от температуры. Полученные эксперимен-

тальные данные позволят верифицировать тепловую часть уравнений состояния молекулярных 

кристаллов. 
 

Математическое моделирование поведения объема элементарной ячейки молекулярного 

кристалла при изобарическом расширении и сжатии 

Приведенные в работах [7–10] экспериментальные данные показывают, что в условиях ква-

зиизобарического температурного воздействия изменение объёма элементарной ячейки молеку-

лярного кристалла имеет нелинейную зависимость, которая на примере ТАТБ представлена (см. 

рисунок) [11] и характеризуется анизотропией силовых параметров межмолекулярного взаимо-

действия.  

Все попытки аппроксимации эксперименталь-

ных данных на отдельных участках эксперимен-

тальной кривой (см. рисунок) алгебраическими вы-

ражениями без учета специфики уравнений состоя-

ния молекулярного кристалла приводят к неутеши-

тельным результатам по определению зависимости 

коэффициента объемного расширения от темпера-

туры. Поэтому в данной работе был предложен 

подход, позволяющий получить аналитическую 

зависимость объема элементарной ячейки молеку-

лярного кристалла от температуры и выражение 

для определения температурной зависимости ко-

эффициента объемного расширения на основании 

уравнения состояния молекулярных кристаллов. 

Для определения зависимости объема элементарной ячейки молекулярного кристалла от 

температуры при изобарическом сжатии и расширении будем использовать подход, разработан-

ный в работе [12], в приближении высоких температур. 

По определению коэффициент объемного расширения α  имеет следующий вид [13]: 

1
,

P

V

V T


 
  

 
                 (1) 

а связь между термодинамическими коэффициентами определяется термодинамическим равенст-

вом (аналог уравнения Грюнайзена для молекулярных кристаллов), полученным в работах [6, 12] 
2
T D VDαС = γ (V)C ,       (2) 

и зависимостью коэффициента Грюнайзена [14, 15] в приближении слабого сжатия  

0

0
D D

V

V
 

 
  

 
.                (3) 

Здесь TС  – изотермическая скорость звука, 0
Dγ  – значение коэффициента Грюнайзена при на-

чальной температуре проведения экспериментов, VDC  – составляющая теплоёмкости при посто-

янном объёме, зависящая от деформационных (низкочастотных) колебаний молекулы и опреде-

ляемая в приближении Дебая [16, 17]: 
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R  – универсальная газовая постоянная, поделенная на молекулярную массу вещества μ ; M  – 

число низкочастотных (деформационных) колебаний, приходящихся на одну молекулу ТАТБ; 

Dθ  – характеристическая температура Дебая; T  – температура тела;  D x  – функция Дебая, 

которая определяется выражением вида [16]: 
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 CD x  – функция теплоемкости Дебая, определяемая следующим образом [16]: 
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После подстановки выражений (2) и (3) в равенство (1) проинтегрируем полученное диффе-

ренциальное уравнение по температуре от значения T0 = 293 К до текущего значения T при по-

стоянной изотермической скорости звука, в результате получим равенство, позволяющее опреде-

лить зависимость  объема элементарной ячейки V  от температуры: 
0

0 0/(1 ( ( ) ( )))D DV V K TD x T D x   , 0 2( / )D TK MR C  ,      (4) 

где V0 – объём элементарной ячейки при T0 = 293 К, 0 0
0/D Dx T . Аналогичный подход для опре-

деления зависимости плотности ρ  от температуры применялся в работе [12] для случая высоко-

температурного разложения функции Дебая, и была получена зависимость следующего вида: 

/( )aZ N V   ,     (5) 

где aN  – число Авогадро, Z – количество молекул в элементарной ячейке. 

Воспользоваться зависимостью (4) для аппроксимации полученных в данной работе экспе-

риментальных данных, возможно в том случае, если удается определить значение коэффициента 

αK . Покажем, что экспериментальных данных, приведенных в табл. 1–4, достаточно для опреде-

ления коэффициента αK . С этой целью воспользуемся равенством (2), которое после проведения 

простых преобразований можно представить следующим образом: 
0 2 0

0( / ) / ( )D T C DK MR C D x    , 

где 0  – значение коэффициента объемного расширения при температуре T0 = 293 К. Подставляя 

полученное выражение в равенство (3), определим уравнение для описания зависимости объема 

элементарной ячейки от температуры в виде 
0 0 0

0 0 0 0 0/(1 ( ( ) ( ))) /(1 ( ( ) ( )) / ( ))D D D D C DV V K TD x T D x V TD x T D x D x                 (6) 

Зная зависимость объема элементарной ячейки от температуры (5), легко получить зависимость 

коэффициента объемного расширения от температуры. Подставив выражение (5) в равенство (2), 

получим: 
0 0 0

0 0 0( ( ) / ( )) /(1 ( ( ) ( )) / ( ))C D C D D D C DD x D x TD x T D x D x     .                        (7) 

В предельном случае при температуре T = 0 K равенство (6) переходит в следующее выраже-

ние 
0 0

0 0 0 0/(1 ( )) / ( ))k D C DV V T D x D x  , 

где V0k – значение объема элементарной ячейки при T = 0 K, которое для ТАТБ равно 432,185 А³ 

[12]. Найденное значение V0k позволяет определить плотность кристалла ТАТБ при T = 0 K, кото-

рая определяется равенством (5) и равна 0k = 1986 кг/м
3
. Для сравнения, значение плотности 

ТАТБ при T = 0 K, рассчитанное квантово-химическим методом DFT [18], приведенное в работе 

[19], 0k = 1982,7 кг/м
3
. 

Все необходимые для проведения вычислений по формулам (6) и (7) данные выбраны из ра-

бот [12, 20] и приведены в табл. 1. 
        Таблица 1 

Параметры 
Название ВВ 

гексоген ТЭН ТАТБ октоген 

M 12 16 12 12 

0
D , К 157,83 134,44 137,30 160,15 

α0 10
–4

, К
–1

 1,91 2,32 1,119 1,625 

 

Экспериментальные исследования по изобарическому нагреву и охлаждению 

В данной работе экспериментальные исследования изобарического расширения (сжатия) 

проводились методом порошковой терморентгенографии с помощью многофункционального на-

учно-исследовательского комплекса (МНИК) ARL X′TRA с использованием низко-
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высокотемпературной приставки AntonPaar TTK450, тонкоплёночного коллиматора и параболиче-

ского зеркала. 

В общем случае методика проведения анализа структуры молекулярных кристаллов и её 

уточнение для однофазных материалов по данным порошковой терморентгенографии приведена 

в работах [7–10]. Расчётные операции выполняются в соответствии с физическими закономерностя-

ми классической электродинамики и квантовой теорией строения вещества. 

Результаты проведенных экспериментальных исследований изобарического расширения (сжа-

тия) элементарных ячеек для гексогена, октогена и ТЭНа, приведены в табл. 2–4 соответственно. 

Полученные данные по кристаллической структуре указанных материалов при нормальных усло-

виях хорошо согласуются с известными экспериментальными данными других авторов [20]. В 

табл. 2–4 приведены также значения рассчитанных объемов элементарных ячеек для выбранных 

молекулярных кристаллов ТЭНа, гексогена, октогена при различных температурах соответствен-

но.  
Таблица 2 

T, K Vex, А
3
 VC, А

3
 T, K Vex, А

3
 VC, А

3
 

153 579,796 575,420 273 591,186 591,191 

163 580,339 576,683 283 591,441 592,558 

173 581,393 577,958 293 593,932 593,932 

183 582,120 579,242 303 595,720 595,314 

193 579,344 580,536 313 597,134 596,703 

203 580,609 581,839 323 598,206 598,099 

213 583,386 583,151 333 599,793 599,502 

223 582,963 584,471 343 601,170 600,913 

233 583,639 585,800 353 602,541 602,331 

243 585,801 587,136 363 603,423 603,757 

253 586,735 588,480 373 605,155 605,190 

263 588,175 589,832    
 

Таблица 3 

T, K Vex, А
3
 VC, А

3
 T, K Vex, А

3
 VC, А

3
 

153 1607,932 1598,830 313 1644,653 1647,326 

163 1611,374 1601,708 323 1648,119 1650,497 

173 1614,187 1604,613 333 1652,242 1653,683 

183 1616,058 1607,542 343 1656,162 1656,884 

193 1617,559 1610,495 353 1660,121 1660,098 

203 1620,933 1613,468 363 1659,709 1663,328 

213 1623,047 1616,460 373 1663,574 1666,571 

223 1624,442 1619,472 383 1664,780 1669,829 

233 1626,790 1622,502 393 1669,763 1673,101 

243 1627,498 1625,549 403 1672,316 1676,387 

253 1630,192 1628,613 413 1675,445 1679,687 

263 1633,372 1631,693 423 1678,106 1683,002 

273 1635,652 1634,789 433 1681,234 1686,331 

283 1640,582 1637,900 443 1684,898 1689,673 

293 1641,027 1641,027 453 1690,062 1693,031 

303 1643,731 1644,169    

Данные табл. 2–4 показывают, что рассчитанные и экспериментальные значения объемов 

элементарных ячеек кристаллов ТЭНа, гексогена и октогена различаются не более 2–3 %  во всем 

диапазоне изменения температур.  

В табл. 5 на основании выражения (7) приведены безразмерные значения коэффициента объ-

емного расширения 0/   для молекулярных кристаллов ТЭНа,  гексогена и октогена в зависи-

мости от температуры. 
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Таблица 4 

 

Таблица 5 

Т, К 
0/   

ТЭН Гексоген Октоген 

153 0,9423 0,9378 0,9404 

163 0,9486 0,9453 0,9479 

173 0,9543 0,9520 0,9544 

183 0,9595 0,9579 0,9602 

193 0,9642 0,9632 0,9653 

203 0,9686 0,9680 0,9700 

213 0,9727 0,9725 0,9743 

223 0,9766 0,9766 0,9782 

233 0,9803 0,9805 0,9819 

243 0,9839 0,9841 0,9853 

253 0,9873 0,9876 0,9885 

263 0,9906 0,9909 0,9916 

273 0,9938 0,9940 0,9945 

283 0,9969 0,9971 0,9973 

293 1,0000 1,0000 1,0000 

303 1,0030 1,0029 1,0026 

313 1,0060 1,0056 1,0051 

323 1,0089 1,0083 1,0076 

333 1,0118 1,0110 1,0099 

343 1,0146 1,0136 1,0123 

353 1,0175 1,0162 1,0145 

363 1,0203 1,0187 1,0168 

373 1,0231 1,0212 1,0190 

383 1,0258 1,0237 1,0212 

393 1,0286 1,0261 1,0233 

403 1,0314 1,0285 1,0254 

413 1,0341 1,0309 1,0275 

423 1,0368 1,0333 1,0296 

433 1,0396 1,0357 1,0317 

443 1,0423 1,0380 1,0337 

453 1,0451 1,0404 1,0358 

Представленные в данной работе результаты показывают, что тепловая часть уравнений со-

стояния [6] правильно описывает температурную зависимость объема молекулярного кристалла 

и может применяться с высокой точностью (менее 2 %) для аппроксимации экспериментальных 

данных, связанных с определением изобарического коэффициента объемного расширения. 

T, K Vex, А
3
 VC, А

3
 T, K Vex, А

3
 VC, А

3
 

153 510,913 507,414 273 517,226 517,124 

163 511,880 508,193 283 518,103 517,962 

173 512,049 508,979 293 518,803 518,803 

183 512,638 509,771 313 520,171 520,496 

193 512,785 510,570 333 521,635 522,203 

203 513,935 511,373 353 523,204 523,924 

213 514,095 512,182 373 525,076 525,658 

223 514,414 512,995 393 525,916 527,406 

233 515,279 513,812 413 527,850 529,166 

243 515,563 514,634 433 528,857 530,940 

253 516,084 515,460 453 530,443 532,727 

263 516,788 516,290    
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Abstract. The paper presents the results of determining the crystal structure of PETN, hexogen, and 

HMX samples by X-ray diffractometry and calculations of the unit cell parameters of molecular crystals 

associated with the processing of X-ray diffractometry results, and experimental relationships between 

the unit cell volumes of molecular crystals on temperature. The obtained experimental data on the iso-

baric compression and expansion of the studied molecular crystals allowed us to specify the thermal 

component of the equations of the state of molecular crystals and obtain an expression for the isobaric 

thermal expansion coefficient associated with the mathematical model of the thermal component of the 

equations of state of molecular crystals. The obtained analytical dependence of the isobaric coefficient 

of thermal expansion on the temperature of the considered samples correctly describes the limiting tran-

sition to low temperatures. 

We propose a method of approximation for the obtained experimental relationships between tem-

perature and the unit cell volume of the studied substances under isobaric compression/expansion based 

on a mathematical model of the semi-empirical equations of state of molecular crystals. This approach 

allowed us to obtain analytical relationships between the crystal unit cell volume and temperature, which 

describes the results of X-ray diffractometry of the molecular crystal samples considered in the work 

with an accuracy of up to 3 %. 
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Аннотация. Изучается возбуждение поверхностных плазмон-

поляритонов в ограниченной наноструктуре на основе дискретной модели 

двумерной области, взаимодействующей с осциллятором. Наноструктура 

представляет собой прямоугольник, выделенный на поверхности металла 

на границе раздела сред золото–оксид кремния, поверхностные плазмон-

поляритоны возбуждаются точечным источником электромагнитного из-

лучения, расположенным над поверхностью металла. Динамика точечного 

источника излучения описывается дискретным вариантом уравнения Ван 

дер Поля при малой нелинейности параметров источника. Из дисперсион-

ного соотношения для поверхностных плазмон-поляритонов на одиночной 

границе раздела сред металл–диэлектрик в статье будут получены пара-

метры структуры золото–оксид кремния (фазовая скорость волны, частота 

источника излучения, характерное время в системе и др.) и проанализиро-

ваны распределения волнового поля в структуре при различных положени-

ях точечного осциллятора и различных коэффициентах связи волнового 

поля с осцилляторами. Модовый состав резонансного поля в нанорезонато-

ре при различных положениях источника излучения и коэффициентах свя-

зи выявлен с помощью преобразования Фурье волнового поля по простран-

ственным координатам, а также проанализирована временная эволюция 

амплитуд возбуждаемых мод волнового поля и приведены границы приме-

нимости рассматриваемой модели для исследования возбуждения поверхно-

стных плазмон-поляритонов в ограниченной наноструктуре.  

Ключевые слова: плазмоника; поверхностные плазмон-поляритоны; наноре-

зонаторы. 
 

Введение 

Поверхностные плазмон-поляритоны (ППП) – электромагнитные возбуждения в оптическом 

диапазоне частот, распространяющиеся в тонком слое на границе раздела металл–диэлектрик. 

ППП представляют собой связанные колебания электромагнитного поля в диэлектрике и элек-

тронной плазмы металла с отрицательной действительной частью диэлектрической функции [1]. 

Первое математическое описание поверхностных волн было представлено А. Зоммерфель-

дом в 1899 г. [2], а первый эксперимент, в котором наблюдался поверхностный плазмон-

поляритон, провел Р. Вуд в 1902 г. [3]. Решения уравнений Максвелла, найденные в 1907–1909 

гг. Дж. Ценнеком и А. Зоммерфельдом [4, 5] при рассмотрении задачи о распространении радио-

волн вдоль поверхности металла с конечной проводимостью, полностью применимы для описа-

ния ППП на границе раздела проводник–диэлектрик. Во второй половине XX века Р. Ритчи про-

вел детальное исследование ППП в тонких металлических пленках [6], а в 1968 г. Кречман и Рэ-

тер представили общее описание возмущения поверхностных волн видимым светом [7].  

Сильная локализация ППП позволяет рассматривать процессы на наномасштабах (электро-

магнитное излучение мало проникает в металл, оказываясь «запертым» в области, размеры кото-

рой в несколько раз меньше длины волны излучения), в настоящее время активно изучается воз-

можность использования структур, поддерживающих ППП. Плазмонные волноводы могут быть 

применены для уменьшения размеров интегральных схем и увеличения скорости их работы, од-

нако металлические наноструктуры обладают омическими потерями, которые необходимо ком-

пенсировать для увеличения длины пробега ППП в структуре [8]. Структуры, поддерживающие 

распространение ППП, могут быть использованы для создания новых типов устройств в нано-

электронике. Так, сенсоры, использующие факт чувствительности поверхностных плазмонов к 

изменению диэлектрических свойств среды вблизи поверхности раздела, могут быть использова-
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ны в биологии и химии для анализа белков и концентраций веществ. Спазеры (Surface Plasmon 

Amplification by Stimulated Emission of Radiation – усиление поверхностных плазмонов посредст-

вом вынужденного излучения), поверхностные плазмон-поляритоны в которых играют роль фо-

тонов в лазерах. Спазеры состоят из квантовой точки, расположенной вблизи металлической на-

ночастицы, и создают ближнее поле вместо излучения дальних полей, как в лазере. Спазеры мо-

гут быть использованы в спектроскопии: устройство состоит из металлической иглы, поддержи-

вающей существование ППП. Спазер создает интенсивное поле в субволновой области простран-

ства, вследствие чего обеспечивается высокая эффективность взаимодействия ППП с исследуе-

мым образцом, полученный сигнал подается на анализатор спектра [10]. 

Исследование возбуждения ППП в ограниченной наноструктуре раздела золото–оксид крем-

ния обладает потенциалом для развития науки и техники: в оптическом диапазоне золото облада-

ет наименьшими омическими потерями в сравнении с другими металлами, оксид кремния обес-

печивает локализацию электромагнитного поля в поперечном направлении. 

 

Дискретная модель волнового поля в прямоугольной наноструктуре  

Рассмотрим возбуждение ППП в ограниченной прямоугольной наноструктуре – нанорезона-

торе. Наноструктура представляет собой границу раздела между диэлектриком и металлом, за-

полняющими полупространства. Над поверхностью металла расположен источник электромаг-

нитного излучения, возбуждающий ППП. На поверхности металла выделен прямоугольник раз-

мерами Lx, Ly, в котором рассматривается волновое поле. 

Дискретная модель волнового поля в прямоугольной области – двумерная решетка связан-

ных цифровых дискретных фильтров [11]. Такая модель зарекомендовала себя и неоднократно 

применялась для описания возбуждения двумерного волнового поля ансамблем осцилляторов в 

различных структурах: круглой мембране; двумерной области в виде кругового кольца с гофри-

рованной границей [12, 13]. 

Итерационная динамика волнового поля, возбуждаемого осцилляторами в прямоугольной 

области: 

         1 2,  ,  1 ,  ,  ,  ,  1 , 1,  1 , , ,u x y t a u x y t a u x y t bW t x y gF x y t          (1) 

где          , 1,  1 1, , 1,  ,  ,  1, ,  1, W t x y u x y t u x y t u x y t u x y t          . 

Функция u(x,y,t) описывает состояние волнового поля в точке с координатами x, y в момент 

времени t; время t изменяется дискретно, x, y также изменяются дискретно с единичным шагом, g 

– коэффициент связи волнового поля с осцилляторами. Связь коэффициентов модели с безраз-

мерными параметрами – фазовой скоростью волны v и декрементом затухания γ 

 2 2 2
1 22 2 1 ,  ,  .a v e a e b v e                  (2) 

Для устойчивости решений уравнения (1) безразмерная скорость v в модели не должна пре-

восходить 1 2 . 

Пространственные координаты принимают значения 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly. По координате x 

были приняты следующие граничные условия 

   0; ; 1; ; ;u y t u y t         (3) 

   ; ; 1; ; .x xu L y t u L y t              (4) 

Граничные условия по продольной координате y 

   ;0; ;1; ;u x t u x t         (5) 

   ; ; ; 1; .y yu x L t u x L t             (6) 

Действие точечных осцилляторов на поле 

         
1

,  ,  ,  .
N

n

F x y t x x n y y n z n t 


               (7) 

Для моделирования возбуждения ППП точечным источником, размещенным вблизи поверх-

ности металла, будем считать, что динамика источника удовлетворительно описывается уравне-

нием Ван дер Поля в дискретном случае при малых параметрах нелинейности источника [14]. 
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Динамика осциллятора, взаимодействующего с волновым полем, определяется нелинейным 

уравнением 

              1 2,  1 ,  ,  1 ,  , z n t d z z n t d z z n t g u x n y n t      ,              (8) 

где               ,  ,  ,  ,  ,  ,  1u x n y n t u x n y n t u x n y n t    . 

Коэффициенты уравнения зависят от состояния осциллятора следующим образом: 

         2 2
1 22exp 1 ,  cos ,   exp 2 1 ,  ,d z n t d z n t                    (10) 

где β – частота осциллятора, α, ε – его нелинейные параметры. 

 

Расчет параметров для наноструктуры Au-SiO2 
Из дисперсионного соотношения для ППП на одиночной границе раздела металла с диэлек-

трической функцией ε1 (Re(ε1(ω)) < 0) и диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε2 по-

лучается выражение для фазовой скорости 

1 2

1 2

.ph
spp

v c  
k

 

 


           (10) 

После преобразований получим 

    2
1 2 1 1

1 2

| | Re Im .
| |

ph

c
v i     

 
                (11) 

Обозначим 

    Re Im .phv с v v i v c                 (12) 

Частота воздействия задается выражением 

2π
ω=ck=c .

λ
             (13) 

Диэлектрическая проницаемость кварцевого стекла ε2 = 4, плазменная частота золота 

ωp = 1,39·10
16

 Гц. При длине волны излучения λ = 1,5·10
–6

 м частота воздействия 15~10 Гц  , 

диэлектрическая функция золота 1 1190 19 ; | | 191.i      Таким образом, значение 

40,5 10v i  . 

Действительная часть выражения (12) отвечает за фазовую скорость волны и имеет вид  

  ,ph

r
Re v =v

t





                (14) 

где v – безразмерная скорость волны в модели. Из условия устойчивости решений уравнения (1), 

параметр v <1/√2. Сравнивая полученное значение коэффициента v  и выражение (14), можем 

принять отношение 
r

t




 равным скорости света, т.к. действительная часть коэффициента 

 Re 0,5 1 2.v    Мнимая часть выражения (12) отвечает за декремент затухания электромаг-

нитной волны. 

Будем считать, что шаг сетки Δr цифровых фильтров, являющейся дискретной моделью дву-

мерного волнового поля в прямоугольном резонаторе, по порядку величины составляет 1 нм. То-

гда характерное время Δt по порядку величины составляет 10
–18

 с = 1 ас. 

Безразмерная частота осциллятора связана с характерным временем как 

.
2

c
t t




 
                     (15) 

Тогда при λ = 1,5·10
–6

 частота осциллятора составляет β ~ 6·10
–4

. 

 

Распределения волнового поля в наноструктуре при различных положениях осциллятора и 

различных коэффициентах связи волнового поля с осцилляторами 

Рассмотрим распределения резонансного волнового поля, рассчитанные на основании дис-

кретной модели (1)–(9) в структуре с размерами Lx = 32 нм, Ly = 32 нм по прошествии длительно-
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го времени. Частота осциллятора β принимается равной 0,0006; коэффициент связи волнового 

поля с осциллятором g принимается равным 0,1; 0,25 и 0,5. На рис. 1 стационарное волновое поле 

рассчитано при размещении осциллятора в точке (1;16) данной структуры, на рис. 2 – при сме-

щении осциллятора в центр рассматриваемой структуры. 

 
Рис. 1. Волновое поле в структуре с размерами Lx = 32 нм, Ly = 32 нм, осциллятор в точке (1;16), частота осцилля-

тора β = 0,0006, коэффициент связи волнового поля с осциллятором a) g = 0,1; б) g = 0,25; в) g = 0,5 

 
Рис. 2 Волновое поле в структуре с размерами Lx = 32 нм, Ly = 32 нм, осциллятор в точке (16;16), частота осцилля-

тора β = 0,0006, коэффициент связи волнового поля с осциллятором a) g = 0,1; б) g = 0,25; в) g = 0,5 
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На рис. 1 и 2 видно, что при малых значениях коэффициента связи волнового поля с осцил-

ляторами g преобладает равномерная составляющая поля. При увеличении данного параметра 

значительно меняется модовый состав, а также существенно увеличивается амплитуда резонанс-

ного волнового поля. Когда осциллятор располагается у края нанорезонатора, можно отметить, 

что увеличение коэффициента связи влияет на изменение модового состава сильнее, чем при 

расположении осциллятора в центре структуры. 

Для выявления модового состава волнового поля в нанорезонаторе вычислим его преобразо-

вание Фурье по пространственным координатам, получим набор коэффициентов – амплитуд мод 

резонансного волнового поля 

 
1 11 1

0 0 0 0

2 2 2 2
, exp exp cos

y yx x
L LL L

k n k n
k n kn kn

x y x yk n k n

f f f f
u f f u i k i n u k n

L L L L

   
  

   

    
             

     
     

11

0 0

2 2
sin ,
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x yk n

f f
i u k n

L L

 


 

 
  

 
 

      (16) 

где k – число длин волн (максимумов), укладывающихся на стороне Lx, n – число длин волн (мак-

симумов), укладывающихся на стороне Ly. Пространственное преобразование Фурье позволит 

также проанализировать эволюцию модового состава волнового поля с течением времени. 

На рис. 3 приведены пространственные преобразования Фурье волнового поля в структуре с 

размерами Lx = 32 нм, Ly = 32 нм при различных значениях параметра связи волнового поля с ос-

цилляторами g, осциллятор с частотой β = 0,0006 помещен в точку (1;16). На рис. 4 показаны 

пространственные преобразования Фурье волнового поля в рассматриваемой структуре с осцил-

лятором, помещенным в точку (16;16).  

 
Рис. 3 Амплитуды возбуждаемых мод с индексами (k; n) волнового поля в структуре Lx = 32 нм, Ly = 32 нм, осцил-
лятор помещен в точку (1;16), частота осциллятора β = 0,0006, коэффициент связи волнового поля с осциллято-

рами а) g = 0,1; б) g = 0,25; в) g = 0,5 
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Рис. 4 Амплитуды возбуждаемых мод с индексами (k; n) волнового поля в структуре Lx = 32 нм, Ly = 32 нм, осцил-
лятор помещен в точку (16;16), частота осциллятора β = 0,0006, коэффициент связи волнового поля с осциллято-

рами а) g = 0,1; б) g = 0,25; в) g = 0,5 

Видно, что в рассматриваемой структуре наибольшую амплитуду имеют моды резонансного 

волнового поля низших порядков: (0;0), (1;0) и (0;1). Когда коэффициент связи волнового поля с 

осцилляторами g = 0,1, преобладает мода (0;0). При увеличении данного параметра амплитуда 

мод (1;0) и (0;1) значительно возрастает, намного превышая амплитуду моды (0;0).  

Также можно отметить, что в случае расположения осциллятора у края нанорезонатора ам-

плитуда возбуждаемых мод превосходит амплитуду мод волнового поля в структуре с осцилля-

тором, расположенным в центре. Из этого можно сделать вывод, что расположение источника 

колебаний у края нанорезонатора более эффективно для возбуждения резонатора в одномодовом 

режиме. 

 
Рис. 5 Временная эволюция амплитуд мод (k; n) резонансного волнового поля в структуре с размерами Lx = 32 нм, 

Ly = 32 нм, осциллятор в точке (1;16), частота осциллятора β = 0,0006, коэффициент связи волнового поля с ос-
цилляторами a) g = 0,1; б) g = 0,25 
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Рассмотрим изменение огибающих амплитуд возбуждаемых мод волнового поля в структуре 

с течением времени. На рис. 5 приведена временная эволюция амплитуд мод волнового поля в 

нанорезонаторе с размерами Lx = 32 нм, Ly = 32 нм при значениях коэффициента связи волнового 

поля с осцилляторами g = 0,1 и 0,25. Осциллятор с частотой β = 0,0006 расположен в точке (1; 

16). 

При значении g = 0,1 на рис. 5, а огибающая амплитуд прекращает свой рост приблизительно 

после наступления времени t = 2 фс, огибающая амплитуды моды (0;0) превосходит огибающую 

(1;0). Т.к. динамика источника электромагнитной волны описывается уравнением Ван дер Поля 

при малой нелинейности параметров, в системе устанавливается равновесие между энергией, те-

ряемой в резонаторе за счет омических потерь, и энергии, поступающей от осциллятора. 

При значении g = 0,25 на рис. 5, б огибающая амплитуда моды (1;0) достигает максимума 

приблизительно при t = 4 фс и превосходит огибающую (0;0) более, чем в три раза, причем, с те-

чением времени амплитуда моды (1;0) медленно снижается, приблизительно при t = 35 фс выхо-

дит на стационарную амплитуду. В промежутке времени до t = 10 фс огибающая амплитуды мо-

ды (0;0) проходит через ряд локальных максимумов и минимумов, а после времени t = 30 фс оги-

бающая испытывает выход в стационарный режим. 

Рассмотрим эволюцию амплитуд мод волнового поля в нанорезонаторе с размерами Lx=32 

нм, Ly = 32 нм с течением времени. Осциллятор с частотой β = 0,0006 расположен в точке (1; 16) 

коэффициент связи волнового поля с осцилляторами g = 0,5 

 
Рис. 6 Временная эволюция амплитуд мод (k; n) резонансного волнового поля в структуре с размерами Lx = 32 нм, 

Ly = 32 нм, осциллятор помещен в точку (1;16), частота осциллятора β = 0,0006, коэффициент связи волнового 
поля с осцилляторами g = 0,5 

На рисунке 6 видно, что при g = 0,5 амплитуда возбуждаемых мод неограниченно возрастает, 

причем, амплитуда моды (1;0) при t = 20 фс превышает амплитуду моды (0;0) более, чем в два 

раза. Это свидетельствует о том, что при больших значениях коэффициента g модель перестает 

быть устойчивой и не может быть применена для корректного моделирования возбуждения по-

верхностных плазмон-поляритонов в ограниченной наноструктуре. 

Таким образом, в данной статье на основе дискретной модели волнового поля, возбуждаемо-

го осцилляторами, было теоретически исследовано возбуждение поверхностных плазмон-

поляритонов в ограниченной прямоугольной наноструктуре, состоящей из золота и кварцевого 

стекла: для моделирования возбуждения поверхностных плазмон-поляритонов в металлической 

структуре были рассчитаны значения фазовой скорости, частоты источника излучения, а также 

значения характерного времени в системе, получены распределения волнового поля в прямо-

угольной области и проведено преобразование Фурье резонансного поля по пространственным 

координатам и проанализирована временная эволюция амплитуд возбуждаемых мод волнового 

поля при различных коэффициентах связи волнового поля с осцилляторами и при различных по-

ложениях осциллятора. Увеличение коэффициента связи волнового поля с осцилляторами g при-

водит к росту амплитуд возбуждаемых резонансов. Особенно сильно возрастают амплитуды мод 

(1;0) и (0;1). При величине g > 0,5 амплитуда волнового поля неограниченно возрастает, как и 

амплитуда колебаний осциллятора, что говорит о неустойчивости модели в таком диапазоне па-

раметров. Так, полученные результаты могут быть полезны для создания заданного распределе-

ния интенсивности поверхностных плазмон-поляритонов в наноструктурах. 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего об-

разования Российской Федерации (№ 075-01493-23-00). 
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THE MODELING OF SURFACE PLASMON POLARITONS EXCITATION  
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Abstract. This paper considers the modeling of surface plasmon polaritons excitation in a limited 

nanostructure on the basis of a two-dimensional area discrete model, the area interacts with the oscilla-

tor. The nanostructure is a rectangle defined on the metal surface at the interface of the gold–silicon ox-

ide, the surface plasmon–polaritons are excited by an electromagnetic radiation point source located 

above the metal surface. The dynamics of radiation point source is described by a discrete version of the 

Van der Pol equation with a small nonlinearity of the source parameters. The parameters of the gold-

silicon oxide structure (the wave phase speed, the radiation source frequency, the characteristic time in 

the system, etc.) will be received from the dispersion relation for surface plasmon–polaritons at a single 

metal–dielectric interface. The distributions of the wave field in the structure will be analyzed at differ-

ent positions of the point oscillator and different coupling coefficients of the wave field with the oscilla-

tors. The resonant wave field mode composition at different positions of the point oscillator and differ-

ent coupling coefficients will be found using the two-dimensional Fourier transform of the wave field, 

the time evolution of excited modes of the wave field amplitudes will be also analyzed. In conclusion, 

the paper gives applicability limits of the considered model for studying the surface plasmon polaritons 

excitation in a limited nanostructure. 

Keywords: plasmonics; surface plasmon polaritons; nanocavities. 
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ИЗМЕРЕНИЕ УДЕЛЬНОЙ ТЕПЛОЁМКОСТИ СТЁКОЛ НА ОСНОВЕ B2O3+Bi2O3  

В ШИРОКОМ ИНТЕРВАЛЕ ТЕМПЕРАТУР 
 

Д.С. Кучакшоев, А.Г. Джабаров, А. Холов 
Физико-технический институт им. С.У. Умарова Национальной академии наук Таджикистана, 
Душанбе, Республика Таджикистан  
E-mail: k.davlat@mail.ru 
 

Аннотация. В данной работе методом охлаждения экспериментально 

исследована температурная зависимость удельной теплоёмкости стёкол, 

полученных на основе соединения 2B2O3+Bi2O3 (2:1) с добавлением к 1 молю 

этого соединения 0,01, 0,02, 0,04, 0,08, 0,12, 0,5 молей NaOH. Эксперимен-

тально показано, что с ростом содержания Na в исходной смеси темпера-

турные зависимости удельной теплоёмкости стёкол от температур расплава 

до температур, близких к комнатным, имеет сложный характер. Дана их 

физическая интерпретация на основе особенностей молекулярной подвиж-

ности в области температур до и выше температуры стеклования. 

Ключевые слова: удельная теплоёмкость; стекло; температура; скорость 

охлаждения. 
 

Интерес к изучению кристаллов и стёкол на основе оксидных соединений бора и висмута не 

ослабевает, поскольку на их основе создаются материалы, используемые в различных областях 

науки и техники, в частности в нелинейной оптике для создания твердотельных ультрафиолето-

вых лазеров, лазерной и оптоволоконной технике [1–4]. Бораты висмута могут использоваться в 

качестве преобразователей частоты лазерного излучения на основе вынужденного комбинацион-

ного рассеяния [1]. Стёкла на основе оксида висмута, обладающие высокими значениями показа-

теля преломления и широкой областью прозрачности в видимом и ИК-диапазоне, являются пер-

спективными материалами для практического применения [5, 6]. После обнаружения нелинейно-

оптических и пьезоэлектрических свойств у кристаллов BiB3O6 появился повышенный интерес 

исследователей к изучению боратов висмута [7–12]. Были обнаружены четыре модификации 

кристалла BiB3O6: α, β, γ и δ [10, 11].  

Экспериментально установлено влияние состояния расплава на формирование метастабиль-

ных состояний в системе Bi2O3 – B2O3. В этой системе обнаружено пять кристаллизующихся со-

единений: Bi24B2O39, Bi4B2O9, Bi3B5O12, BiB3O6 и Bi2B8O15 [13], два из которых 5Bi2O3:3B2O3 и 

1Bi2O3:1B2O3 образуются в метастабильном состоянии [14, 15].  

Имеется много работ, посвященных получению, изучению структуры, определению электри-

ческих, оптических свойств соединений системы Bi2O3 – B2O3. Однако существуют лишь ограни-

ченные сведения по их теплофизическим и термодинамическим свойствам [16–20]. Сведений о 

влиянии Na на свойства системы Bi2O3 – B2O3 в литературных источниках нами не обнаружено. 

При изучении ДТА [19] бинарного соединения Na2B4O7+Bi2O3 нами было показано, что в 

широком диапазоне концентраций получаются многофазные соединения различного состава, 

включающего как кристаллические, так и аморфные фазы [20]. Однако среди различных по со-

ставу и структуре компонент кристаллической фазы не обнаружены тройные соединения, содер-

жащие B, Bi и Na. Тем не менее в интервале мольных концентраций Bi2O3 менее 0,3 (здесь и да-

лее используется мольная концентрация) получены качественные прозрачные стёкла [21], одно-

родные по составу и структуре, оптические и электрические свойства которых зависят от состава 

и технологических факторов. Получены температурные зависимости удельной теплоёмкости 

Na2B4O7+Bi2O3 [22], которые имели характерный максимум при температуре, соответствующей 

температуре стеклования. Увеличение концентрации Bi2O3 приводило к смещению максимума 

удельной теплоёмкости в область низких температур, а его величина уменьшалась (эффект 

больших масс в согласии с [22]). Во всех образцах с разной концентрацией Bi2O3 соотношение Na 

по отношению к B было неизменным и составляло ½. В связи с этим в данной работе было инте-

ресно проследить влияние Na на температурную зависимость удельной теплоёмкости бората 

висмутового стекла. Для решения этой задачи были получены образцы стекла состава 2B2O3 – 

Bi2O3.  
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Образцы для изучения влияния Na на свойства стёкол 2B2O3+Bi2O3 (брутто формула Bi2B4O9) 

получали следующим образом: сначала с целью удаления сорбированной воды исходные вещест-

ва (Bi2B4O9 и NaOH) прокаливали на воздухе в муфельной печи в течение двух часов при темпе-

ратуре 573 К. Далее  молей NaOH добавляли к одному молю порошка предварительно получен-

ного стекла Bi2B4O9. Полученную смесь размалывали в шаровой мельнице в течение часа с целью 

гомогенизации состава. Затем смесь плавили при 1050 К в платиновом тигле, выдерживали рас-

плав в течение 7 часов, быстро охлаждали расплав в керамическом тигле [20].  
Таблица 1 

Содержание кристаллической и аморфной фаз в образцах Bi4B2O9 и Bi2B4O9+β·NaOH 

NaOH, моль Компоненты Кристаллическая фаза, % Аморфная фаза, % 

0 Bi4B2O9 16,58 83,42 

0 Bi2B4O9 1,68 98,32 

0,01 Bi2B4O9 1,53 98,47 

0,02 Bi2B4O9 1,43 98,57 

0,04 Bi2B4O9 1,24 98,76 

0,08 Bi2B4O9 1,40 98,60 

0,12 Bi2B4O9 1,52 98,48 

0,50 Bi2B4O9 1,51 98,49 

Известно, что состав Bi4B2O9 хорошо кристаллизуется с образованием объёмного кристалла 

Bi4B2O9 [13–15], но даже при быстром охлаждении, как это видно из рис.1, образуются как кри-

сталлические, так и аморфные фазы. Симметричный состав Bi2B4O9 и образцы с любыми концен-

трациями NaOH при быстром охлаждении образуют однородные, прозрачные стёкла. Это было 

подтверждено рентгенофазовым анализом (см. рис. 1). По рентгеновским дифрактограммам было 

определено содержание кристаллической и аморфной фаз в образцах Bi4B2O9 и Bi2B4O9+·NaOH. 

Расшифровка дифрактограмм по определению состава кристаллической фазы образцов проводи-

лась при поддержке программы Search-Match-DEMO, а для определения содержания аморфной 

фазы использовали программу OriginPro 17 [23]. Результаты расчётов содержания аморфной и 

кристаллической фаз для состава 2Bi2O3–B2O3 и Bi2O3–2B2O3+·NaOH приведены в таблице и 

проиллюстрированы на рис. 2. Как видно из таблицы, доля кристаллической фазы в составе 

Bi4B2O9 намного больше, чем в составе Bi2O3–2B2O3. С повышением концентрации Na до 0,04 

содержание аморфной фазы растёт, а при 0,08 и 0,12 – уменьшается.  

Особенности температурной зависимости удельной теплоёмкости стёкол, полученных на ос-

нове Bi2O3+2B2O3 с добавкой  молей NaOH (в расчёте на один моль Bi2B4O9), изучались на уста-

новке, описанной в [22], которая позволяла компьютерную регистрацию температуры образца и 

эталона при непрерывном свободном охлаждении расплава в окружающую среду до комнатной 

температуры. В качестве эталона использовался пустой платиновый тигель с крышкой. Сначала 

определяли удельную теплоёмкость тигля с образцом p,xc  по известной формуле  
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Рис. 2. Содержание кристаллической фазы  

в образцах Bi2O3–2B2O3+·NaOH  
от концентрации NaOH в исходной смеси 
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Рис. 1. Рентгеновские дифрактограммы стёкол  

Bi2B4O9 +NaOH и Bi4B2O9 (дальняя кривая) 
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полученной на основе уравнения Ньютона–Рихмана (здесь: mt,  
t

dT dt , cp,t – масса, скорость 

охлаждения и удельная теплоёмкость пустого платинового тигля; mx,  
x

dT dt , cp,x – масса, ско-

рость охлаждения и удельная теплоёмкость платинового тигля с образцом соответственно). Затем 

по формуле 
p,x x p,t t

p,s
s

c m c m
c

m

  
  рассчитывали удельную теплоёмкость образца cp,s, где ms – 

масса образца [20]. Результаты расчётов представлены на рис. 3. 

 

Рис. 3. Температурная зависимость удельной теплоёмкости (слева) и относительной удельной теплоёмкости 

(справа) стёкол состава Bi2B4O9+·NaOH. Числа в легендах – мольные доли () NaOH в расчёте на 1 моль Bi2B4O9 
в образцах, полученных длительной выдержкой расплава и быстрого охлаждения 

Из рис. 3, на котором представлены температурные зависимости удельной теплоёмкости об-

разцов Bi2B4O9 с различным содержанием NaOH в исходной смеси, видно, что все cр,si(T) стёкол 

Bi2B4O9+·NaOH проходят через максимум, соответствующий температуре стеклования. Для это-

го вида стёкол отношение удельной теплоёмкости при температуре расплава вблизи 980 K к мак-

симальной удельной теплоёмкости равно , 980 , max/ 0,8p s p sc c  , а для образца 4 оно равно 0,94. 

Расчётная  теплоёмкость расплава при температуре 980 K значительно превышает удельную теп-

лоёмкость при низкой температуре (350 K). Значение удельной теплоёмкости стёкол в максиму-

ме и его положение слабо зависит от мольного содержания Na в образце. Так, удельная теплоём-

кость в максимуме образцов 1 и 6 равна 775 Дж/кг∙К, а образцов 2–5 747 Дж/кг∙К. Температура 

максимума меняется в пределах 685 ± 12 К. В большей степени влияние Na сказывается на харак-

тере температурной зависимости удельной теплоёмкости в области температур выше температу-

ры стеклования. Добавление 0,01 моля NaOH в исходную смесь приводит к уменьшению удель-

ной теплоёмкости при температуре 980 K с 626 до 575 Дж/кг∙К. Увеличение NaOH до 0,02 не-

сколько увеличивает значение удельной теплоёмкости до 595 Дж/кг∙К. Ещё большее увеличение 

удельной теплоёмкости наблюдается при увеличении содержания NaOH до 0,04 (наименьшее 

значение на интервале от температуры стеклования до 1050 K составляет 0,94сp,smax = 705 

Дж/кг∙К). Дальнейшее увеличение концентрации NaOH до 0,08 и 0,12 приводит к уменьшению 

удельной теплоёмкости , 5 , 6 , 1,p s p s p sс с с  (605 и 616 Дж/кг∙К соответственно). Аналогичные из-

менения расчётной удельной теплоёмкости наблюдаются и при других температурах выше тем-

пературы стеклования, которые представлены на рис. 4 в виде концентрационных зависимостей 

при разных температурах. 
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Рис. 4. Зависимости удельной теплоёмкости ,p sc  от 

содержания мольной доли NaOH в стекле Bi2B4O9 при 
разных температурах в интервале 680–1005 K 

Рис. 5. Зависимость логарифма вязкости стёкол  
(1–α)B2O3+αNa2O от концентрации α м-

пературах. Кривые рассчитаны по данным кривых кон-
центрационных зависимостей температур равной вяз-
кости стёкол (1–α)B2O3+αNa2O, приведённых в работе 

Немилова С.В. (Nemilov S.V. p. 12, Fig.11) [24] 

Из рис. 4 видно, что вблизи максимума удельной теплоёмкости стекла Bi2B4O9+·NaOH, то 

есть при температурах, близких к температуре стеклования (684 K), её значения мало изменяются 

в зависимости от содержания Na. По мере удаления в область более высоких температур наблю-

дается рост удельной теплоёмкости с ярко выраженной аномалией его усиления при добавлении 

в стекло порядка 0,04–0,05 моля NaOH. Визуальные наблюдения течения расплава получаемых 

образцов свидетельствуют, что расплав Bi2B4O9 с добавлением 0,04 моля NaOH обладает наи-

меньшей вязкостью среди расплавов Bi2B4O9 с другими мольными добавками NaOH. В связи с 

отсутствием технических и организационных возможностей провести непосредственные экспе-

риментальные исследования вязкости изучаемых объектов воспользуемся результатами других 

авторов. В работе С.В. Немилова [24] приведены (p. 12, Fig. 11) концентрационные зависимости 

температур равных вязкостей для системы (1–··Na2O. Ниже на рис. 5 представлены 

концентрационные зависимости логарифма вязкости стёкол (1–··Na2O при разных тем-

пературах, рассчитанные по упомянутым зависимостям из работы Немилова.  

Из рис. 5 видно, что в области концентраций Na2O, близких к 5 %, наблюдается минимум 

вязкости расплава . При больших концентрациях вязкость растет, а при содержании оксида 

натрия 25–30 % начинается её уменьшение. Такое поведение концентрационной зависимости 

вязкости объясняется возможностью образования соединений B в четверной координации в ре-

зультате взаимодействия молекулярных структур, образованных оксидом бора с оксидом натрия 

[24]. Образование бора в четверной координации имеет концентрационную зависимость с мак-

симумом при концентрации оксида натрия ~30 % [25]. Образование бора в четверной координа-

ции может способствовать образованию связей соседних молекулярных слоёв (сшивка). Такая 

возможность растёт с увеличением концентрации оксида натрия. При малых концентрациях 

Na2O сшивающий эффект мал, наоборот, преобладает разрушающий (разрыхляющий) эффект.   

Из наблюдаемого эффекта малых концентраций Na2O на рис. 5 и NaOH на рис. 2 и рис. 4 

следует, что в основе влияния Na на формирование структуры, на температурные зависимости 

вязкости и на особенности температурной зависимости удельной теплоёмкости при непрерывном 

быстром охлаждении расплава в стёклах (1–··Na2O и Bi2O3–2B2O3+·NaOH лежат одни 

и те же молекулярные механизмы, связанные с образованием атомов B в четверной координации. 

Использование экспериментальных результатов по влиянию на вязкостные свойства боратного 

стекла оправдано тем, что используемая нами щёлочь NaOH, как показал её рентгенофазовый 

анализ до и после отжига, содержала более 40 % оксида натрия [20]. Наличие в используемом 

модификаторе NaOH и Na2O делает возможным протекание в расплаве оксида бора и оксида 

висмута реакций с образованием бора в третьей и четверной координации с добавлением реакции 

присоединения OH
– 

и Na
+
 по месту разрыва связи немостикового кислорода, что усиливает раз-

рушающее действие натрия. 
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Таким образом, исследовалась температурная зависимость удельной теплоемкости в услови-

ях непрерывного быстрого охлаждения (от тысяч К/мин до десятков К/мин). От начальной ста-

дии охлаждения (2000 K/мин) до достижения максимальных значений удельной теплоёмкости 

процесс протекает в условиях динамического размораживания кластерной молекулярной под-

вижности расплава стёкол. При приближении к температуре максимума интенсивность этого 

процесса существенно замедляется, а при дальнейшем уменьшении температуры и скорости её 

изменения начинается процесс структурного стеклования (кластерная подвижность выморажива-

ется), который продолжается вплоть до достижения температур, близких к комнатным. 
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MEASURING THE SPECIFIC HEAT CAPACITY OF GLASS  
BASED ON 2B2O3+Bi2O3 IN A WIDE TEMPERATURE INTERVAL 
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Republic of Tajikistan 
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Abstract. In this work, we used cooling to experimentally determine the temperature dependence of 

the specific heat capacity of glass made with the compound 2B2O3 + Bi2O3 (2:1) with the addition of 

0,01, 0,02, 0,04, 0,08, 0,12, and 0,5 mol NaOH to 1 mol of the initial mixture. It has been experimental-

ly determined that with an increase in the Na content in the initial mixture, the temperature dependences 

of the specific heat capacity of glasses from the melt to close to room temperature are complex. Their 

physical interpretation is given based on the features of molecular mobility in the temperature range up 

to and above the glass transition temperatures. 

Keywords: specific heat capacity; glass; temperature; cooling rate. 
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