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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ КАК МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
МОДЕЛИ ЗАДАЧ СОПРЯЖЕНИЯ С ЦИКЛИЧЕСКИМ СДВИГОМ  
НА СЛОЖНЫХ КРИВЫХ 
 

В.Л. Дильман 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: dilmanvl@susu.ru 
 

Аннотация. Рассматриваются линейные функциональные уравнения с 

функцией сдвига, имеющей ненулевую производную, удовлетворяющую ус-

ловию Гельдера, на произвольной кусочно-гладкой кривой. Такие уравне-

ния изучаются в связи с теорией краевых задач для аналитических функ-

ций, являющихся математическим аппаратом при исследовании математи-

ческих моделей теории упругости, в которых условия сопряжения содержат 

сдвиг по границе. Предполагается, что функция сдвига действует циклично 

на множестве простых кривых, образующих данную кривую, причем кроме 

концов простых кривых, нет периодических относительно функции сдвига 

точек. Цель работы – найти условия существования и единственности ре-

шения (а в случае неединственности мощности множества решений) таких 

уравнений в классах гельдеровских и первообразных от лебеговских функ-

ций с коэффициентом и правой частью из таких же классов.  

Ключевые слова: линейные функциональные уравнения от одной перемен-

ной; классы первообразных от лебеговских функций, кусочно-гладкие кривые. 
 

Введение. Линейные функциональные уравнения (ЛФУ) 

            gF t t g t t h t      ,          (1) 

определенные на гладких кривых [ ]ab   комплексной плоскости, возникают при решении син-

гулярных интегральных уравнений с логарифмическими особенностями, имеющими вид инте-

гралов с ядром Коши с двумя переменными пределами [1]. Эти пределы зависят один от другого 

(обозначим эту зависимость  ). Такие уравнения рассматриваются в связи с теорией краевых 

задач для аналитических функций, являющихся математическим аппаратом теории упругости, в 

которых условия сопряжения содержат сдвиг по границе [2–4]. 

С позиций [1] интерес представляет исследование инвариантности оператора 1( ( ))gF    от-

носительно гельдеровских, лебеговских классов функций, а также классов первообразных от та-

ких функций, в том числе с некоторыми дополнительными условиями на концах кривых. При 

этом важно понять, как меняются параметры, характеризующие эти классы, под действием ука-

занного оператора. Этим вопросам для уравнения (1) на простых гладких кривых посвящена ра-

бота [5] и другие работы (см. литературу в [5]). 

Имеется большое количество публикаций, связанных с уравнением (1) и его обобщениями. В 

них изучались вопросы существования решений, условий единственности, описания общих ре-

шений, в основном в классах непрерывных функций [6–13].  

В работах [11–13] рассматривались ЛФУ с функциями сдвига  , порождающими конечную 

группу относительно суперпозиции. Такие ЛФУ появляются при математическом моделировании 

методов защиты человека и окружающей среды при процессах переноса заряженных частиц и 

ионизированных излучений [13]. 

В работе [5] функция сдвига   имела в качестве периодических точек только 2 неподвиж-

ные точки – концы кривой. При изучении уравнения (1) на произвольной кусочно-гладкой кри-

вой [14] приходится рассматривать варианты, когда концы простых дуг, образующих кривую, 

являются периодическими (не обязательно неподвижными) относительно   точками. Тогда не-

которая степень отображения   действует на каждой простой дуге как автоморфизм, но не тож-

дественный, как в [11–13], а имеющий бесконечный порядок. Статья посвящена исследованию 
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ЛФУ вида (1) на сложных гладких кривых с функциями сдвига  , имеющими циклическую 

группу периодических точек. 

С позиции построения решения (например, в виде суммы сходящегося ряда) на простой дуге 

естественной областью задания уравнения (1) является кривая, содержащая один из концов и не 

содержащая другой:  ;a b  или  ;a b . Тогда можно получить решение (в некоторых случаях бес-

конечный класс решений), непрерывное на соответствующем конце. Непрерывное продолжение 

на другой конец не всегда возможно и требует дополнительных условий. Поэтому многие утвер-

ждения, относящиеся к свойствам решений уравнения (1), разбиваются на пары двойственных: 

одно относится к  ;a b , другое к  ;a b . 

Обозначения и допущения. Пусть 
1

, ; , 1,
n

j j j j
j

a b j n


         – произвольная кусочно-

гладкая кривая, , 1,j j ja b j n      – простая разомкнутая гладкая дуга. Обозначим через   

кривую   без концов ;j ja b  дуг j ; через a  кривую   без концов jb ; через b  кривую   без 

концов ja . Будем пользоваться обозначениями работы [5] и их естественными обобщениями на 

 . В частности, если M  – произвольный класс функций, заданных на  , 1,..., sc c  , то пусть 

 0 0
1 ,..., sh M c c , если h M  и   0, 1;ih c i s  . Запись  1 ,..., sh M c c   или, подробнее, 

 1 1, ,..., ,s sh M c c   , означает, что 1,..., s   такие, что    , 1;
j

jh t t c M i s


   . 

Степень определенного на   обратимого отображения ( ),t t    обозначаем нижним 

индексом:  0 t t  ,    1 t t  ,     1n nt t    ,  1 t  – отображение, обратное к  , 

    1 1n nt t      , 1,n   . Заметим:        0n n n nt t t t        .  

Предположим, что   обладает следующими свойствами: 

1) сужение функции   на , 1,j j n   непрерывно, взаимно однозначно и с сохранением 

ориентации переводит дугу j  на дугу 1j  (дуга n  переводится на 1 ); под сохранением ори-

ентации имеется в виду условие: 1 1( ) , ( )j j na a a a   . Заметим, отображение n  оставляет на 

месте периодические точки и определяет биекцию любой дуги , 1,j j n   на себя с неподвиж-

ными концами ;j ja b ; 

2) отображение   действует на    взаимно однозначно и взаимно непрерывно и не имеет 

других периодических точек, кроме ;j ja b , 1,j n . 

Пример.   – простой гладкий замкнутый контур,   непрерывно переводит   на себя с со-

хранением ориентации и имеет конечное число периодических точек. Промежутки между двумя 

соседними точками – это ; , 1,j j ja b j n     , где 1 1, 1,..., 1,j j na b j n a b     ; 

3)   0t t    , причем H  на  ,  0;1  ;  

4)    
1 1

1, 1, 1
n n

j j
j j

j n a b 
 

       . 

Это предположение является обобщением условия 4 из работы [5].  

Как и в работе [5], будем считать, что буквами ka  и kb  обозначены соответственно притяги-

вающие (п.н.т.) и отталкивающие (о.н.т.) неподвижные точки отображения n . Заметим, что 

п.н.т. отображением   переводятся друг в друга. То же относится к о.н.т. Условие 4, учитывая 

эту договоренность, можно записать в виде: 

4’).    
1 1

1, 1, 1
n n

j j
j j

j n a b 
 

       . 
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Вспомогательные утверждения. Рассмотрим на кривой a  уравнение 

        n t g t t h t    ,           (2) 

где 

        
1

0

n

j

j

g t g t




 ,             
1

1 1

1 1

jn

n n j n k

j k

h t h t h t g t  


   

 

   .             (3) 

Будем предполагать, что  

  0, , 1,g t t j n   .                   (4) 

Как известно [5], при выполнении условия (4) количество решений уравнения (1) на простой 

гладкой кривой зависит от  g a , точнее, от выполнения одного из трех условий: 1)   1g a  ; 2) 

  1g a  ; 3)    1, 1g a g a  . 

Условия такого же типа (см. ниже формулы (10), (11) и (5)) по отношению к аналогичным 

параметрам уравнения (2) определяют количество решений уравнения (2). 

Лемма 1. Уравнение (2) является следствием уравнения (1).  

Доказательство. Как следствие равенства (1), получаем: 

           1 1 1n n n nt g t t h t          

                    1 1 1 2 2 1 2n n n n n n ng t t g t g t t g t h t                 

… … … 

               
1 1 1

1 1 1

n n n

n k n k n k

k k k

g t t g t t g t h t     
  

  

  

     

Складывая эти равенства, из (3) получим (2). 

Лемма 2. Пусть 
;j ja b

g C

  для 1,j n  . Если (условие 3-го типа) 

   
1 1

1, 1
n n

j j

j j

g a g a
 

   ,                (5) 

то уравнения (1) и (2) равносильны в классе 
a

C .  

Доказательство. Из определений (3) непосредственной проверкой получаются тождества:  

         ng t g t g t g t  ,                 (6) 

                    n nh t h t g t h t g t h t      .           (7) 

Пусть выполняется условие (5). Надо показать, что если 
;j ja b

h C

  для 1,j n , то урав-

нение (1) следует из уравнения (2). Подставив вместо t  в (2)  t  и применив (6), получим: 

   
  

 
  
 

  
  

n

n n

t t h t
g t

g tg t g t

     

 
  . 

Вычитая из этого равенства уравнение (2) и используя (7), получим: 

       0n t g t t    ,           (8) 

где  

 
  
 

 
 

 

t h t
t t

g t g t

 
    .              (9) 

Это уравнение распадается на n  независимых уравнений, каждое из которых задано на про-

стой дуге ;j ja b
 , 1,j n . Из условия (5) следует: для 1,j n      1, 1j jg a g a  . Заметим, 

что в силу (3) из условия 
;j ja b

g C

  следует условие 

;j ja b
g C


  для 1,j n  . Это означает, что 
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решение уравнения (8)   0t   1,j n   на дуге ;j ja b
  (подробности в статье под номером 19 

в списке литературы работы [5]). Тогда из (9) сразу следует, что имеет место равенство (1), то 

есть уравнения (1) и (2) равносильны в классе  0 , 1,
a

jC a j n  . 

Лемма 3. Пусть 
;j ja b

g C

  для 1,j n  . Если (условие 1-го типа)  

 
1

1
n

j

j

g a


 ,                         (10) 

и дополнительно   0, 1,jh a j n  , то уравнения (1) и (2) равносильны в классе  0 , 1,
a

jC a j n  , 

то есть в классе функций, обращающихся в ноль в точках 0 , 1,ja j n .  

Доказательство. Пусть выполняется условие (10), то есть   1jg a  , 1,j n  . Точно так же, 

как в лемме 1, показывается, что из (1) следует (2). Надо показать, что если 
  ; 0j ja b

jh C a

  для 

1,j n  и выполняется (10), то уравнение (1) следует из уравнения (2). Заметим, что из (3) следу-

ет, что если   0, 1,jh a j n  , то и   0, 1,jh a j n  . Подставив ja , 1,j n  в (9), получим 

  0ja  . Если   – решение уравнения (1), то   – решение уравнения (8). По лемме 3 (пункт 

1) и теореме 1 (пункт 1) работы [5] для решения уравнения (8) выполняется альтернатива: либо 

  0t   на каждой дуге ;j ja b
 , 1,j n , либо   0, 1;ja j n   . Поскольку показано, что вто-

рое не имеет места, то: 
  
 

 
 

 
0

t h t
t

g t g t

 
   , что и требовалось. 

Замечание 1. Что касается условия 2-го типа 

 
1

1
p

i

j

g a


 ,              (11) 

см. ниже теорему 1. 

Замечание 2. Уравнение (2) имеет то преимущество перед уравнением (1), что фактически 

распадается на n  независимых уравнений, каждое из которых задано на простой дуге. Поэтому 

при выполнении условий 1-го и 3-го типа леммы 1–3 позволяют переносить результаты работы 

[5] на данный случай.  

Теоремы существования и количества решений. Условие (11) является обобщением усло-

вий теоремы 1 из [5]. Докажем утверждение, аналогичное указанной теореме. Введем обозначе-

ния. Зафиксируем произвольную точку c . Поскольку по условию эта точка непериодическая, 

это же верно для  k c , поэтому    k n kk c c   . Положим, для любого целого k  

     ;k k n kI c c c     . Заметим, что    modk jI c k j n   . Обозначим через , ,c g hC  класс 

функций f , непрерывных на    0 ;nI c c c     и удовлетворяющих условию 

        nf c g c f c h c   .             (12) 

Пусть 0 , ,c g hC  , а в остальном произвольна. Если K – произвольный класс функций на 

 0I c , то положим по определению: , , , ,c g h c g hK C K  . 

Теорема 1. 1) Пусть ,
a

h g H  , выполняются (4) и (11). Тогда уравнение (1) разрешимо в 

классе 
a

C  и имеет континуум линейно независимых решений. Общее решение определяется на 

  формулой 
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        
 
 

, 1,
1

j

j

j

h a
a j n

g a
  


;      (13) 

   

             

          

   

             

1 11

0

00 1

1 0 1 1 1

0 0

1
1 1

0

11

, , 2;3;...

, ,

, ,

, , 1;2;...

n nn

j n n k n j n n

kj j k

n nn

j n n n k n j n

kj j k

g t t h t g t t I c n

g t t h t t I c
t

t t I c

g t t h t g t t I c n

    

   




    

 

   

  

  


 

   

 


  




 
 



   



 

 

    (14) 

В частности,    1, 0 0j jj p a h a     .    

2) Если 0 , ,c g hH  , то 
a

H  . Если 0 , ,c g hA  , ,g h A , то A  . 

Доказательство. 1) Формула (14) получается итерациями уравнения (1), поэтому является 

решением этого уравнения (проверку этого см. в [5, леммы 1 и 2, теорема 1]) для любой функции 

0 , ,c g hC  . Поэтому (1) имеет континуум линейно независимых решений. Условие (12) обеспе-

чивает непрерывность функции (13), (14) на  . Условие (11) обеспечивает в силу [5, теорема 1] 

непрерывность решения (14) на a , то есть разрешимость в классе 
a

C . В точках ja  в силу лем-

мы 1 значение решения уравнения (1) совпадает с соответствующим значением решения уравне-

ния (2), а последнее в силу [5, теорема 1] находится по формуле (13).  

2) По теореме 1 из [5] утверждения верны для уравнения (2). В силу леммы 1 они верны и 

для (1). 

Теорема 2. 1) Пусть  , , 0
a

h g H g t   на ;j ja b
  для 1,j n   и выполняется (5). Тогда 

уравнение (1) имеет единственное решение в классе 
a

C . Если  
1

1
n

i

j

g a


 , то 

 
  

  0

0

nk

k
k

nj
j

h t
t

g t












 


 .          (15) 

Если    
1 1

1, 1
n n

i i

j j

g a g a
 

   , то 

   
 

   

            
   1

0 1

1 11

1 1

k k

k
k k

g a h t h a g th a
t

g a g a g a G t

 





 

  
 

 
 .                 (16) 

2) 
a

H  . Если ,g h A , то A  . 

Доказательство. 1) Из лемм 1 и 2 следует равносильность уравнений (1) и (2). Применяя 

теорему 2 из статьи под номером 19 в списке литературы работы [5] для отображения n  к урав-

нению (2), получаем (15). Аналогично применение к уравнению (2) теоремы 4 из той же работы 

для отображения n  приводит к (16). 

Замечание. На результат – существование, единственность и количество решений – не 

влияют значения  jg a  по отдельности для 1,j n , а влияют только произведения этих чисел: 

 
1

n

j

j

g a


 , в соответствии с условиями (5), (10) и (11). 
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Abstract. The paper considers linear functional equations with a shift function having a nonzero de-

rivative satisfying the Helder condition on an arbitrary piecewise smooth curve. Such equations are stud-

ied in connection with the theory of boundary value problems for analytical functions, which are a 
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mathematical tool in the study of mathematical models of elasticity theory in which the conjugation 

conditions contain a boundary shift. The shift function acts cyclically on a set of simple curves forming 

a given curve, and except the ends of simple curves, there are no periodic points relative to the shift 

function. The purpose of the study is to find conditions for the existence and uniqueness of a solution 

(and in the case of non–uniqueness of the cardinality of the set of solutions) of such equations in the 

classes of Helder and primitive Lebesgue functions with a coefficient and the right part of the same clas-

ses. 

Keywords: linear functional equations of one variable; Helder classes of functions, classes of 

primitive from Lebesgue functions, piecewise smooth curves. 
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Аннотация. Для решения задач мониторинга удаленных больших тер-

риторий и областей целесообразно применение групп роботов как мобиль-

ных компонентов систем мониторинга. Рассматриваются концептуальные 

вопросы организации автономного функционирования таких групп робо-

тов. Эффективность решения задач мониторинга группой роботов во мно-

гом определяется ее составом. Предлагается подход к решению задачи фор-

мирования состава групп роботов для решения задач мониторинга, бази-

рующийся на принципах самоорганизации технических систем, технологи-

ях мультиагентных систем и распределенного реестра. 

Ключевые слова: система мониторинга; мобильный компонент; группа ро-

ботов; мультиагентная система; принципы самоорганизации; распределенный 

реестр; оптимальный состав группы. 

 

Введение 

Роботы находят все более широкое применение для решения задач мониторинга различных 

объектов и территорий и прежде всего в условиях опасных для человека, например, в зонах хи-

мического, бактериологического или радиационного заражения, а также когда непосредственное 

участие человека в процессе мониторинга связано со значительными затратами (финансовыми, 

энергетическими и др.) [1–4].  

Наиболее широкое применение для этих целей нашли беспилотные летательные аппараты 

(БПЛА) [5]. Также применяются плавающие автономные необитаемые подводные аппараты 

(АНПА) [6] и беспилотные надводные корабли, например, для морских исследований и монито-

ринга акваторий, подводные шагающие аппараты, наземные колесные, гусеничные и шагающие 

роботы. Для мониторинга и диагностики состояния трубопроводов находят применение шагаю-

щие и ползающие роботы. 

Однако одиночные роботы могут применяться для мониторинга относительно небольших 

объектов и территорий. Для решения задач мониторинга крупных и протяженных объектов, а 

также больших территорий и областей целесообразно применение групп роботов [7, 8]. 

Основными преимуществами группового применения роботов при выполнении сложного за-

дания являются: 

– сокращение времени выполнения задания вследствие возможности распределения отдель-

ных его операций между роботами; 

– повышение вероятности успешного выполнения задания, поскольку выход из строя от-

дельного робота не приводит к выходу из строя всей системы в целом, а операции, возложенные 

на этого робота, могут быть перераспределены между остальными роботами системы. 

Здесь могут применяться как гомогенные, то есть состоящие из одинаковых по конструкции 

и функциональному назначению роботов, так и гетерогенные, то есть состоящие из различных по 

конструкции, функциональному назначению, а также по среде функционирования (наземные, 

воздушные, надводные и подводные) роботов. Для решения сложных задач, в том числе задач 

мониторинга сложных объектов, наиболее целесообразно применение гетерогенных групп робо-

тов [9], так как такие группы, как правило, имеют расширенный набор функций. 

При групповом использовании роботов различного назначения возникает ряд весьма слож-

ных задач, в первую очередь, связанных с проблемой управления ими и организацией взаимодей-

ствия роботов группы между собой для наиболее эффективного достижения цели, поставленной 

перед группой. В особенности эта проблема относится к интеллектуальным роботам с автоном-

ной системой передвижения и навигации. 
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Задачу управления группой роботов, действия которых направлены на достижение общей 

групповой цели, называют задачей группового управления [10]. Суть задачи группового управ-

ления заключается в отыскании и реализации таких действий каждого отдельного робота группы, 

которые приводили бы к оптимальному, с точки зрения некоторого группового критерия, дости-

жению общей групповой цели. 

В общем случае задача группового управления роботами разбивается на ряд подзадач, среди 

которых можно выделить следующие подзадачи: 

– определение состава группы, способного эффективно решать целевую задачу; 

– распределение функций между роботами и/или планирование действий роботов для опти-

мального (или близкого к нему) решения целевой задачи [11]; 

– реализация функций отдельными роботами для достижения конечной цели. 

Если целевая задача группы роботов одна и та же, заранее известна и должна решаться в од-

них и тех же заранее известных детерминированных стационарных условиях, то в этом случае 

задача группового управления не является сложной и решается тривиально. До начала функцио-

нирования можно определить состав группы, определить последовательность действий каждого 

робота группы, а далее каждый робот отрабатывает свою последовательность действий, даже не 

взаимодействуя друг с другом. 

Задача группового управления роботами при мониторинге больших территорий естественной 

среды зачастую характеризуется наличием неопределенности на всех этапах ее решения, напри-

мер, неточностью и неполнотой исходных данных как о целевой задаче, так и об условиях ее ре-

шения, в частности, условиях внешней среды и накладываемых ограничениях. 

В области группового управления роботами исследования проводились и проводятся в на-

правлении решения последних двух подзадач задачи группового управления. Это прежде всего 

управление одиночными роботами, функционирующими в составе группы, и управление группой 

роботов, в частности, это вопросы организации взаимодействия в группе и планирование группо-

вых действий, в том числе и планирование траекторий движения [12, 13]. 

Практически во всех публикациях, посвященых задаче группового управления роботами, 

предполагается, что группа роботов уже сформирована, и рассматриваются вопросы распределе-

ния целей, планирования групповых действий, управления выполнением действий и т. п. Исклю-

чение, пожалуй, составляет работа [14], в которой рассматриваются концептуальные вопросы 

формирования состава группы робототехнических комплексов для решения специальных задач. 

В то же время эффективность решения задач мониторинга во многом зависят от состава 

группы роботов и прежде всего от функциональных возможностей включаемых в группу роботов 

и их количества. Под эффективностью понимается достижение желаемого результата с мини-

мально возможными издержками, затратами или получение максимально возможного объема 

результата. 

В настоящей статье рассматривается один из возможных подходов к решению подзадачи 

формирования оптимального или близкого к оптимальному состава групп роботов, предназна-

ченных для мониторинга больших территорий. 
 

1. Формальная постановка задачи 

Для того чтобы обеспечить возможность определения состава группы роботов в автоматиче-

ском режиме, то есть без участия человека, целевая задача должна быть определенным образом 

формализирована: с одной стороны, она должна формулироваться пользователем (оператором) 

на языке, близком к естественному, и наглядно отображаться средствами системы управления, а 

с другой стороны, должна восприниматься средствами системы группового управления для рас-

пределения функций между роботами группы и формирования соответствующих команд управ-

ления роботами для реализации этих функций. 

Основной задачей роботов, участвующих в мониторинге окружающей среды, является изме-

рение так называемых показателей мониторинга в контрольных точках и/или контрольных об-

ластях контролируемой территории, их предварительная обработка и передача данных в систему 

мониторинга для последующей обработки и обобщения. 

Под показателями мониторинга понимаются количественные или качественные характери-

стики/критерии, анализ которых позволяет оценить состояние объекта или процесса. 
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Под контрольной точкой понимается точка пространства, в которой производится измерение 

того или иного показателя мониторинга. Контрольная точка обычно задается координатами в не-

которой системе координат (абсолютной или относительной) и при необходимости моментом 

времени (временным отсчетом), в который необходимо производить измерение показателя. 

Контрольная область – это часть контролируемой территории, описываемая окружностью с 

заданными координатами центра и радиусом или многоугольником с заданными координатами 

вершин этого многоугольника. В контрольной области измерение некоторых показателей может 

осуществляться в одной или нескольких произвольных точках, принадлежащих этой области. 

В общем случае задачу мониторинга некоторой территории группой роботов можно описать 

с помощью кортежа 

, , , ,
p r

II T p I p p C .          (1) 

Здесь 1 2{ , ,..., ,..., }l Lp x x x x  – положение контролируемой области в геометрическом простран-

стве, где lx  ( 1,l L ) – координата l-й вершины многоугольника, описывающего контролируе-

мую область; 1 2{ , ,..., ,..., }k KI I I II  – множество заданных показателей мониторинга контроли-

руемой территории, где K – количество показателей; 1 2{ , ,..., ,..., }p p p pp
mI Mp p p p p  – множество кон-

трольных точек, где M – количество таких точек; 1 2{ , ,..., ,..., }r r r r r
I j Jp p p p p  – множество кон-

трольных областей, где J – количество контрольных областей; 1 2{ , ,..., ,..., }u UC c c c c  – множест-

во параметров, характеристик, отражающих условия и ограничения при решении целевой задачи 

T, где U – количество параметров, характеристик.  

Например, это могут быть временные ограничения (время начала решения задачи монито-

ринга, длительность ее решения, периодичность, моменты времени или временные интервалы, в 

которые необходимо измерять те или иные показатели и др.), точность измерения показателей, 

условия среды функционирования (рельеф местности, характеристики подстилающей поверхно-

сти – для наземных роботов, карта течений для надводных и подводных роботов, условия види-

мости – для видео- и фотосъемки), периодичность передачи данных мониторинга в наземные 

центры обработки и т. п. 

В свою очередь, каждая контрольная точка может быть описана кортежем 

, , 1,p p
m m m m M  p x I , 

где p
mx  – координаты m-й контрольной точки; 1 2{ , ,..., ,..., }

m mm m m mk mKI I I I I  – множество пока-

зателей, измеряемых в m-й контрольной точке. 

Множество показателей, измеряемых в m-й контрольной точке, является подмножеством 

множества I, то есть m I I . Количество показателей mK , измеряемых в m-й контрольной точке, 

может варьироваться от одного до K. Каждый показатель в одной и той же контрольной точке 

может измеряться несколько раз с заданной периодичностью. 

Для этого каждый элемент множества mI  представляется парой 

, , 1,
m m mmk mk mkI t m M  I , 

где
mmkI  – mk -й показатель (его обозначение), измеряемый в m-й контрольной точке; 

mmkt  – периодичность измерения mk -го показателя в m-й контрольной точке. 

Каждая контрольная область (участок) может быть описана кортежем 

, , 1,r r
j j j j J  p x I , 

где
r
jx  – координаты j-й контрольной области; 1 2{ , ,..., ,..., }

j jj j j jk jKI I I I I  – множество показа-

телей, измеряемых в j-й контрольной области. 

Множество показателей, измеряемых в j-й контрольной области, является подмножеством 

множества I, то есть j I I . Количество показателей jK , измеряемых в j-й контрольной области, 

также может варьироваться от одного до K. Кроме того, некоторые показатели могут измеряться 
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в нескольких произвольных точках контрольной области. Для этого каждый элемент множества 

jI  представляется тройкой 

, , , 1,
j j j jjk jk jk jkI n t j J  I , 

где 
jjkI  – jk -й показатель (его обозначение), измеряемый в j-й контрольной области; 

jjkn  – ко-

личество измерений jk -го показателя в j-й контрольной области; 
jjkt  – периодичность измерения 

jk -го показателя в j-й контрольной области. 

Пусть имеется группа мобильных компонентов (роботов), предназначенных для осуществле-

ния мониторинга контролируемой территории, представляющая собой некоторое множество ро-

ботов, оснащенных средствами измерения различных показателей мониторинга, вычислитель-

ными устройствами для их обработки и средствами связи для обмена информацией: 

1 2{ , ,..., ,..., }i NR R R RR , 

где N – количество роботов в группе. 

Каждый робот группы iR  может быть описан с помощью кортежа 

, , ,
i i i ii R R R R R I P F D ,             (2) 

где 1 2{ , ,..., ,..., }
i i iR i i ik iKI I I II  – множество показателей мониторинга, которые может измерять 

робот iR  с использованием установленного на его борту дополнительного оборудования, iK  – 

количество показателей, которые может измерять робот iR ; 
iRP  – вектор состояния робота iR в 

геометрическом пространстве; 
iRF  – вектор физических параметров состояния робота iR ; 

iRD  – 

вектор физических параметров дополнительного оборудования (датчиков, средств связи, вычис-

лительных устройств и т. д.). 

Вектор состояния робота iR  в геометрическом пространстве описывается кортежем 

, ,
i i i iR R R R P x x x , 1,i N , 

где , ,
i i iR R Rx x x  – вектор текущего положения, текущей скорости и текущего ускорения робо-

та iR  в геометрическом пространстве соответственно. 

Вектор 
iRF  качественных и количественных физических параметров состояния платформы 

робота iR  представляет собой набор параметров, определяющих его возможности и выполняе-

мые им функции. К качественным физическим параметрам состояния, например, можно отнести 

тип платформы робота (наземный, воздушный, надводный, подводный) и тип движителей (ко-

лесные, гусеничные, шагающие, комбинированные). К количественным показателем можно от-

нести: массогабаритные характеристики, максимальную скорость движения, запас энергоресурса, 

удельный расход энергоресурса, максимальную высоту полета, максимальную глубину плавания 

под водой. 

Вектор 
iRF  может быть описан с помощью кортежа 

max, , , , , , ,
iR i i i i i i i iType Mover m v e e h  F g , 1,i N , 

где iType  – тип платформы робота iR  (код, условное обозначение); iMover  – тип движителя 

(код, условное обозначение); im – масса робота iR ; ig  – габариты робота iR ; max
iv  – максималь-

ная скорость движения робота iR ; ie  – запас энергоресурса (заряд батареи) робота iR ; ie – 

удельный расход энергоресурса (на единицу расстояния); ih  – прочие характеристики (макси-

мальная высота полета, максимальная глубина плавания и др.). 

Вектор 
iRD  качественных и количественных физических параметров дополнительного обо-

рудования представляет перечень оборудования, с помощью которого осуществляется монито-

ринг контролируемой территории, в том числе получение данных об измеряемых показателях, их 

обработка и передача информации другим роботам группы и в центры обработки. 
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, ,
i

sd c cd
R i i i D L L L , 1,i N , 

где ,1 ,2 , ,
{ , ,..., ,..., }sd sd

i i

sd sd sd sd sd
i i i i n i N
L O O O O  – список (множество) сенсорных устройств, предназна-

ченных для измерения показателей мониторинга, 
sd
iN  – количество сенсорных устройств, уста-

новленных на борту робота iR ; ,1 ,2 , ,
{ , ,..., ,..., }c c

i i i

c c c c c
R i i i n i N
L O O O O  – список (множество) вычисли-

тельных устройств, предназначенных для приема, обработки, хранения и передачи сенсорных 

данных, 
c
iN  – количество вычислительных устройств, установленных на борту робота iR ; 

,1 ,2 , ,
{ , ,..., ,..., }cd cd

i i i

cd cd cd cd cd
R i i i n i N
L O O O O  – список (множество) устройств связи для обмена данными 

между роботами группы и передачи данных в наземные центры обработки, 
cd
iN  – количество 

устройств связи, установленных на борту робота iR . 

Каждый элемент 
, sd

i

sd

i n
O  списка 

sd
iL  представляет собой вектор качественных и количествен-

ных параметров каждого сенсорного устройства 

, , , , ,
, , ,sd sd sd sd sd

i i i i i

sd sd sd sd sd

i n i n i n i n i n
f d a p O , 1,i N , 1,sd sd

i in N , 

где 
, sd

i

sd

i n
f  – тип сенсорного устройства, измеряемый физический параметр (температура, давле-

ние, скорость ветра, скорость течения и т.д.) – код, условное обозначение; 
, sd

i

sd

i n
d  – диапазон из-

мерения физического параметра; 
, sd

i

sd

i n
a  – точность измерения, разрешение сенсорного устройства; 

, sd
i

sd

i n
p  – производительность сенсорного устройства, например, количество измерений в единицу 

времени. 

С помощью этих параметров можно определить объем информации, получаемой данным 

сенсорным устройством за один цикл измерения, который должен поступить на вход вычисли-

тельного устройства для последующей обработки. 

Каждый элемент 
, c

i

c

i n
O  списка 

c
iL  представляет собой вектор качественных и количествен-

ных параметров каждого вычислительного устройства робота iR , предназначенного для обработ-

ки данных от сенсорных устройств: 

, , , , ,
, , ,c c c c c

i i i i i

c c c c c

i n i n i n i n i n
f bd p V O , 1,i N , 1,c c

i in N , 

где 
, c

i

c

i n
f  – тип (код, условное обозначение); 

, c
i

c

i n
bd  – разрядность 

c
in -го вычислительного уст-

ройства, предназначенного для обработки данных мониторинга, получаемых от сенсорных уст-

ройств (бит); 
, c

i

c

i n
p  – производительность 

c
in -го вычислительного устройства (объем информа-

ции, обрабатываемой в единицу времени); 
, c

i

c

i n
V  – объем памяти 

c
in -го вычислительного устрой-

ства для хранения данных мониторинга. 

С помощью этих параметров и параметров сенсорных устройств, подключенных к данному 

вычислительному устройству, можно оценить время обработки поступающих на вход вычисли-

тельного устройства данных мониторинга от сенсорных устройств и других роботов группы, 

объем сохраняемых обработанных данных, длительность их хранения. 

Каждый элемент 
, cd

i

cd

i n
O  списка 

cd
iL  представляет собой вектор качественных и количествен-

ных параметров каждого устройства связи: 

, , , ,
, ,cd cd cd sd

i i i i

cd cd cd sd

i n i n i n i n
f d q O , 1,i N , 1,cd cd

i in N , 
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где 
, cd

i

cd

i n
f  – тип 

cd
in -го устройства связи (физический принцип: оптический, радио, акустический, 

проводной и т. д.); 
, cd

i

cd

i n
d  – дальность действия 

cd
in -го устройства связи; 

, sd
i

sd

i n
q  – пропускная спо-

собность канала связи (бит в секунду или байт в секунду). 

С помощью данных параметров можно оценить время передачи данных мониторинга и опре-

делить те роботы группы, которые смогут обмениваться информацией в процессе решения зада-

чи мониторинга контролируемой территории. 

Как правило, для решения задач мониторинга используются малоразмерные роботы, способ-

ные нести весьма ограниченное количество дополнительного оборудования, и, как правило по-

этому множество показателей мониторинга 
iRI , которые может измерять робот iR  с использова-

нием установленного на его борту дополнительного оборудования, меньше чем множество за-

данных показателей мониторинга контролируемой территории I, что усложняет подзадачу фор-

мирования группы роботов. 

Задача заключается в том, чтобы на основе информации о целевой задаче (1), а также функ-

циональных возможностях и текущем состоянии робота (2) сформировать группу роботов таким 

образом, чтобы обеспечивалось измерение показателей мониторинга с заданными параметрами и 

характеристиками (точность, периодичность и т. д.) и при этом минимизировались временные 

и/или энергетические затраты. 
 

2. Предлагаемый подход 

Научным коллективом лаборатории информационных технологий и процессов управления 

была предложена концепция распределенной высоконадежной реконфигурируемой системы мо-

ниторинга с мобильными компонентами в сочетании с распределенным реестром, Интернетом 

вещей и методами интеллектуального анализа данных [15–17]. В такой системе обмен данными 

между ее компонентами может осуществляться через распределенное хранилище данных в виде 

распределенного реестра [18, 19], в котором могут храниться не только данные измерения пока-

зателей мониторинга и результаты их обработки, но и исходные данные задачи мониторинга (1) 

для группы роботов, информация о текущем состоянии каждого робота, а также данные о его ха-

рактеристиках и функциональных возможностях (2). При этом все компоненты системы будут 

получать одну и ту же информацию, независимо от того, от какого узла распределенного реестра 

они ее получают. При этом достаточно проработаны вопросы организации информационных об-

менов между компонентами системы, в том числе мобильными [19], с использованием распреде-

ленного реестра. Однако задача группового управления роботами как мобильными компонента-

ми системы и, в частности, подзадача формирования состава группы в полной мере в настоящее 

время не решена. 

Проблема состоит в том, чтобы по исходным данным задачи мониторинга и по данным о 

функциональных возможностям и текущему состоянию роботов определить те, которые наибо-

лее эффективно смогут решить поставленную задачу. При этом необходимо учитывать возмож-

ную неопределенность, связанную с неполнотой и неточностью данных. 

Идея предлагаемого подхода к решению данной проблемы была подсказана учеными науч-

ной школы Кабардино-Балкарского научного центра Российской академии наук, возглавляемого 

З.В. Нагоевым. В связи с этим авторы выражают признательность З.В. Нагоеву и его коллегам, а 

также считают своим приятным долгом поздравить Залимхана Вячеславовича Нагоева с юбилеем.  

В работах [20–22] и других нашими коллегами из Кабардино-Балкарского научного центра 

Российской академии наук было предложено решение подобных задач с использованием интел-

лектуальных мультиагентных систем, основу которых составляют интеллектуальные программ-

ные агенты. При этом в работе [20] предложено использовать два типа агентов – управляющих и 

исполняющих.  

Управляющие агенты производят контроль над исполнением задачи и обрабатывают полу-

ченные результаты [20], а каждый агент-исполнитель решает свою задачу. Для получения общего 

результата управляющими агентами производится композиция, интеграция частных результатов. 

Для решения задачи группового управления роботами при мониторинге больших территорий 

также предлагается использовать мультиагентную систему, в состав которой входят агент задачи 

(управляющий агент), представляющий пользователя, формирующего задачу мониторинга, заин-
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тересованного в результатах мониторинга, и агенты роботов, представляющие «интересы» робо-

тов как исполнительных компонентов системы мониторинга. 

Суть предлагаемого подхода заключается в следующем. 

Как отмечалось выше, при использовании малоразмерных роботов для мониторинга терри-

торий, как правило, устанавливаемое на них дополнительное оборудование позволяет измерять 

один–два показателя. Если же мониторинг территории требует измерения гораздо большего ко-

личества показателей, то целесообразным представляется декомпозиция задачи (1) мониторинга 

T контролируемой территории на подзадачи, каждая из которых связана с измерением одного из 

множества показателей I, каждая из которых связана с измерением одного из показателей мони-

торинга, то есть 

1 2{ , ,..., ,..., }k KT T T T T .      (3) 

В этом случае каждая подзадача kT  может быть представлена кортежем 

, , , 1,p r
k k kk k K  T p p C ,      (4) 

где 1 2{ , ,..., ,..., }
k k k

p p p p p
k kI km kM

p p p p p  – множество контрольных точек, в которых измеряется k-й 

показатель, kM  – количество таких точек; 1 2{ , ,..., ,..., }
k k k

r r r r r
I k k kj kJp p p p p  – множество контроль-

ных областей, в которых измеряется k-й показатель, kJ  – количество контрольных областей; 

1 2{ , ,..., ,..., }
k kk k k ku kUC c c c c  – множество параметров, характеристик, отражающих условия и 

ограничения при измерении k-го показателя (точность измерения, периодичность, время измере-

ния, приоритет (степень важности) показателя), kJ  – количество параметров, характеристик.  

Каждая контрольная точка 
k

p
km

p  задается ее координатами в пространстве, а каждая кон-

трольная область 
k

r
kjp  задается координатами вершин многоугольника, описывающего данную 

область. 

В этом случае задача заключается в том, 

чтобы в состав группы включить те роботы, 

которые могут решить подзадачи наиболее 

эффективно. При этом одна подзадача может 

решаться как одним, так и несколькими робо-

тами, а каждый робот может участвовать в 

решении как одной подзадачи, так и несколь-

ких (если позволяет дополнительное оборудо-

вание). 

Декомпозицию задачи, то есть преобразо-

вание (1) в (3), предлагается, как и в работе 

[20], возложить на агента задачи (управляю-

щего агента).  

Агенты роботов на основе исходных дан-

ных определяют, в решении каких подзадач и 

с какой эффективностью (или затратами) мо-

гут участвовать роботы, которых они пред-

ставляют. Исходными данными являются все 

данные о подзадаче (4), данные о функцио-

нальных возможностях (так называемые пас-

портные данные) роботов и установленного на 

них дополнительного оборудования, а также 

данные о текущем состоянии роботов (теку-

щие координаты, параметры движения, запас 

энергоресурса и т. д.). 

Упрощенная организационная схема решения задачи группового управления роботов муль-

тиагентной системой представлена на рис. 1. 

Предлагаемый подход работает следующим образом. 

Рис. 1. Организационная схема решения задачи группо-
вого управления роботами 
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Пользователь с помощью специального приложения формирует целевую задачу (1), исполь-

зуя графические и текстовые редакторы. При этом он задает границы контролируемой террито-

рии, используя, например, цифровые карты, определяет перечень показателей мониторинга, для 

каждого показателя определяет контрольные точки и задает их координаты, также задает грани-

цы контрольных областей, определяет временные параметры (начало мониторинга, длительность 

и т. д.), определяет другие условия решения задачи, а также условия среды функционирования и 

т. д.  

После того как задача сформирована, инициируется работа агента задания, который может 

взаимодействовать и с приложением, с помощью которого формируется задача, и с агентами ро-

ботов через распределенный реестр. Агент задачи преобразует задачу (1) к виду (3) и (4), разме-

щает необходимую информацию в распределенном реестре и там же размещает информацию о 

готовности задачи и основные параметры задачи (начало решения и длительность). Агенты робо-

тов периодически обращаются к распределенному реестру, запрашивая информацию о готовно-

сти какой-либо задачи. Как только они получают такую информацию, в первую очередь каждый 

из них определяет, сможет ли их робот принять участие в решении задачи в заданных временных 

рамках, то есть будет ли он свободен к началу решения задачи. Далее в формировании группы 

участвуют только те агенты, роботы которых будут свободны. 

Формирование состава группы предлагается осуществлять в два этапа. На первом этапе фор-

мируются списки роботов-претендентов, а на втором осуществляется оптимизация состава. 

При этом претендентами на включение в состав группы могут являться только те роботы, 

для которых выполняется условие 

iR  I I ,             (5) 

то есть, другими словами, только те роботы, которые могут измерять хотя бы один показатель 

мониторинга.  

Если условие (5) выполняется, то проверяется, можно ли измерять показатели с заданными 

параметрами (точность, периодичность, время измерения и т. д.). Для этого используются пас-

портные данные дополнительного оборудования и требования к измерению параметров, задан-

ные при формировании целевой задачи. В этом случае претендентами на включение в состав 

группы могут являться только те роботы, оборудование которых может измерять хотя бы один 

показатель с параметрами не хуже заданных. 

Далее для каждого робота-претендента необходимо определить затраты, например, времен-

ные или энергозатраты, на решение тех подзадач, на которые он претендует, а также определить 

часть каждой подзадачи, которую он способен выполнить. 

Данные функции возлагаются на агентов роботов. Задача определения затрат на выполнение 

тех или иных подзадач, особенно в условиях обозначенной выше неопределенности, является 

сложной и зачастую не может иметь численного решения. 

Наиболее целесообразным представляется использование в качестве агентов роботов так на-

зываемых интеллектуальных агентов на основе искусственных нейронных сетей (ИНС) [23], 

также могут использоваться, например, агенты, функционирующие на основе продукционных 

[24] или нечетко-продукционных [25] моделей. 

При использовании агентов на основе ИНС на вход сети подаются все исходные данные, со-

держащиеся в (4) и (2), результатом является оценка возможности участия робота в решении под-

задачи, полнота решения подзадачи (то есть робот способен полностью решить подзадачу за от-

веденное время или только ее часть и какую), а также оценка затрат на ее решение. Если робот 

может решать подзадачу за отведенное время хотя бы частично, агент робота направляет через 

распределенный реестр агенту задачи заявку на включение в состав группы, содержащую номер 

подзадачи, номер робота и полученное с помощью ИНС решение.  

Ввиду ограниченного объема статьи мы не будем приводить подробное описание алгоритмов 

функционирования агентов, ограничимся кратким описанием основных этапов решения подзада-

чи формирования состава группы и основных действий агентов. Также не будем рассматривать 

вопросы обучения ИНС. 

После того как все агенты роботов сформировали заявки, агент задачи формирует списки 

претендентов. В первый список включаются только те роботы, которые способны решить хотя 
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бы одну подзадачу полностью. Во второй список включаются роботы, которые могут решать хо-

тя бы одну подзадачу, но частично. 

Далее агент задачи проверяет, могут ли все роботы из первого списка решить все подзадачи, 

то есть измерить все показатели за отведенное время. Если да, то в дальнейшем в процессе фор-

мирования состава группы участвуют только роботы из этого списка. Если роботов из первого 

списка недостаточно для решения всех подзадач, то для решения оставшихся подзадач агент за-

дачи из второго списка выбирает те роботы, которые могут участвовать в их решении и обеспе-

чивают их решение в полном объеме. Если и во втором списке нет роботов, которые бы обеспе-

чили решение оставшихся подзадач, то агент задачи извещает пользователя, сформировавшего 

целевую задачу, о невозможности ее решения при заданных параметрах. Требуется ее корректи-

ровка, например, сдвиг времени начала решения, или увеличение длительности, или уменьшение 

количества контрольных точек и/или контрольных областей, или уменьшение количества показа-

телей, а следовательно, и подзадач. 

Если роботов достаточно для решения целевой задачи в полном объеме, то реализуется вто-

рой этап – оптимизация состава. На данном этапе может использоваться несколько модифициро-

ванный метод, предложенный в [26], который мы также не будем подробно описывать. Фактиче-

ски на этом этапе решаются сразу две подзадачи задачи группового управления роботами – фор-

мирование состава группы и распределение подзадач задачи мониторинга между роботами группы.  

Рассмотрим работу предлагаемого 

подхода на простом модельном примере. 

Пусть в некоторой заданной области в 

рамках задачи мониторинга нужно изме-

рить четыре показателя в заданных кон-

трольных точках в заданной последова-

тельности, причем первый показатель – в 

семи точках, второй – в четырех, третий – 

в пяти и четвертый – в трех. 

На рис. 2 представлена сформирован-

ная пользователем задача мониторинга. 

Здесь на карте обозначены контрольные 

точки, каждая из которых обозначена 

цифрами. Первая цифра – это номер пока-

зателя, а вторая – порядковый номер точ-

ки, определяющий последовательность 

измерения показателя. 

На этапе формирования списков в 

претенденты попало четыре робота. При-

чем все роботы-претенденты могут полностью решать одну или несколько подзадач, то есть из-

мерять один или несколько показателей. Например, первый из роботов может измерять только 

показатель 1, второй – показатели 3 и 1 (в порядке возрастания затрат, например, энергозатрат), 

третий – показатели 2 и 4 и четвертый – показатель 4.  

Рис. 2. Сформированная пользователем  

задача мониторинга 

Рис. 3. Распределение подзадач между роботами без оптимизации 



Капустян С.Г., Системный анализ требований и оптимизация состава 
Мельник Э.В. группы роботов в задаче мониторинга окружающей среды 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2024, том 16, № 2, С. 12–25 

21 

Без оптимизации состава распределение подзадач между роботами-претендентами может вы-

глядеть, как на рис. 3. 

После этапа оптимизации по критерию суммарных энергозатрат распределение подзадач 

между роботами группы представлено на рис. 4. В результате реализации второго этапа в составе 

группы осталось три робота, способных с меньшими суммарными энергозатратами решить целе-

вую задачу. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Заключение 

Таким образом, предложен подход к решению задачи группового управления  мобильными 

компонентами систем мониторинга, в частности, к решению подзадачи формирования оптималь-

ного или близкого к оптимальному состава группы мобильных компонентов (роботов) систем 

мониторинга для различных областей применения.  

Предложенный подход базируется на принципах самоорганизации технических систем, тех-

нологиях мультиагентных систем и распределенного реестра. 

Данный подход позволяет на основе исходных данных о поставленной задаче, условиях сре-

ды функционирования и функциональных возможностях имеющихся роботов автономно, т. е. без 

непосредственного участия человека сформировать группу роботов, способную эффективно ре-

шить поставленную перед ней задачу. 

При этом предложенный подход позволяет обеспечить преимущественно использование тех 

роботов, которые могут измерять максимально возможное количество показателей, с использо-

ванием установленного на борту оборудования, то есть участвовать в решении максимально воз-

можного количества подзадач. 

Исследование проведено в рамках реализации ГЗ ЮНЦ РАН, № гр. проекта 122020100270-3. 
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Abstract. To solve the problems of monitoring large remote areas and regions, it is advisable to use 

groups of mobile robots as mobile components of monitoring systems. The article discusses conceptual 

issues of organizing the autonomous functioning of such groups of robots. The effectiveness of solving 

monitoring problems by a group of mobile robots is largely determined by its composition. The paper 

proposes an approach to solving the problem of group control of mobile robots and, in particular, solv-

ing the subtask of forming the composition of groups of mobile robots for monitoring large areas, based 

on the principles of self-organization of technical systems, technologies of multi-agent systems and a 

distributed registry. The study demonstrates that to solve this problem, intelligent multi-agent systems 

can be used, which include task agents and mobile robot agents. The application of the proposed ap-

proach makes it possible to form, if not optimal, then close to optimal, a group composition capable of 

effectively solving the problems of monitoring large areas. 
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
РОЕВОГО АЛГОРИТМА ПЛАНИРОВАНИЯ ПУТИ  
В ДВУХМЕРНОЙ НЕКАРТОГРАФИРОВАННОЙ СРЕДЕ 
 

В.А. Костюков, И.М. Медведев, М.Ю. Медведев, В.Х. Пшихопов 
Южный федеральный университет, г. Таганрог, Российская Федерация 
E-mail: medvmihal@sfedu.ru 

 
Аннотация. Исследуется эффективность роевых алгоритмов планиро-

вания пути в двумерной некартографированной среде. В качестве критери-

ев эффективности используется число итераций в процессе поиска пути и 

оценка вероятности успешного достижения цели. В ходе исследования из-

меняется максимальная скорость перемещения роя и максимальное число 

итераций, в течение которых допускается отсутствие уменьшения расстоя-

ния до цели. Предполагается, что каждая частица может определять со-

стояние среды в некоторой локальной области. Под определением состоя-

ния имеется в виду определение наличия препятствия в ячейке среды. Для 

решения проблемы локальных минимумов предлагается вводить вирту-

альное препятствие в точке локального минимума. Данный подход в целом 

известен. Новизна этого подхода заключается в том, что решается задача 

обнаружения локального минимума роем частиц. При одиночном движении 

обнаружение локального минимума тривиально и сводится к проверке 

движения к ранее посещенным ячейкам. В групповом случае требуется но-

вое решение задачи обнаружения локального минимума. В данной статье 

приводится обзор и анализ задачи планирования пути, формулировка про-

блемы, постановка задачи, математическое описание алгоритмов глобаль-

ного роевого планирования пути с предложенными модификациями, псев-

докоды алгоритмов планирования и результаты численного исследования. 

В ходе численных исследований определены критерии эффективности пла-

нирования пути в среде размером 100100 ячеек со случайно размещаемы-

ми препятствиями. 

Ключевые слова: роевые алгоритмы; двумерная среда; локальный минимум; 

виртуальные препятствия; локальный поиск; виртуальное препятствие. 

 

Введение 

Большинство известных алгоритмов планирования пути базируются на известной карте сре-

ды [1, 2]. При отсутствии карты среды высокую эффективность показывают алгоритмы, заимст-

вованные в живой природе [3]. Можно выделить несколько наиболее популярных алгоритмов, 

используемых в задачах планирования пути. К ним относятся алгоритмы роя частиц (particle 

swarm optimization – PSO) [4], муравьиный алгоритм [5], пчелиный алгоритм [6], нейросетевые 

алгоритмы [7], эволюционные алгоритмы [8]. 

Нейросетевые алгоритмы планирования пути достаточно активно разрабатываются в на-

стоящее время. В работах ведущей научной школы профессора З.В. Нагоева детально обсужда-

ются проблемы создания нейрокогнитивных мультиагентных систем, рассматриваются модели 

нейрокогнитивных систем управления роботом, методы и алгоритмы учета контекста диалога, 

методы и алгоритмы обучения рассматриваемых архитектур, методы и алгоритмы учета неявных 

знаний и фактов [9–13]. Авторы выражают признательность профессору З.В. Нагоеву за плодо-

творные дискуссии и считают своим приятным долгом поздравить профессора З.В. Нагоева с 

юбилеем. 

Наиболее эффективные результаты в области планирования пути получены с применением 

нейронной сети, называемой визуальным трансформером. Однако такая нейронная сеть требует 

значительного объема вычислений. Кроме того, для обучения трансформера требуется значи-

тельный объем данных, который может достигать миллиардов примеров. Относительно простые 

нейронные сети, независимо от того, обучаются они с подкреплением или с учителем, не обеспе-

чивают высокой надежности. Так, результаты многочисленных работ [14–17] показывают, что 
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для большинства простых относительно нейронных сетей вероятность успешного достижения 

целевой точки не превышает 80–90 %. В этой связи такие нейросетевые планировщики дополня-

ются алгоритмами устранения коллизий и выхода из локальных минимумов. 

Эволюционные алгоритмы обладают значительно меньшей вычислительной сложностью. В 

этой связи они также применяются в задачах планирования пути. Наиболее известны генетиче-

ские алгоритмы, которые представляют собой оптимизационную процедуру, основанную на со-

четании случайного поиска и эволюционных способах отбора наилучших особей. Генетические 

алгоритмы могут применяться как для планирования пути одиночных подвижных объектов [18, 

19], так и для построения маршрутов групп роботов [20]. Так, в работе [18] решена задача опти-

мизации траектории движения космического аппарата по критерию минимальных затрат энергии 

при переходе от одной орбиты к другой. Для решения задачи нахождения оптимального управ-

ления использован генетический алгоритм, с помощью которого осуществлен расчет числа ак-

тивных участков движения космического аппарата. В работе [19] разработан генетический алго-

ритм, который применен для планирования пути в динамической среде. Однако в данной статье 

отсутствуют оценки времени планирования пути, что не дает оценить эффективность применен-

ного алгоритма для динамической среды. В статье [19] рассмотрена задача планирования пути 

группы беспилотных летательных аппаратов. Проблема сформулирована в виде множественной 

задачи коммивояжера, для решения которой предложен генетический алгоритм. Эволюционные 

подходы, в частности генетические алгоритмы, показывают высокую эффективность в статиче-

ских задачах, характеризуемых большим числом вариантов решений. Однако они, как и другие 

методы случайного поиска, не гарантируют нахождение глобального оптимума. 

Роевые алгоритмы поисковой оптимизации относятся к наиболее часто применяемым алго-

ритмам среди современных биоэвристик. На них приходится около половины всех ссылок в меж-

дународных базах данных [21]. 

Так, в работе [22] предложен метод планирования глобального пути по критерию его длины 

и гладкости, который базируется на сочетании алгоритма PSO для планирования глобального 

пути и алгоритма вероятностных дорожных карт [1] для планирования локального пути. Такой 

подход позволяет устранить основной недостаток алгоритма PSO – попадание в локальные ми-

нимумы. Данная проблема является одной из наиболее распространенных при планировании пу-

ти [23, 24]. Показано, что предложенный метод способен функционировать в среде с невыпук-

лыми препятствиями. Однако метод сравнивался только с алгоритмом Дейкстра, который не 

предназначен для получения гладкого пути и не отличается высокой вычислительной эффектив-

ностью. 

Для выпуклых препятствий метод PSO применяется более широко в задачах планирования 

пути. Так, в работе [25] производится сравнение метода PSO с бактериальным методом. Метода-

ми численного моделирования в неопределенной среде с несколькими выпуклыми препятствия-

ми показано, что бактериальный алгоритм показывает более высокое быстродействие. 

В статье [26] алгоритм PSO также используется для нахождения кратчайшего пути в плоской 

среде, разбитой на ячейки. Путем моделирования показано, что в простой среде с несколькими 

препятствиями, занимающими по одной ячейке, алгоритм PSO находит оптимальный по длине 

путь. Однако рассмотрена среда размерами 1010 ячеек с одним и тремя препятствиями, что не 

дает возможности обобщить полученные результаты на более общий случай. 

Более сложные среды рассмотрены в работах [27, 28]. В статье [27] рассмотрена среда разме-

ром 500500 клеток, содержащая множество прямоугольных препятствий, расставленных в шах-

матном порядке. Препятствия не пересекаются друг с другом и не образуют тупики или углы. 

Для такой относительно простой среды численно исследован глобальный роевой алгоритм при 

различном числе частиц в рое. Основным отличием алгоритма, исследуемого в работе [27], явля-

ется учет сенсорной системы, которая позволяет обнаруживать препятствия. Исследована сходи-

мость алгоритма поиска пути при различных дистанциях системы обнаружения препятствий. В 

статье [28] рассмотрена более сложная среда, в которой препятствия могут образовывать тупики 

и углы. Используется алгоритм PSO с инерционным коэффициентом, который адаптируется во 

время движения. В процессе инициализации роя предлагается использовать хаотический подход, 

заимствованный из нелинейной динамики. Численные исследования показали, что предложен-

ный алгоритм позволяет снизить число итераций для нахождения пути. 
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В последнее время появились работы по планированию пути для беспилотных летательных 

аппаратов, базирующиеся на алгоритме PSO. Кроме повышения размерности в трехмерной среде 

более сложные управляемые объекты [3, 29–31]. 

Так, в работе [32] исследуется задача планирования движения беспилотного летательного 

аппарата на основе алгоритма PSO. В статье использован стандартный алгоритм с инерциальным 

весом. При численном исследовании учтены наличие лидара на борту и модель кинематики дви-

жения, которая редуцирована до двумерного случая, т. е. планировалось движение в горизон-

тальной плоскости. Аналогично в статье [33] рассматривается задача планирования пути беспи-

лотного летательного аппарата в горизонтальной плоскости. При этом начальный путь генериру-

ется с использованием диаграмм Вороного и алгоритма Дейкстра, а алгоритм PSO с инерциаль-

ным коэффициентом используется для оптимизации начального пути в динамической конфликт-

ной среде. Проведенное численное исследование показало эффективность предлагаемого подхо-

да. Однако подчеркнем, что рассмотрена фактически двумерная среда и запрещенные области 

являются выпуклыми. 

В работах [34, 35] рассмотрена задача планирования пути в трехмерной среде. В статье [34] 

используется стандартный алгоритм PSO, который модифицируется с целью улучшения сходи-

мости и вычислительной сложности. Предложенный алгоритм позволяет проводить параллель-

ный поиск по всем трем координатам и учитывает ограничения на скорости. При численном ис-

следовании рассмотрены статические трехмерные среды с препятствиями, описываемыми пря-

моугольными параллелепипедами. Предложенные улучшения метода PSO позволили существен-

но в несколько раз уменьшить время нахождения траектории. В работе [35] исследуются различ-

ные варианты реализации алгоритма PSO в задаче планирования пути беспилотного летательного 

аппарата в трехмерной среде. Учитываются запретные области в виде вертикальных цилиндров, а 

также рельеф поверхности. Вокруг беспилотного летательного аппарата вводятся области опас-

ности и коллизии. Предлагается версия алгоритма, названная сферическим PSO. Предложенный 

вариант сравнивается с другими версиями PSO в различных трехмерных средах. Путем числен-

ных исследований показано, что предлагаемый алгоритм PSO обеспечивает в среднем наимень-

шее число итераций при планировании пути. Также приводятся результаты натурных экспери-

ментов. 

Проведенный анализ позволяет сделать вывод о том, что наиболее исследованным алгоритм 

PSO является в средах с выпуклыми препятствиями. Вопрос функционирования алгоритма PSO в 

средах с локальными минимумами проработан недостаточно. В этой связи в данной статье пред-

лагаются: 

а) алгоритм обнаружения локального минимума роем частиц; 

б) алгоритм устранения локальных минимумов путем введения виртуальных препятствий. 

 

1. Постановка задачи 

Рассматривается глобальный алгоритм роя частиц [36] в пространстве второго порядка. Обо-

значим как N число частиц, положение и скорость которых в момент t описывается векторами 

xi(t) = [xi1, xi2] и vi(t) = [vi1, vi2], i = 1, 2,…, N. 

Изменение положения частицы описывается уравнениями кинематики материальной точки: 

           1 1 1 2 2 21 , 1i i i i i ix t x t v t x t x t v t      .     (1) 

Скорости vi1, vi2 в выражении (1) являются управлением, они определяются выражением [37]: 

               L G
ij ij 1 1j ij ij 2 2j j ijv t +1 = wv t +k r t x t x t +k r t x t x t    

   
,      (2) 

здесь j = 1, 2 – номер координаты;  L
ijx t  – значение j-й координаты, соответствующее наилуч-

шему значению целевой функции J, достигнутому i-й частицей к моменту времени t;  G
jx t  – 

значение j-й координаты, соответствующее наилучшему значению целевой функции J, достигну-

тому всем роем; k1 и k2 – положительные коэффициенты, определяющие важность локальной и 

глобальной компонент;  1 2, 0,1j jr r  – случайные числа, вносящие элемент хаотичности в движе-

ние роя; w – весовой коэффициент инерции. 

Скорости  ijv t  ограничены по величине максимальным значением, т. е.: 
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     

 

max

max max

1 2 , если 1 ,

,если 1 .

ij ij

ij

v t v t v

v v t v

    


 

         (3) 

В качестве целевой функции J в задачи движения в целевую точку используется Евклидово 

расстояние от текущего положения частицы роя до целевой точки: 

   
2 2

1 1 2 2i i t i tJ x x x x    ,              (4) 

где 1tx , 2tx  – координаты целевой точки. 

Коэффициенты 1 2,j jr r  вычисляются в соответствии с выражениями 

 1 2 1rand 0,1 , 1j j jr r r   ,          (5) 

где  rand 0,1  – функция генерации случайного равномерно распределенного в диапазоне (0, 1) 

числа. 

В качестве критерия останова алгоритма используется выполнение одного из двух условий: 

 iJ  ,           (6) 

 it maxk > k ,             (7) 

где itk  – требуемая точность достижения целевой точки; maxk  – максимально допустимое число 

итераций. При этом неравенство (6) должно выполниться для одного из i = 1, 2,…, N. Иными 

словами, цель считается достигнутой, если любая из частиц достигает целевой точки. 

Требуется решить следующие задачи: 

– предложить и исследовать алгоритм обнаружения локального минимума роем частиц; 

– предложить и исследовать алгоритмы выхода из обнаруженного локального минимума; 

– исследовать влияние параметров роевого алгоритма, размер роя, весовой коэффициент 

инерции w и коэффициенты k1, k2 на число итераций, необходимых для достижения целевой точ-

ки. 

 

2. Описание алгоритмов 

Глобальный алгоритм роя частиц может быть описан ПСЕВДОКОДОМ 1, представленным 

ниже. 

ПСЕВДОКОД 1. Глобальный роевой алгоритм 

ВХОДНЫЕ ДАННЫЕ: число частиц N, целевая функция J, координаты целевой точки ( t1x , 

t2x ), координаты начальной точки ( 01x , 02x ), значения коэффициентов w, k1, k2, максималь-

ное значение скорости maxv , требуемая точность достижения целевой точки , максимально 

допустимое число итераций maxk . 

ВЫХОДНЫЕ ДАННЫЕ: Массив координат ijx . 

1. СОЗДАНИЕ РОЯ N ЧАСТИЦ. 

2. ВЫЧИСЛЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ iJ , ЛОКАЛЬНОЙ 

L
ijx  И ГЛОБАЛЬНОЙ G

jx  ЛУЧШИХ ПОЗИЦИЙ. 

3. В ЦИКЛЕ ПОКА НЕ ВЫПОЛНЕНО (6) ИЛИ (7): 

3.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ k1, k2. 

3.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ СКОРОСТЕЙ vi1, vi2. 

3.3. ЕСЛИ СЛЕДУЮЩЕЕ ПОЛОЖЕНИЕ ЧАСТИЦЫ НЕ ЗАНЯТО ПРЕПЯТСТВИЕМ, 

ТО ОБНОВЛЕНИЕ ijx  КООРДИНАТ СОГЛАСНО (1). 

3.4. ЕСЛИ ОБНАРУЖЕН ЛОКАЛЬНЫЙ МИНИМУМ, ТО ВЫПОЛНЕНИЕ 

АЛГОРИТМА ВЫХОДА 

3.5. ОБНОВЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ iJ ,  L
ijx t ,  G

jx t . 

3.6. ОБНОВЛЕНИЕ КООРДИНАТ ijx . 

3.7. УВЕЛИЧЕНИЕ СЧЕТЧИКА ИТЕРАЦИЙ. 

3.8. КОНЕЦ ЦИКЛА. 
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4. КОНЕЦ АЛГОРИТМА. 

Предварительное исследование алгоритма, описанного в ПСЕВДОКОДЕ 1, методами чис-

ленного моделирования привело к следующим модификациям и условиям реализации алгоритма 

роя частиц. 

Реализация алгоритма произведена для дискретного случая. Среда разбита на отдельные 

ячейки. Для получения непрерывного следа, оставляемого роем при движении от начальной в 

целевую точку, необходимо, чтобы перемещение частицы на одном шаге осуществлялось в со-

седнюю ячейку. Отсюда следует, что максимальная скорость перемещения равна maxv =1 . Нару-

шение указанного условия может приводить к разрывам в траектории и эффекту пробития пре-

пятствий, которые показаны на рис. 1. 

 
          а) Разрывы траектории                      б) Проход через препятствие 

Рис. 1. Наличие разрывов в траектории при max 1v   

При условии, что значения координат ijx  и скоростей ijv  изменяются дискретно и ограниче-

ны единицей на одном такте, более эффективным является аддитивное добавление случайных 

вариаций в алгоритм вычисления скоростей (2). В данной работе предложена следующая форма 

уравнений (1), (2): 

                1 1 1 1 2 2 2 21 , 1i i i j i i i jx t x t v t r t x t x t v t r t        ,  (8) 

            1 21 L G
ij ij ij ij j ijv t wv t k x t x t k x t x t        

   
,        (9) 

где 1 2,j jr r  – случайные числа, принимающие значения –1, 0 или 1 с равной вероятностью. 

Для адаптивной корректировки коэффициенты 1k , 2k  предлагается выбирать в виде функ-

ций времени и отдельно настраивать их для каждого элемента роя. Тогда эти коэффициенты обо-

значаются как  L
ijk t  и  G

ijk t , j = 1, 2 для каждого i-го элемента роя на t-шаге. Для их вычисле-

ния предлагается следующая процедура. Предположим, что эти коэффициенты нормированы к 

единице: 

    1.L G
ij ijk t k t       (10) 

Пусть            ,L L G G
ij ij ij ij j ijb t x t x t b t x t x t    , j = 1, 2, i = 1, 2,…, N есть абсолютные от-

клонения наилучших достигнутых на данной итерации t локальных и глобальных координат от 

соответствующих значений координат целевой точки. 

Введем следующие величины, характеризующие динамику изменения локальных и глобаль-

ных координат для i-го элемента на данном t-шаге: 

      1 , 1,2,L L L
ij ij ijb t b t b t j         (11) 

      1 , 1,2.G G G
ij ij ijb t b t b t j         (12) 

Заметим, что при уменьшении величины L
ijb , т. е. когда выполнено   0L

ijb t  , локальное 

движение i-й частицы роя происходит успешно, причем тем лучше, чем меньше  L
ijb t . Анало-
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гично при   0G
ijb t   глобальное движение роя как целого происходит успешно, причем тем 

лучше, чем меньше  G
ijb t . 

Для сопоставления обоих факторов рассмотрим для некоторого i-го элемента роя следующее 

условие: 

   G L
ij ijb t b t .                    (13) 

Если условие (13) выполнено, тогда скажем, что локальное перемещение i-го элемента роя по 

j-й координате на данный момент t происходит не менее успешно, чем соответствующее гло-

бальное. При этом целесообразно увеличить коэффициент влияния локального перемещения 

     1L L L
ij ij ijk t k t k t   . Тогда в силу условия (10) заключаем, что коэффициент G

ijk  должен 

уменьшиться, причем по модулю на ту же величину, на которую увеличился коэффициент L
ijk . 

Аналогично, если выполнено условие, обратное (13), тогда будем говорить, что глобальное пере-

мещение i-го элемента роя по j-й координате на данный момент t происходит более успешно, чем 

соответствующее локальное. 

Чтобы удовлетворить всем указанным выше условиям, можно предложить следующий закон 

адаптивной корректировки коэффициентов L
ijk  и G

ijk : 

  
         

    

,если ;
1

1 ,иначе;

L L G G L
ij ij ij ij ij

L
ij L G

ij ij

k t t k t b t b t
k t

k t t





    


  


      (14) 

  
        

     

1 ,если ;
1

,иначе.

G L G L
ij ij ij ijG

ij
G G L
ij ij ij

k t t b t b t
k t

k t t k t





    
  



    (15) 

Величины  L
ijμ t  и  G

ijμ t  заданы следующими выражениями, изменяющимися на единич-

ном отрезке [0, 1]: 

    ˆth 0,5L
ij ijt b t   

 
,         (16) 

    ˆth 0,5G
ij ijt b t    

 
,          (17) 

где th  – функция гиперболического тангенса. 

В выражениях (16), (17) введено обозначение: 

      ˆ G L
ij ij ijb t = b t b t   .          (18) 

Также принято, что η  – некоторый коэффициент, имеющий размерность обратной длины и 

характеризующий степень нарастания  L
ijμ t  / спада  G

ijμ t  с ростом  ˆ
ijb t . Коэффициент η  

подбирается эмпирически. 

В частности, в этот коэффициент можно внести элемент случайности, свойственный роевым 

алгоритмам. Тогда он становится функцией j и t. Один из простейших случаев сделать это сле-

дующий: 

     j min j max minη= η t = η +r t η η ,    (19) 

где  jr t  – есть случайное число с равномерным распределением в интервале [0, 1] и генерируе-

мое для каждого i-го элемента на временном шаге t, а minη , max minη >η  – некоторые заданные 

положительные числа – пределы изменения параметра  jη t . 

Выполнение ПСЕВДОКОДА 1 требует наличия алгоритма обнаружения локального мини-

мума и алгоритма выхода из этого локального минимума. 

Наиболее простым способом выхода из локальных минимумов является внесение случайных 

вариаций в движение роя. Как следует из выражений (8), (9), такие случайные вариации присут-

ствуют в самом алгоритме роя частиц. В данной статье предлагается числа 1 2,j jr r  приравнивать 

к нулю при движении в свободной области пространства. При попытке движения в ячейку, заня-
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тую препятствием, числа 1 2,j jr r  генерируются случайной процедурой. Как показали результаты 

численных исследований, случайного поиска в локальной области недостаточно для выхода из 

локальных препятствий. Например, на рис. 2 представлены результаты моделирования, при кото-

рых наблюдается попадание в локальный минимум. 

При одиночном планировании движения детерминированными 

алгоритмами обнаружение локального минимума не представляет 

проблемы. Достаточно обнаружить движение в уже посещенную 

ячейку, чтобы сделать вывод о наличии локального минимума в 

текущем положении. 

В рассматриваемом случае роя частиц задача осложнена двумя 

факторами. Первый фактор заключается в наличии компоненты, 

обусловленной случайными вариациями коэффициентов k1 и k2. 

Второй фактор заключается в наличии роя. 

В данной статье исследуется для обнаружения локального ми-

нимума предлагается эвристический алгоритм, определяющий от-

сутствие изменений в координатах  G
jx t , j = 1, 2. Данный алго-

ритм содержит настроечный параметр nlm, означающий число ите-

раций, в течение которых координаты, соответствующие наилуч-

шему значению целевой функции J, достигнутому всем роем, не 

изменяются. При этом точкой локального минимума считается точка [    G G
1 2x t ,x t ]. 

Для выхода из локального минимума предлагается вводить виртуальное препятствие, поло-

жение которого совпадает с точкой локального минимума. Виртуальные препятствия активно 

используются для различных задач обхода препятствий, выхода из локальных минимумов, учета 

ограничений на маневренность подвижных объектов [24, 37]. 

Предлагаемый вариант выхода из локального минимума описывается ПСЕВДОКОДОМ 2, 

представленным ниже. 

ПСЕВДОКОД 2. Вариант 1 выхода из локального минимума. 

ВХОДНЫЕ ДАННЫЕ: значение nlm, координаты глобального минимума  G
jx t , j = 1, 2, те-

кущие координаты частиц роя ijx . 

1. ЕСЛИ КООРДИНАТЫ    1G G
j jx t x t  , j = 1, 2, ТО ИНКРЕМЕНТ ДЕТКЕТОРА 

ЛОКАЛЬНОГО МИНИМУМ dlm = dlm + 1. ИНАЧЕ dlm = 1. 

2. ЕСЛИ dlm > nlm, ТО: 

     2.1. ДОБАВЛЕНИЕ ВИРТУАЛЬНОГО ПРЕПЯТСТВИЯ В ТОЧКУ  G
jx t . 

     2.2. СЛУЧАЙНОЕ ИЗМЕНЕНИЕ КООРДИНАТ ЧАСТИЦ, НАХОДЯЩИХСЯ В 

ЛОКАЛЬНОМ МИНИМУМЕ. 

     2.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ НОВЫХ ЗНАЧЕНИЙ  L
ijx t . 

     2.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ НОВОГО ЗНАЧЕНИЯ  G
jx t . 

3. КОНЕЦ АЛГОРИТМА. 

Численное исследование алгоритмов, описанных в ПСЕВДОКОДЕ 1 и ПСЕВДОКОДЕ 2, по-

казывает, что данный способ детектирования и выхода из локальных минимумов чувствителен к 

параметру nlm. При небольшом значении параметра nlm алгоритм может устанавливать препятст-

вие наиболее перспективной для движения роя точке. Например, на рис. 3 приведен пример, на 

котором из-за случайных флюктуаций рой временно остановился у края препятствия. При этом 

алгоритм при nlm = 3, установил виртуальное препятствие, отмеченное окружностью. Данная 

проблема решается путем увеличения параметра nlm, однако при этом число циклов при выходе 

из тупиков и углов значительно возрастает. 

Рис. 2. Попадание  
роевого алгоритма  

в локальный минимум 
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В связи с выявленными не-

достатками алгоритм выхода из 

локального минимума дополняет-

ся анализом локальной области 

вокруг частицы, находящейся в 

точке [    G G
1 2x t ,x t ]. В ходе дан-

ного анализа рассматривается об-

ласть, включающая ближайшие к 

обнаруженному локальному ми-

нимуму 24 ячейки пространства, 

представленные на рис. 4. Основ-

ная цель проводимого анализа – 

обнаруживать углы, после чего в 

область локального минимума до-

бавляются виртуальные препятст-

вия. 

 

3. Результаты численного моделирования предложенных алгоритмов и обсуждение 

Вначале исследуем исходный роевой алгоритм, описанный в разделе 1. При исследовании 

будем определять два параметра – среднее число шагов для достижения цели и процент успеш-

ного достижения цели.  

Моделирование проводилось при объеме экспериментов Nэ = 100. Размеры моделируемой 

среды составляют 100100 ячеек. В среде присутствует 15 препятствий. Минимальные ширина и 

высота препятствий составляют 1 ячейку. Максимальная ширина и высота препятствий равны 25 

ячейкам. Положение нижнего левого угла, ширина и высота прямоугольных препятствий генери-

руются случайным образом. Максимально допустимое число итераций алгоритма составляет 

1200. 

Положение начальной и целевой точки, между которыми должен быть проложен путь, также 

задаются случайным образом. При этом они генерируются таким образом, чтобы расстояние до 

препятствий было не менее 2 ячеек. 

Число частиц роя N = 9. Начальное положение частиц роя генерируется следующим образом. 

Первая частица генерируется в начальной точке траектории. Остальные частицы располагаются в 

ближайших 8 ячейках, расположенных вокруг начальной точки траектории. 

Значения коэффициентов k1 и k2, определяющих веса локальной и глобальной компонент, 

равны 0,5. Инерционный весовой коэффициент равен w = 1,0. Число итераций, при котором не 

наблюдается уменьшение расстояния до целевой точки и фиксируется локальный минимум, рав-

но nlm = 5. 

Результаты численного исследования исходного роевого алгоритма представлены в табл. 1. 

При исследовании в алгоритме использовались случайные коэффициенты 1j 2jr ,r , аддитивно до-

бавляемые в уравнения обновления положений (8). При этом указанные коэффициенты изменя-

ются в соответствии с выражениями 

    1 max maxround randjr t r r   ,               (20) 

где maxr  – максимальное число ячеек, на которые может быть осуществлено перемещение по од-

ной координате за один такт; round  – операция округления до ближайшего целого числа; rand  – 

генератор случайного числа, равномерно распределенного в диапазоне [0, 1]. 

 
Таблица 1 

Исследование исходного роевого алгоритма 

Значение maxr  1 2 4 

Среднее число шагов 183 210 155 
Доля успешных запусков 90 % 88 % 90 % 

В ходе исследования предложенного в данной статье алгоритма изменялся параметр nlm = 5. 

Результаты исследования представлены в табл. 2. 

Рис. 3. Установка  
виртуального препятствия,  

мешающего движению 

Рис. 4. Анализируемая окрестность  
локального минимума.  
Заштрихованы ячейки,  
занятые препятствиями 
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Таблица 2 
Исследование модифицированного роевого алгоритма 

Значение nlm 5 7 10 

Среднее число шагов 159 100 93 
Доля успешных запусков 94 % 98 % 96 % 

Анализ результатов моделирования показывает, что в исходном роевом алгоритме для рас-

сматриваемой среды среднее число шагов для достижения цели равно 183. С ростом параметра 

maxr  уменьшается число шагов на достижение цели, что связано с большим разнообразием воз-

можных случайных движений. Средний процент успешности достижения целевой точки соста-

вил 89,33 %. Анализ причин непопадания в целевую точку показывает, что при max 1r   это попа-

дание в локальный минимум. При max 2r   большую часть (10 %) составило попадание в локаль-

ный минимум, и 2 % – разрывы в траекториях. При max 4r  –60 % составили разрывы в траекто-

рии, а 40 % – попадания в локальный минимум. Таким образом увеличение параметра maxr  явля-

ется неэффективным для решения проблемы локальных минимумов. 

Анализ результатов моделирования предложенного модифицированного роевого алгоритма 

планирования показывает, что среднее число шагов на достижение цели составляет 118 шагов. 

Таким образом, число шагов для получения траектории снижено примерно на 35,5 % по сравне-

нию с исходным алгоритмом. Процент успешного попадания в целевую точку составил 96 %, что 

на 6,67 % выше, чем для исходного алгоритма. На рис. 5 представлены некоторые результаты 

моделирования предложенных алгоритмов с успешным попаданием в целевую точку 

 На рис. 5 можно заметить, что в области локальных минимумов наблюдаются достаточно разно-

образные движения, что позволяет их успешно преодолевать. Разнообразие движений обуслов-

лено как случайными составляющими, так и изменением значений весовых коэффициентов 1k , 

2k . На рис. 5 также отдельно показаны виртуальные препятствия, добавленные модифицирован-

ным алгоритмом. 

Виртуальные препятствия 

  
Рис. 5. Результаты моделирования предложенного алгоритма 

  
Рис. 6. Примеры попадания предложенного алгоритма в локальные минимумы 

 

Примеры попадания в локальный минимум процедуры планирования с использованием 

предложенного алгоритма представлен на рис. 6. 

 



Костюков В.А., Медведев И.М., Численное моделирование роевого алгоритма 
Медведев М.Ю., Пшихопов В.Х. планирования пути в двухмерной некартографированной среде 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2024, том 16, № 2, С. 26–40 

35 

На рис. 6 показан локальный минимум, обусловленный глубоким тупиком, и локальный ми-

нимум в виде длинной стенки, расположенной поперек движения роя. При максимально допус-

тимом числе итераций, равном 1200, алгоритм не смог выйти из указанных локальных минимумов. 
 

Заключение 

В данном исследовании предложена модификация роевого алгоритма поиска пути из задан-

ной начальной точки в заданную целевую точку в некартографированной среде. Сформулирована 

основная проблема алгоритма, заключающаяся в попадании в локальные минимумы. 

Предложены модификации, заключающиеся в новых алгоритмах определения выхода из ло-

кального минимума. Для определения локального минимума предложено использовать отсутст-

вие уменьшения целевого функционала – расстояния до целевой точки в течение некоторого ко-

личества итераций. При обнаружении локального минимума в него добавляется виртуальное 

препятствие, что позволяет решить указанную проблему. Дополнительным механизмом выхода 

из локальных минимумов является предложенный в статье алгоритм изменения весовых коэффи-

циентов. Данный алгоритм позволяет уменьшать влияние ранее обнаруженных текущих «опти-

мальных» положений роя на выбор следующих направлений движения. 

Исследование встроенного в роевой алгоритм механизма случайного выхода из локальных 

минимумов показало, что при увеличении области случайного поиска возрастает риск получить 

граф, состоящий от нескольких не связанных друг с другом подграфов. В этом случае требуется 

дополнительная процедура связывания отдельных подграфов в единый граф. 

Исследование предложенного алгоритма показало, что полностью устранить проблему ло-

кальных минимумов не удалось, по крайней мере, в пределах заданного максимального числа 

итераций. В некоторых случаях, например, в глубоких тупиках, выйти из локального минимума 

не удается. Одним их возможных направлений решения указанной проблемы является использо-

вание поэлементного анализа и выхода из локальных минимумов, а также применение алгорит-

мов, которые в таких ситуациях более часто добавляют локальные минимумы. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-19-00063, «Тео-

ретические основы и методы группового управления безэкипажными подводными аппаратами», 

https://rscf.ru/project/24-19-00063/ на базе ФГАОУ ВО «Южный федеральный университет».. 
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Abstract. This paper examines the effectiveness of swarm path planning algorithms in a two-

dimensional unmapped environment. The efficiency criteria are the number of iterations in the path find-

ing process and an assessment of the probability of successfully achieving the goal. During the study, 

the maximum speed of movement of the swarm and the maximum number of iterations during which it 

is allowed that the distance to the target does not decrease are changed. It is assumed that each particle 

can determine the state of the environment in a certain local region. By determining the state we mean 

determining the presence of an obstacle in a cell of the environment. To solve the problem of local min-

ima, it is proposed to introduce a virtual obstacle at the local minimum point. This approach is generally 

known. The novelty of this approach lies in the fact that it solves the problem of detecting a local mini-

mum by a swarm of particles. With a single movement, detecting a local minimum is trivial and comes 

down to checking the movement to previously visited cells. In the group case, a new solution to the 

problem of detecting a local minimum is required. This article provides a review and analysis of the path 

planning problem, problem formulation, problem statement, mathematical description of global swarm 

path planning algorithms with proposed modifications, pseudo-codes of planning algorithms and the 

results of a numerical study. In the course of numerical studies, the paper presents the criteria for the 

efficiency of path planning in an environment of 100100 cells with randomly placed obstacles. 

Keywords: swarm algorithms; two-dimensional environment; local minimum; virtual obstacles; lo-

cal search; virtual obstacle. 
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Аннотация. Рассмотрена задача гетерогенного группового взаимодей-

ствия различных робототехнических комплексов воздушного и наземного 

базирования. Предложена концептуальная модель распределения задач ме-

жду функционально разными робототехническими комплексами, предло-

жена соответствующая математическая формулировка задачи с итоговым 

функционалом по критерию эффективности, которая сводится к поиску ва-

риантов, удовлетворяющих функциональным критериям. Окончательное 

решение о структуре и функциях группировки робототехнических ком-

плексов принимается с учетом функции затрат всего жизненного цикла об-

работки умного сада. Подчеркивается важность автоматизации и интеллек-

туализации процессов обработки умного сада, сбора урожая и сокращения 

времени на выполнение технологических операций, которым посвящены 

исследования передовых отечественных коллективов. Обсуждаются пер-

вичные данные для определения количества и функций робототехнических 

комплексов для решения комплексной задачи обработки умного сада. Про-

ведены вычислительные эксперименты и собраны типовые сценарии при-

менения робототехнических комплексов воздушного базирования и раз-

личных по функционалу роботов наземного базирования: транспортеры, 

сборщики, обработчики и другие. Дальнейшие исследования будут направ-

лены на разработку частных алгоритмических решений для конкретных 

образцов робототехнических комплексов и экспериментальные исследова-

ния на базе полигонов с последующей коррекцией разработанных матема-

тических моделей для разных типов умного сада и проработкой технологи-

ческих карт для типизации выбранных сценариев поведения гетерогенной 

группы робототехнических комплексов.  

Ключевые слова: системный анализ; робототехника; умный сад; робото-

технический комплекс; беспилотный летательный аппарат; технологии искус-

ственного интеллекта. 

 

1. Постановка задачи 

Целью данного исследования являлась формализация постановки задач формирования гете-

рогенной группы робототехнических комплексов для выполнения различных технологических 

операций. 

Известно, что в сельском хозяйстве ручной труд является одним из основных компонентов 

затрат. Значительная часть садовых хозяйств при сборе урожая плодовых растений вынуждена 

прибегать к использованию труда большого числа сезонных работников и добровольцев. При 

таком подходе наблюдается существенный недобор, доходящий почти до половины урожая [1, 

2]. Очевидно, что переход к технологиям «умных садов» с использованием современных техно-

логий робототехники и искусственного интеллекта позволит существенно повысить эффектив-

ность садового хозяйства.  

Активное развитие в настоящее время приобретают технологии искусственного интеллекта, 

которые направлены на использование интеллектуальных систем машинного зрения для опреде-

ления местоположения плодов, степени их зрелости и наличия/отсутствия повреждений. Другим 

применением интеллектуальных систем технического зрения является картографирование сель-

скохозяйственных угодий и классификация их для различных технологических операций – обра-

ботка средствами защиты растений, внесение удобрений, борьба с сорняками и другими [3, 4] 
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Вместе с тем необходимо учитывать, что интеллектуальная система технического зрения 

должна функционировать на некоторой платформе. В качестве платформы могут выступать как 

существующие технические средства – трактора, транспортеры под управлением водителя, так и 

беспилотные средства – беспилотные трактора, беспилотные летательные аппараты с различной 

степенью автономности. Очевидно, что применение робототехнических комплексов для сбора 

урожая может позволить увеличить его скорость и эффективность, а также снизить затраты на 

ручной труд.  

Активное развитие систем технического зрения и других сенсорных подсистем позволяет 

использовать уже в едином пространстве традиционные и современные методы обработки сель-

скохозяйственных культур [5, 6]. Как правило, находят баланс между применением ручного тру-

да и применением высокотехнологичных средств с учетом затрат на их использование [5–9]. 

Отметим, что полное замещение ручного труда не всегда является экономически целесооб-

разным, так как ряд операций при роботизированном выполнении имеет значительно более вы-

сокую сложность и требует соответствующее ресурсное обеспечение, например, при близком 

расположении стволов деревьев, при углах наклонов склонов, которые сложно преодолеваются 

беспилотными транспортными средствами. Единовременное введение большого парка техники 

требует больших затрат материальных средств, может приводить к сложностям при внедрении и 

в том числе дополнительно требовать расходы на их устранение.  

В качестве основы для постановки задачи рассматривается садовая плантация плодовых де-

ревьев, персонал которой лишь частично заменен робототехническим комплексом, т. е. сбором 

урожая занимаются как работники, так и роботы-сборщики в различных рабочих пространствах. 

Но предполагается, что в дальнейшем без изменения архитектуры системы РТК может быть рас-

ширен на все пространство сада. Схема работы такого комплекса совместно с людьми представ-

лена на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Схема работы РТК и людей в саду 

Функция транспортировки собранного урожая на склад и доставки к месту сбора пустых 

контейнеров лежит на транспортных роботах. Стоит отметить, что расстояние между рядами де-

ревьев в большинстве садов невелико, из-за чего два робота или робот и контейнер не могут по-

меститься между двумя соседними рядами, что накладывает ограничение на возможность пере-

движения роботов. Определение зон плодового сада будет производиться на основании получен-

ной от беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) информации при мониторинге состояния и 
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готовности плодов к сбору. Во время сбора урожая БПЛА помимо мониторинга состояния сада 

осуществляют контроль за процессом сбора, заполнением контейнеров и движением роботов, что 

может быть определено согласованными действиями [10].  

Центром робототехнического комплекса, включающего наземные роботы и БПЛА, является 

наземный пульт управления (НПУ). На указанном НПУ оператор (или команда операторов) смо-

жет отслеживать состояние роботов комплекса и выполняемые ими задачи. При необходимости 

оператор с использованием НПУ имеет возможность менять задание и контролировать работо-

способность/поведение роботов. Структура робототехнического комплекса представляет собой 

иерархическую структуру, в которой стратегическое планирование / формирование и распреде-

ление задач осуществляется на НПУ, мониторинг осуществляют БПЛА, наземные роботы двух 

типов: сборщики урожая и транспортные роботы, которые осуществляют выполнение своих 

функций. Оператор ставит задачу роботам, а конкретные функции роботы выполняют в соответ-

ствии с текущими заданиями. 

 

2. Система управления 

В рамках исследований рассматривается вопрос логистики автономной гетерогенной группы 

робототехнических комплексов. В таком случае поставленным перед группой общим заданием 

принимается перемещение наземных роботов (НР) в задаваемые пультом управления (ПУ) точки 

сада и контроль их положения и перемещения с беспилотных летательных аппаратов (БПЛА). 

Динамически изменяемый список задач располагается в памяти ПУ. Изменение списка происхо-

дит по трем причинам:  

1) изменение состояния робототехнической группы;  

2) изменение условий окружающей среды;  

3) вмешательство оператора.  

Появляющиеся в списке новые задачи либо предназначаются конкретным членам группы, 

которые и приступают к их выполнению немедленно или после завершения своего текущего, ли-

бо распределяются между свободными, не занятыми в выполнении задач членами группы, если 

таковые имеются. 

Рабочей областью группы является сад, который можно представить в виде сети дорог двух 

типов и воздушного пространства над ним. Количество НР и БПЛА Nн и Nл соответственно и в 

общем случае не одинаково.  

Роботы, НР и БПЛА рассматриваются как материальные точки с возможностями движения с 

ограничением на перемещения в соответствии с используемой средой. БПЛА в своем перемеще-

нии ограничен только выделенными эшелонами полета, в то время как НР способен перемещать-

ся только по пространству дорог D. Дороги делятся на два типа – узкие, D1, по которым может 

проехать только один робот, и широкие D2, на которых могут одновременно проехать два робота 

в разных направлениях. Дороги D1 могут иметь три состояния: 1) свободна, НР может беспре-

пятственно проехать; 2) забронирована, в данный момент НР может по ней проехать, но из-за 

маршрута или расположения заданной точки другой НР будет на дороге через некоторый проме-

жуток времени, 3) занята, на дороге в данный момент присутствует НР.  

Карта располагается у ПУ и обновляется при выполнении задач и поступлении отчетов от 

роботов. Роботы при планировании своего движения запрашивают актуальную карту со статусом 

дорог, при необходимости запрашивают у других НР, забронировавших или занявших узкие до-

роги, их время и место пребывания на несвободной дороге и, сравнивая со своим местоположе-

нием, принимают решение о выбранном маршруте и бронируют себе требуемые узкие дороги. 

Изменение статуса «занято» на дороге происходит по сообщению НР, которое тот передает как 

при въезде на дорогу, так и при съезде с неё. 

БПЛА не имеют ограничения на дороги, поэтому для задач с проверкой обстановки в точке 

могут перемещаться из своего положения по прямой, отклоняясь только в случае необходимости 

избегания столкновения с другим БПЛА. Для задач же со следованием за одним из НР БПЛА во-

обще нет необходимости в долгосрочном планировании траектории движения.  

Для упрощения избегания столкновений БПЛА можно использовать 2 эшелона движения – 

один для непосредственного ведения цели, а второй – для точечного наблюдения и перемещения.  
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3. Математическая постановка задачи (сад) 

Группа роботов R  состоит  из N  роботов трех типов – робот рабочий ( Rр ), робот транс-

портник ( Rт ), робот наблюдатель ( Rн ). Количество роботов каждого типа соответственно 

Nр,Nт,Nн . { , , }R Rр Rт Rн  – множество роботов.  

Каждый тип роботов из-за своего строения обладает набором функций, которые может вы-

полнять. Для каждого типа набор функций различен. Множества Pр,Pт,Pн  определяют доступ-

ные роботам функции. 

Состояние каждого робота можно записать вектор-столбцом X , причем для каждого типа 

роботов вектор-столбец X  будет отличным, т. е. 1 2{ , }Т
nрXр xр xр xр  , 

1 2{ , }Т
nтXт xт xт xт  , 1 2{ , }Т

nнXн xн xн xн  . nр,nт,nн  – количество параметров, опреде-

ляющих состояние робота. 

Задания перед группой и требования к ним задаются матрицей P. 

Множество известных группе роботов данных о себе и окружающей среде (актуальная карта, 

характеристики, параметры связи) – S. В начальный момент времени имеет вид S0 и изменяется в 

процессе активности РТК. Причем информация si, которой располагает отдельный робот, может 

не соответствовать в общем случае общей информации группы S.  

Введем L – множество ограничений, в которых присутствуют ограничения, накладываемые 

на доступные для посещения роботами зоны рабочей области, условия движения в определенных 

ситуациях, а также изменение работы робота при обнаружении людей в зоне доступности сенсо-

ров. Введем К – требования к выполнению работы / критерии оптимизации. Область непосредст-

венного интереса роботов задается вместе с заданиями. Например, для задачи сбора плодовых 

растений в саду роботы вместе с этой задачей получат те зоны сада, где необходимо произвести 

сбор. При этом роботы могут не обладать информацией о том, почему другая часть сада не за-

действована в сборе. 

Таким образом, определим целевую функцию, подлежащую минимизации, как 

 , , ,P K R S L . 

Возможность прохождения по пути, габаритные размеры рассматриваются уже на этапе тра-

екторного управления и отработки конкретных сценариев и режимов движения по конкретному 

саду. Также следует отметить, что на этапе формирования общего сценария можно пренебречь 

динамической и статической проходимостью, а также изменением ускорений и скоростей. 

Определим, что РТ – колесные роботы, имеют одинаковую маневренность при движении 

вперед и назад. Они способны: 

 перемещаться/двигаться между заданными точками или между точками и РР или по за-

данным траекториям. Перемещение может быть ограничено условиями местности, конструкцией 

роботов или предполагаемым заданием; 

 перевозить с собой или на себе грузы с объектами, необходимыми для работы РО РР или 

получаемыми в процессе работы РР; 

 определять окружающую обстановку с помощью сенсоров (лидары, камеры и пр.) с необ-

ходимой для выполнения задания точностью; 

 определять свое положение и положение относительно препятствий и ключевых объек-

тов; 

 связываться с другим членами группы. 

PР – колесные роботы, имеют одинаковую маневренность вперед и назад. Характеристики 

подвижности постоянно или только во время работы РО ниже, чем у РТ. Оснащены рабочим ор-

ганом (РО). Работа РО может требовать каких-либо ресурсов/объектов, которые способен доста-

вить РТ или, наоборот, может производить какие-либо ресурсы/объекты для дальнейшей их 

транспортировки РТ. Осуществляет работу РО в определенных областях и перемещается между 

ними. Они способны: 

 определять окружающую обстановку с помощью сенсоров (лидар, камеры) с необходи-

мой для выполнения задания точностью; 
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 определять свое положение и положение относительно препятствий и ключевых объек-

тов; 

 связываться с другим членами группы. 

Заключительный тип из гетерогенной группы РН – беспилотные летательные аппараты 

мультикоптерного типа. Они способны: 

 перемещаться/двигаться между заданными точками в пространстве или по заданным тра-

екториям. На них не действуют ограничения передвижения наземных роботов, но их движение 

ограничено другими факторами местности; 

 находить и распознавать объекты; 

 осуществлять наблюдение за какими-либо объектами; 

 способны передавать получаемые с камер данные в необработанном или обработанном 

виде наземным роботам или на ПУ; 

 определять свое положение и положение относительно наземных и/или ключевых объек-

тов; 

 связываться с другим членами группы. 

Оператор, находящийся за пультом управления (ПУ), ставит перед группой первоначальное 

задание и осуществляет наблюдение за её работой в процессе выполнения. Поставленные задачи 

группа выполняет в автономном режиме. В случае возникновения нештатной или экстренной си-

туации оператор может взять на себя управление и изменить задачи, поставленные перед груп-

пой роботов. 

Главная задача группы – выполнение полезных действий РО, расположенного на РР. 

1-й уровень:  

 определение ключевых объектов; 

 правильное размещение РР; 

 применение РО; 

 контроль оператором. 

2-й уровень: 

 навигация роботов; 

 транспортная функция РТ, для обеспечения работы РО РР; 

 передача информации между роботами. 

Рассмотрим область действий группы в виде плодового сада – Сад. 

В такой задаче ПУ обладает большими вычислительными мощностями по сравнению с робо-

тами. ПУ ставит задания перед группой – область работы РР, пункты назначения РТ, объекты 

наблюдения РН. Задания существуют в виде динамически изменяемого списка в памяти ПУ. Из-

менение списка происходит по трем причинам:  

1) изменение состояния робототехнической группы; 

2) изменение условий окружающей среды; 

3) вмешательство оператора. 

Появляющиеся в списке новые задачи либо предназначаются конкретным членам группы, 

которые и приступают к их выполнению немедленно или после завершения своего текущего, ли-

бо распределяются между свободными, не занятыми в выполнении задач, членами группы, если 

таковые имеются.  

Наборы функций, которые могут быть определены для конкретных робототехнических ком-

плексов в рамках работы гетерогенной группы:  

1) коммуникация; 

2) навигация; 

3) индивидуальные действия; 

4) вычисления и логика; 

5) составные/сложные; 

6) другое. 

Приведем список функций с разбиением по группам: 

1) Коммуникация: 

 получение задания от оператора; 
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 получение информации от оператора; 

 передача информации оператору; 

 получение информации от других членов группы; 

 получение приказов/команд от других членов группы; 

 передача информации другим членам группы; 

 передача приказов/команд другим членам группы. 

2) Навигация: 

 определение/идентификация препятствий, объектов и других роботов и людей; 

 определение своего абсолютного положения (GPS); 

 определение своего положения относительно препятствий/окружающих объектов; 

 определение положения препятствий/окружающих объектов относительно робота; 

 определение своего положения относительно положения других роботов; 

 определение положения других роботов относительно своего положения; 

 планирование траектории движения роботом; 

 избегание столкновений. 

3) Индивидуальные действия: 

 движение; 

 перемещение в заданную точку/область (координаты); 

 применение РО; 

 4/2 контроль позиционирования и состояния РО; 

 4/2 изменение позиционирования и состояния РО; 

 4/5 определение/идентификация целей применения РО; 

 передача рабочих ресурсов между ТР и РР; 

 изменение области видимости. 

4) Вычисления и логика: 

 прекращение действий; 

 отчет о выполнении перед оператором; 

 отсутствие действий/ожидание/сон; 

 обработка (и проверка) поступающей информации; 

 хранение полезной информации; 

 запись логов; 

 преобразование информации; 

 сравнение поступающих заданий и приказов с текущими; 

 изменение своего поведения в соответствии с поступающими приказами; 

 изменение последовательности действий робота. 

5) Составные/сложные: 

 следование за объектом или роботом; 

 6/3 перемещение с заданными условиями/ограничениями; 

 4/1 выполнение команд ручного управления от оператора. 

6) Другое: 

 получение информации с сенсоров/датчиков. 

Таким образом, представленный перечень выполняемых функций позволяет формировать 

сценарии работы гетерогенной группы при реализации концепции умного сада. Следует отме-

тить, что вопросами автоматизации и интеллектуализации технологических процессов сельского 

хозяйства активно занимаются в ведущей научной школе З.В. Нагоева. Представленные резуль-

таты интеллектуального принятия решений на основе самоорганизации мультиагентных когни-

тивных архитектур и оригинальные наземные роботы сельскохозяйственного назначения явля-

ются чрезвычайно важными и имеют значительные перспективы реализации в виде конкретных 

образцов [11–14]. Авторы выражают признательность за предоставленную возможность регуляр-

ного общения с Залимханом Вячеславовичем Нагоевым. Авторы поздравляют с юбилеем и же-

лают научных успехов в научной деятельности. 
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Заключение 

Представленная в настоящей статье формализация гетерогенной группы робототехнических 

комплексов для реализации концепции умного сада позволит исследователям использовать фор-

мализацию для постановок частных задач составления миссий и достижения целей повышения 

эффективности садовых хозяйств. 

Дальнейшие исследования будут направлены на разработку математического, методическо-

го-алгоритмического и программного обеспечения по реализации предложенной постановки за-

дачи и оптимизации вариантов технологической карты функционирования системы умного сада. 
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Abstract. The article considers the problem of heterogeneous group interaction of various robotic air 

and ground-based complexes. It proposes a conceptual model of the distribution of tasks between func-

tionally different robotic complexes, and an appropriate mathematical formulation of the problem with 

the final functional according to the efficiency criterion, which boils down to the search for options that 

meet functional criteria. The presented final decision on the structure and functions of the grouping of 

robotic complexes takes into account the cost function of the entire life cycle of smart garden pro-

cessing. The paper emphasizes the importance of automation and intellectualization during processing a 

smart garden, harvesting and reducing the time to perform technological operations, which are devoted 

to the research of advanced domestic. It discusses the primary data to determine the number and func-

tionality of robotic complexes for solving the complex task of developing a smart garden. The paper 

highlights the computational experiments and collects typical scenarios for the use of air-based robotic 

complexes and ground-based robots of various functionality: transporters, collectors, handlers and oth-

ers. Further research will be aimed at developing specific algorithmic solutions for specific samples of 

robotic complexes and experimental studies based on polygons, followed by the correction of developed 

mathematical models for different types of smart gardens and elaboration of technological maps to typi-

fy selected behavior scenarios of a heterogeneous group of robotic complexes. 

Keywords: system analysis; robotics; smart garden; robotic complex; unmanned aerial vehicle; ar-

tificial intelligence technologies. 
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Аннотация. Системно рассмотрена задача видеоаналитики гидробио-

нтов в рыбоводных индустриальных комплексах. Предложена концепту-

альная модель задачи видеоаналитики, предложена соответствующая ма-

тематическая формулировка задачи с поиском подмножества допустимых 

вариантов технологической карты, которая сводится к поиску вариантов, 

удовлетворяющих функциональным критериям. Окончательное решение о 

структуре и функциях программно-аппаратного обеспечения видеоанали-

тики принимается с учетом стоимостных затрат всего жизненного цикла 

оборудования. Подчеркивается важность автоматизации и интеллектуали-

зации технологических процессов сельского хозяйства, наиболее актуаль-

ных современных задач, которым посвящены исследования передовых оте-

чественных коллективов. Обсуждаются первичные данные для разработки 

и внедрения системы видеоаналитики при решении задачи подсчета рыбы, 

ее массы при пересадках, отгрузке, приеме в цех переработки, полученные в 

рамках сотрудничества с компанией «Остров», специализирующейся на 

выращивании форели и уделяющей серьезное внимание внедрению совре-

менных технологий автоматизации и искусственного интеллекта в техноло-

гические процессы индустриальной аквакультуры. Проведены натурные 

эксперименты и собраны корпуса изображений рыб в прозрачной узкой 

трубе, направляемой потоком воды, и на воздухе при движении на конвейе-

ре. Дальнейшие исследования будут направлены на разработку модельно-

алгоритмического и программного обеспечения, необходимого для апроба-

ции предложенных математических моделей и оптимизации вариантов тех-

нологической карты функционирования системы видеоаналитики. 

Ключевые слова: системный анализ; многокритериальное оценивание; тех-

ническое зрение; видеоаналитика; технологии искусственного интеллекта; ро-

бототехника; искусственные нейронные сети. 

 

1. Постановка задачи 

Целью данного исследования являлась формализация технологического процесса – видеомо-

ниторинга гидробионтов в рыбоводных индустриальных комплексах – на основе анализа специ-

фики и ограничений водной среды, применимых сенсорных устройств, характера задачи, объема 

водных емкостей, числа содержащихся гидробионтов и других факторов, влияющих на точность, 

скорость и стоимость получения результатов видеоаналитики. Современные работы в области 

высокотехнологичной аквакультуры, водных биологических ресурсов фокусируются на цифро-

вой трансформации производства путем формализации экспертных междисциплинарных знаний 

по ихтиологии, экологии, робототехнике и машинному обучению, другим технологиям искусст-

венного интеллекта и разработке фундаментальных и технологических основ высокопродуктив-

ного и экологически чистого рыбоводства, прогнозирования и проактивного управления полного 

жизненного цикла производства аквакультуры [1–6]. 

Видеоаналитика считается наиболее перспективным инструментом для решения задач мони-

торинга, прогнозирования и проактивного управления технологическими процессами индустри-

альной аквакультуры, так как обладает рядом достоинств [7–10]. Во-первых, бесконтактность 

съема данных о гидробионтах и среде. Это обеспечивает неинвазивность, не вносит возмущаю-

щих факторов в жизненные процессы рыб. Также устраняются риски внесения патогенов, что не 

исключено при обследовании объектов аквакультуры ветеринарами. Во-вторых, изображения и 
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видеоряд дают наиболее полную визуальную информацию о кожном покрове, одиночном и 

групповом поведении рыб. В-третьих, накапливаемые первичные данные, размеченные корпуса и 

аналитическая информация для корректировки алгоритмов управления техническим оборудова-

нием производства аквакультуры являются отдельным ценным ресурсом, в том числе позволяю-

щим уточнять и имеющиеся теоретические знания в области ихтиологии. 

Последующая структура статьи сформирована следующим образом. Далее описана концеп-

туальная модель предметной области исследования, обсуждаются наиболее актуальные задачи 

аквакультуры, решаемые на основе видеоаналитики, проанализированы основные ограничения и 

требуемые ресурсы. Рассмотрены особенности разработки технологической карты для задачи 

расчета биомассы рыб, приведены предварительные результаты экспериментальной проверки 

системы видеоаналитики на рыбоводном предприятии. 

Наиболее актуальными задачами в аквакультуре, потенциально решаемыми на основе видео-

аналитики, выделяют следующие: подсчет числа рыб, распознавание типов рыб, оценивание 

биомассы, идентификация каждой особи, выявление аномального поведения, распознавание за-

болевших, диагностика заболеваний [11–14]. 

На рис. 1 представлена концептуальная модель предметной области видеоаналитики аква-

культуры с введенными основными сущностями. Процесс выбора параметров технологической 

карты начинается с определения типа задачи W
k
, ее входных W

k
InP и выходных W

k
OutP данных, а 

также конкретных свойств оборудования для регистрации входных данных 

{ , , , }k k k k k
InP InpEq InpEq InpEq InpEqW Fnc Acc Spd Cst  и свойств оборудования для их обработки и формиро-

вания выходных данных: { , , , }k k k k k
OutP OutEq OutEq OutEq OutEqW Fnc Acc Spd Cst , образующих матрицу 

k
PW . 

Затем производится анализ требований, характерных для задачи W
k
: R

k
PT – место и время; 

R
k
VEq – оборудование видеосъемки; R

k
SenEq – дополнительное сенсорное оборудование; R

k
CNAEq – 

вычислительное, сетевое, силовое оборудование; W
k
Tim – расписание видеосъемки; R

k
WP – множе-

ство необходимых специалистов. Также учитываются основные ограничения предметной облас-

ти и накладываемые технические и технологические требования к оборудованию и процессу ви-

деосъемки: L
k
WE – факторы водной среды, L

k
FB – поведение рыб, L

k
UC – условия эксплуатации, 

L
k
WV – характеристики водного резервуара, L

k
WC – характеристики погодных условий, L

k
CC – ха-

рактеристики климатических условий. 

Основными ограничениями, характерными для всех задач, являются факторы водной среды 

(мутность, низкая освещенность), поведение рыб (относительно высокая скорость, инстинкты), 

условия эксплуатации (повышенная влажность, механические воздействия) и другие. 

При описании требований к решению задач следует уточнять место и время видеосъемки 

(наименование технологического процесса, место видеосъемки, время видеосьемки, длитель-

ность видеосъемки, ракурс видеосъемки) оборудование видеосъемки (спектральный диапазон 

регистрируемых частот, частота кадров, дополнительное освещение и др.), вычислительное и се-

тевое оборудование (характеристики вычислительного модуля для подключения видеокамеры и 

записи данных, управления осветительным оборудованием и характеристики маршрутизатора 

для передачи видеоданных в облачное хранилище (WiFi, GSM)), вычислительный сервер для об-

работки видеоданных, а также необходимый обсуживающий персонал (ветеринар-ихтиолог, ин-

женер-системотехник, инженер-технолог, инженер по машинному обучению и компьютерному 

зрению и др.). 

Математическую формулировку задачи поиска подмножества допустимых вариантов техно-

логической карты можно записать в следующем виде. Обозначим множество вариантов техноло-

гической карты: 
1 1 1 1{ , , , , , , , , , ,i i i i
UEq VHs EqSh PSh UEq VHs EqSh PShTM TM TM TM TM TM TM TM TM  

, , , }N N N N
UEq VHs EqSh PShTM TM TM TM , 

где каждый вариант карты описан набором характеризующих параметров, заданных числовыми 

значениями. Характеристики используемого в варианте технологической карты iTM  оборудова-

ния { , , , }i i i i i
UEq UEq UEq UEq UEqTM Fnc Acc Spd Cst  соответственно по функциональности, точности, 
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скорости и стоимости. ТМ
i
VSh – расписание видеосъемки; TM

i
EqSh – расписание вспомогательного 

оборудования; TM
i
PSh – график работы специалистов. 

 

 
Рис. 1. Концептуальная модель задачи видеоаналитики аквакультуры 

 

Таким образом, для решения задачи W
k
 на основе критериев Q необходимо выделить под-

множество вариантов технологической карты kTM ТМ  с набором параметров используемого 

оборудования, идентичным по функциональности, точности, скорости свойствам оборудования 

для регистрации входных данных, обработки и формирования выходных данных, содержащихся 

в описании задачи W
k
. Предполагается, что количество типов оборудования в вариантах техноло-
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гической карты и описании задачи одинаковое и равно W
k
EqNum, а оборудование отличается только 

количественными значениями функциональных характеристик. 

В рамках поставленных условий в варианте технологической карты iTM  можно однозначно 

оценить соответствие характеристик используемого оборудования i
UEqTM , учитывая две компо-

ненты. Во-первых, соответствие характеристик оборудования видеосъемки 

{ , , }i i i
VEq VEq VEqFnc Acc Spd , дополнительного сенсорного оборудования { , , }i i i

SenEq SenEq SenEqFnc Acc Spd  

свойствам требуемого оборудования для регистрации входных данных 

{ , , }k k k
InpEq InpEq InpEqFnc Acc Spd . 

Во-вторых, соответствие характеристик вычислительного, сетевого, силового оборудова-

ния { , , }i i i
CNAEq CNAEq CNAEqFnc Acc Spd  свойствам требуемого оборудования для обработки и форми-

рования выходных данных { , , }k k k
OutEq OutEq OutEqFnc Acc Spd . 

При сравнении характеристик оборудования формируются бинарные оценки применимости 

вариантов технологической карты, в положительном случае сохраняется суммарная стоимость 

требуемого оборудования: 

1

,если

0,иначе

WkEqNum
i i i k

UEq UEq P

i

TM Cst TM W



 




 . 

После этого в экспертном режиме рассматриваются варианты, имеющие более низкую стои-

мость. При оценивании стоимости используемого сервиса видеоаналитики следует учесть затра-

ты на приобретение и установку специализированного программно-аппаратного обеспечения, 

оплаты работы экспертов, участвующих в ручной обработке изображений, и другие расходы. 

Вопросы автоматизации и интеллектуализации технологических процессов сельского хозяй-

ства являются наиболее актуальными современными задачами, им посвящены исследования пе-

редовых отечественных коллективов. В работах ведущей научной школы З.В. Нагоева детально 

обсуждаются проблемы интеллектуального принятия решений на основе самоорганизации муль-

тиагентных когнитивных архитектур и созданы оригинальные наземные роботы сельскохозяйст-

венного назначения [15–18]. Авторы выражают признательность за плодотворные дискуссии и 

считают своим приятным долгом поздравить Залимхана Вячеславовича Нагоева с юбилеем. 

Проблема выбора оптимального варианта технологической карты и проектирования допус-

тимых системотехнических решений программно-аппаратного комплекса видеоаналитики сво-

дится к поиску конструктивных путей формирования вариантов, удовлетворяющих функцио-

нальным и временным критериям. Окончательное решение о структуре и функциях программно-

аппаратного обеспечения видеоаналитики, необходимом для его реализации, принимается с уче-

том стоимостных затрат всего жизненного цикла индустриальной аквакультуры [19]. 
 

3. Результаты экспериментов по видеоаналитике на производстве 

Первичные данные для разработки и внедрения системы видеоаналитики при решении зада-

чи подсчета рыбы, ее массы при пересадках, отгрузке, приеме в цех переработки были получены 

в рамках сотрудничества компании «Остров», специализирующейся на выращивании форели и 

уделяющей серьезное внимание внедрению современных технологий автоматизации и искусст-

венного интеллекта в технологические процессы индустриальной аквакультуры.  

Раз в неделю рыбоводная служба производит операцию навески рыбы, для этого устанавли-

вается специальная емкость, предварительно наполненная водой, на весы и с помощью сачка в 

эту емкость перекладывается рыба партиями по 10 особей за одну итерацию. После каждой ите-

рации производится запись показания весов, после чего повторяют эту операцию 4 раза. Затем 

общая масса делится на количество рыб и среднее значение используется в качестве значения 

массы рыбы в бассейне для дальнейшей корректировки прогнозов и плана кормления. При по-

садке рыбы компания знает количество полученного малька с заявления поставщика и произво-

дит раз в неделю по мере роста свои навески, а также ведет учет отходов, но реальные значения 
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не известны до момента потрошения рыбы в цеху. Метод навески рыбы имеет значительную по-

грешность из-за множества факторов, таких как: 

– навески производятся до и после кормления; 

– навеска производится с поверхности бассейна из одного места; 

– в емкость для навески попадает дополнительная вода с сачка и рыбы, которая влияет на ко-

нечные данные измерения; 

– выборка из 40 особей при общем их количестве более 3 000 – слишком мала. 

Вследствие этих факторов анализируемая выборка получается неоднородной и часто не 

представительной, поэтому задача автоматизации расчета биомассы рыб с минимизацией ручно-

го труда и снижением влияния факторов инстинктивного поведения рыб является актуальной для 

рыбоводных предприятий. Примеры изображений показаны на рис. 2. 

 
Рис. 2. Примеры изображений рыб: слева) в прозрачной трубе в водном потоке;  

справа) на конвейере и разделочной доске 

 

Проведенные ранее компанией исследовательские работы по обработке изображений, снятых 

под водой, не дали положительных результатов, поэтому более детально были проанализированы 

процессы съемки рыбы в прозрачной узкой трубе, направляемой потоком воды, и на воздухе при 

движении на конвейере. 

В первом случае были выявлены следующие негативные факторы, препятствующие регист-

рации качественного изображения. Рыба, действуя инстинктивно, плывет против течения, тем 

самым создавая заторы; из-за наложений друг на друга и невозможности даже человеческим гла-

зом определить, где закончилась первая, а где начинается следующая рыба, невозможно пра-

вильно их пересчитать. Помимо этого, создается сильная вибрация, которая, в свою очередь, 

приводит к смазанным изображениям. Труба была не заполнена водой полностью, поэтому воз-

никают волны, пузыри, брызги, и съемка рыбы получается в двух средах, что усложняет после-

дующую обработку изображений. При движении рыбы по течению ее скорость становится доста-

точно высокой, что требует применения видеокамер с большей частотой кадров (60, 120 Гц). 

Во втором случае съемка рыб производится на воздухе на конвейере в цехе переработки, 

также делались качественные снимки на разделочной доске с двух сторон в подвижном состоя-

нии. Собран корпус из 20 000 изображений на конвейере и фотографий 1500 особей форели с 

двух сторон, необходимый для обучения моделей и оптимизации их параметров под разные виды 

задач видеоаналитики. 
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Дальнейшие исследования будут направлены на разработку модельно-алгоритмического и 

программного обеспечения, необходимого для апробации предложенных математических моде-

лей и оптимизации вариантов технологической карты функционирования системы видеоанали-

тики. 
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Abstract. The paper considers the problem of video analytics of aquatic organisms in fish farming 

industrial complexes. It proposes a conceptual model of the video analytics problem, and a correspond-

ing mathematical formulation of the problem with the search for a subset of acceptable options for the 

technological map, which boils down to the search for options that satisfy functional criteria. The final 

decision on the structure and functions of video analytics hardware and software takes into account the 

cost of the entire life cycle of the equipment. The study emphasizes the importance of automation and 

intellectualization of technological processes in agriculture, the most pressing modern problems, which 

are the main focus of the research of advanced teams. The paper discusses primary data for the devel-

opment and implementation of a video analytics system when solving the problem of counting fish and 

their mass during transplantation, shipment, and reception into the processing shop. The data were ob-

tained in the framework of cooperation with the Ostrov company, specializing in trout cultivation and 

paying serious attention to the implementation of modern means of automatization and artificial intelli-
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gence in technological processes of industrial aquaculture. Full-scale experiments were carried out and 

images of fishes were collected in a transparent narrow pipe directed by a stream of water, and in air 

while moving on a conveyor belt. Further research will be aimed at developing model-algorithmic and 

software necessary for testing the proposed mathematical models and optimizing options for the techno-

logical map of video analytics system. 

Keywords: systems analysis; multi-criteria assessment; technical vision; video analytics; artificial 

intelligence technologies; robotics; artificial neural networks. 
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О РЕШЕНИИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  
 

Е.В. Табаринцева 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: eltab@rambler.ru 
 

Аннотация. Исследуется задача с обратным временем для параболиче-

ского уравнения с нелокальными краевыми условиями. Исследуемая зада-

ча возникает, например, при математическом моделировании процесса 

внешнего геттерирования пластин кремния при создании полупроводнико-

вых приборов. Как правило, математические модели интенсивных диффу-

зионных и тепловых процессов учитывают также эффекты, связанные с не-

линейностью процесса. Предлагается подход к построению численного ре-

шения задачи с обратным временем. Приближенное решение, устойчивое по 

Адамару, строится с помощью метода регуляризации, основанного на до-

бавлении к финальному условию переопределения слагаемого с малым па-

раметром. Для получения оценки точности численного решения в поста-

новке задачи используется дополнительная (априорная) информация, ха-

рактеризующая точное решение. Получена оценка погрешности прибли-

женного решения при заданной априорной информации. 

Ключевые слова: обратная задача; параболическое уравнение; метод регу-

ляризации; математическая модель; оценка точности приближенного решения. 
 

Вводные замечания 

Тепловые и диффузионные процессы, как правило, моделируются параболическими уравне-

ниями в частных производных. 

При исследовании таких математических моделей часто приходится учитывать неустойчи-

вость модели по отношению к малым возмущениям исходных данных. 

В настоящей работе предлагается метод  приближенного решения нелокальной задачи с об-

ратным временем для полулинейного параболического уравнения. Оценка точности предложен-

ного метода доказывается с применением заданной дополнительной информации о точном реше-

нии. 

Обозначим через  u x,t  решение следующей полулинейной задачи с интегральными усло-

виями переопределения: 

   
2

02
;0 1;

u u
k t f u x t t T

t x

 
     

 
   (1) 

  00, 0; ;u t t t T      0, ;0 1;u x t x x         
1

0
,1 , 0.p t u t u x t dx   

Задача с интегральным условием переопределения в линейном случае была поставлена и 

впервые исследована А.А. Самарским [1]. 

В обратной задаче требуется определить функцию      0 2, 0,1x u x t L     00 t t  , если 

известна функция      2, 0,1x u x T L   . 

Пусть    0 2 2: 0,1 0,1A L L  – оператор, действующий по правилу  

   0 .A x x       (2) 

Обратную задачу можно сформулировать в виде операторного уравнения (2). 

Обратная задача может быть сформулирована также в форме задачи оптимизации. Рассмат-

ривается проблема минимизации функционала      
1 2

0
,J u x T x dx    для функции 

 , ,u x T   – решения задачи (1). Здесь 0T   и    1
2 0,1x W   заданы и удовлетворяют условиям 

 0 0   и  
1

0
0.x dx   
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Эта задача возникает, в частности, при математическом моделировании технологических 

процессов, применяемых для очистки кремнивых плат от примесей. В этом случае  x  – рас-

пределение примеси в плате  0 1x   в начальный момент времени 0t t , а  ,u x t  – распреде-

ление примеси в момент времени t . Коэффициент диффузии  k t  в этом процессе может зави-

сеть от температуры [2, 3]. 

Исследование нелокальных задач для уравнений в частных производных вызвано необходи-

мостью построения адекватных математических моделей и получения надежных результатов 

численных расчетов на основе построенных математических моделей в различных областях есте-

ствознания и технологий, таких как физика плазмы [1], авиационная и космическая техника, био-

логия и медицина. Методику решения нелокальной задачи теории теплопроводности разработал 

Н.И. Ионкин. Этот прием основан на разложении функций в ряд по биортогональной системе [4, 

5]. В дальнейшем вопросы корректности краевой задачи с нелокальными данными в  различных, 

в том числе более общих постановках,  изучались многими авторами [6–16].  Задачи, сочетающие 

локальные и интегральные условия для параболических уравнений второго порядка, исследуются 

такими методами, как метод потенциалов, метод Фурье, метод  энергетических неравенств и дру-

гие. Приведем некоторые работы, содержащие важные результаты в исследовании нелокальных 

прямых и обратных задач. В работе [6] получен ряд результатов о разрешимости краевых задач 

для операторного уравнения вида But−Lu = f(t (0,∞)) . 

В статье [7] изучается разрешимость нелокальных по пространственной переменной краевых 

задач для одномерных параболических уравнений, а также для некоторых уравнений соболевско-

го типа. В статьях [8, 9] изучаются нелокальные задачи с обобщенным условием Самарского – 

Ионкина по пространственной переменной, для которых доказаны теоремы существования и 

единственности решения. В статье [10] рассматривается нелокальная задача с интегральными 

условиями для квазилинейного гиперболического уравнения. Доказано существование и единст-

венность обобщенного решения. 

В работах [11, 12] [рассматривается вариационная постановка обратной задачи об пределе-

нии коэффициентов многомерного параболического уравнения с нелокальными условиями. Ис-

следованы вопросы корректности постановки задачи в слабой топологии пространства управле-

ний. Доказана дифференцируемость по Фреше функционала цели и установлено необходимое 

условие оптимальности. В работе [13] рассмотрена краевая задача для одномерного параболиче-

ского уравнения, в которой оба краевых условия являются интегральными. Установлены условия 

существования и единственности классического решения данной задачи путем сведения ее 

к эквивалентной первой краевой задаче для того же уравнения 

В статье [14] изучается вопрос об однозначной разрешимости обратной задачи определения 

правой части для параболического уравнения со старшим коэффициентом, зависящим и от вре-

менной и от пространственной переменной, при условии интегрального переопределения по вре-

мени. Найдено два типа условий, достаточных для локальной разрешимости рассмотренной об-

ратной задачи, а также исследована так называемая фредгольмова разрешимость данной обрат-

ной задачи. В работе [15] исследуется разрешимость нелокальной задачи с интегральным услови-

ем для уравнения теплопроводности. Доказана теорема существования и единственности обоб-

щенного решения. В работе [16] рассмотрены вопросы однозначной разрешимости и построения 

решения нелокальной краевой задачи для трехмерного неоднородного интегро-

дифференциального уравнения псевдопараболического типа третьего порядка с вырожденным 

ядром. Использован спектральный метод, основанный на разделении переменных.  

В настоящей работе предложен метод приближенного решения нелокальной обратной задачи 

в классической постановке и получена оценка погрешности приближенного решения. 

Приведем необходимые определения [17]. 

Пусть U  и F  – метрические пространства, M U , а  C U,F  – пространство непрерывных 

отображений U  в F . 

Рассмотрим операторное уравнение, частным случаем которого является уравнение (2). 

0 ; ; ,A U F                 (3) 
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 где  0 ,A C U F  – взаимно-однозначный оператор, отображающий U  в F . 

Предположим, что при 0   существует единственное точное решение 0  уравнения (3) , 

которое принадлежит множеству M , но точное значение правой части нам не известно, а вместо 

него даны приближенное значение δχ F  и уровень погрешности 0   такие, что 

 0 ,     . Требуется по исходым данным задачи δχ  и δ  определить приближенное решение 

уравнения (3) и оценить его уклонение от точного решения для 0 M  . 

Определение 1. Семейство операторов 0{ :0 }T     будем называть методом приближен-

ного решения уравнения (1) на множестве M , если для любого 0(0; ]δ   оператор δT  непре-

рывно отображает пространство F  в U  и 0T    при 0   равномерно на множестве M  

при условии  0 0 ,A     . 

Рассмотрим следующую величину, характеризующую точность метода 0{ :0 }T     на 

множестве M : 

      0sup{ , : , , }.T u T M A               

Обозначим  

      1 1 2 1 2 0 1 0 2; sup{ , : , , , }M M A A              

модуль непрерывности оператора, обратного к 0A , на множестве 0A M . 

Определение 2.  Метод 0{ :0 }T     будем называть оптимальным по порядку на множе-

стве M , если существует число c  такое, что для любого 0(0; ]δ    

   1 2 ; .T c M      

Для численного решения некорректно поставленных задач, как правило, необходима допол-

нительная информация о точном решении [18]. В классической постановке задачи в качестве до-

полнительного условия известно множество M , содержащее точное решение [17]. 

Обратная задача с нелокальным граничным условием для уравнения (1) сводится к инте-

гральному уравнению. Основным приемом аналитического исследования задачи является разло-

жение суммируемых с квадратом функций в ряд по собственным функциям несамосопряженной 

краевой задачи, образующим биортогональный базис. 

Вспомогательная (регуляризованная) задача также сводится к интегральному уравнению 

В этом случае также используется разложение функций в ряд по биортогональной системе 

собственных функций нелокальной краевой задачи. 

Применяя интегральное представление для решений нелинейной задачи, можно получить 

неравенства для решений линейной и нелинейной задач. Используя полученные неравенства, 

можно оценить точность регуляризованного решения нелинейной задачи на классе корректности 

M . Методы приближенного решения некоторых обратных задач для полулинейного параболи-

ческого уравнения с локальными краевыми условиями исследовались в работах [19, 20]. 

 

Задача с обратным временем  

В этом разделе будет сформулирована и исследована обратная задача с финальным условием 

переопределения. 

 

Линейная задача с обратным временем  

Сформулируем линейную задачу с обратным временем для линейного параболического 

уравнения: 

 
2

02
1, ;

v v
x t t T

t x

 
   

 
             (4) 

   00, 0 ;v t t t T             (5) 

      
1

0

, ; , 0;v x T x v x t dx              2,0 1
2 0 2 0, 0,1 ; ; 0;1 ; ; ,v x t C W t T C L t T   
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0 2( , ) ( ) [0,1]x t x L    требуется определить. Выполняя элементарные преобразования,  

       
1 1

0 0

, , 1, 0, 0,t xx x xv x t dx v x t dx v t v t      

убедимся, что задачу (4)–(5) можно сформулировать в виде 

 
2

02
0 1, ;

v v
x t t T

t x

 
    

 
     (6) 

      00, 0; , 0 1, ;v t v x T x x t t T          (7) 

     01, 0, 0 .x xv t v t t t T     

 

2.2.  Точное решение нелокальной линейной задачи 

Решая линейную задачу (4) методом разделения переменных, получим следующую задачу на 

собственные функции и собственные значения для линейного обыкновенного дифференциально-

го уравнения второго порядка 

( ) ( ) 0 (0 1)X x X x         x      

     0 0; ' 0 ' 1 .X X X   

Собственными значениями полученной задачи являются  
2(2 ) , 0,1,...kλ = k k   

Нормированными собственными функциями и присоединенными собственными функциями, 

соответствующими собственному значению kλ , являются  

 0 ,X x x     2 1 2cos 2 , sin 2 1,2,...k kX x kx X kx k                          (8) 

Нормированные собственные функции и присоединенные функции сопряженной задачи, со-

ответствующие собственному значению kλ , имеют вид  

 0 2,Y x   2 1 4cos 2 ,kY kx      2 4 1 sin 2 .kY x kx                   (9) 

Функции семейств (8) и (9) обладают свойством биортогональности, т. е. для всех i , j  

 
1

0
( , ) ( ) ( )i j i j ijX Y X x Y x dx   , 

где ij  – дельта-символ Кронекера. 

Далее произвольную функцию    2 0,1x L   можно разложить в ряд по собственным функ-

циям и присоединенным функциям:  

       0 0 2 2 2 1 2 1

1

,k k k k

k

x X x X x X x   


 



    

где 0 2 2 1, ,k k     – коэффициенты Фурье функции  φ x , которые вычисляются по формулам  

   
1

0 0

0

;x Y x dx       
1

2 2

0

;k kx Y x dx       
1

2 1 2 1

0

.k kx Y x dx     

Для любой функции    2 0,1x L   выполняются неравенства  

   0,1 0,12 2

2
1 2

1

,kL L
k

A ‍ A  




      (10) 

 и 1

3

4
A  , 2 16A  . Здесь 0 2 2 1, ,k k     – коэффициенты Фурье функции  φ x  

В работе [4] доказана следующая теорема: 

Теорема [4, теорема 2] Если функция  φ x  имеет непрерывную производную на отрезке 

 0,1  и удовлетворяет граничным условиям  

     0 0, ' 0 ' 1 ,     
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то линейная нелокальная задача (4)–(5) имеет единственное решение, которое может быть пред-

ставлено в виде 

   2 2 2 1 2 1 2

1 1

, ( ) ( ( ) 2 ( ))k k
k k k k k k

k k

t t
v x t X x e X x tX x e

 
  

 
 

 

 

   
   . 

Пусть функция  имеет непрерывную производную на отрезке  0,1  и удовлетворяет гранич-

ным условиям  

     0 0, ' 0 ' 1     

и представлена суммой ряда  

    2 2

1

( )k k

k

x X x 




      2 1 2 1 2

1

2 ,k k n k

k

X x tX x 


 



 
   

в котором    
1 1

0

0 0

, 0x dx v x T dx     . 

Выполняются равенства 

2 1 2 1 ,k
k k

T
e


   2 2 2 12 .k k
k k k k

T T
e T e
 

         (11) 

Следовательно, если линейная задача с обратным временем имеет решение для заданной 

функции    2 0,1x L   , то это решение может быть представлено в виде  

  0( )
2 2 2 1 2 1

1

[ ( ) ( )] k T t
k k k k

k

x X x X x e
  




 



       0( )

0 2

1

.
T tk

k k

k

T t X x e









 
   

В дальнейшем будем рассматривать метод приближенного решения задачи с обратным вре-

менем и равномерную оценку погрешности построенного метода. 

Для получения равномерных оценок точности методов приближенного решения некорректно 

поставленных задач рассматриваются множества равномерной регуляризации (множества, на ко-

торых равномерную оценку для данной задачи возможно получить [2]). 

Рассмотрим следующий пример такого множества. 

Определим классическое множество равномерной регуляризации для задачи (6)–(7) следую-

щим образом. 

Предположим, что для заданной функции    2 0,1x L   задача (6)–(7) имеет решение 

 ,v x t . Предположим также, что функция  ,v x t  удовлетворяет условиям (6)–(7) при  0,t T , 

таким образом мы можем продолжить точное решение обратной задачи, определив решение для 

значений переменной t  из промежутка 0 t T  . Обозначим    ,0x v x  . 

Множество равномерной регуляризации имеет вид  

     
  0,12

2 2
0, : .

L
M x v x t x r     

Предположим, что существует точное решение обратной задачи для заданной функции, но 

точные значения заданной функции  χ x  не известны. Вместо точных значений известны значе-

ния функции   и уровень погрешности 0   такие, что      и δ  достаточно мало. 

Требуется построить приближенное решение исходной обратной задачи и оценить его уклонение 

от точного решения. 
 

Полулинейная задача с обратным временем 

Рассмотрим нелокальную задачу для полулинейного параболического уравнения 

  
2

02
0 1, ;

u u
f u x t t T

t x

 
     

 
       (12) 

   00, 0 ;u t t t T            (13) 

    , 0 1 ;u x T x x       
1

0

0

, 0 ;u x t dx t t T    
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     0 2, 0,1u x t x L   требуется определить. Здесь    2 2: 0,1 0,1f L L  – отображение, удов-

летворяющее условию Липшица (например, заданное с помощью непрерывной функции). 

Далее, задача (12)–(13) может быть записана в виде  

  
2

02
0 1, ;

u u
f u x t t T

t x

 
     

 
       (14) 

    00, 0 ;u t t t T    

    , 0 1 ;u x T x x              (15) 
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     0 2, 0,1u x t x L   требуется определить. 

Из представления решения неоднородной линейной задачи, полученного в [21], следует, что 

нелинейная задача (12)–(13) сводится к интегральному уравнению 
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Здесь  
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В задаче с обратным временем (14)–(15) требуется определить функцию    0,x u x t  , ес-

ли известны значения функции    .x u xT  . 

 

3. Метод регуляризации нелокальных обратных задач  

В этом разделе мы построим регуляризованное решение линейной задачи (6)–(7) и полули-

нейной задачи (14)–(15) и оценим точность регуляризованного решения. 

 

3.1. Приближенное решение линейной задачи 

Для построения приближенного решения линейной обратной задачи (6)–(7) рассмотрим за-

дачу с малым параметром в условии переопределения, т. е. рассмотрим задачу восстановления 

функции    0,x v x t 
   , где   2x L

  ,  ,v x t
  удовлетворяет условиям  
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Здесь 0   – параметр регуляризации, который требуется выбрать, используя подходящую зави-

симость     . 

Обозначим  ,v x t
  решение задачи (17)–(18) для приближенно заданной функции  x .  

Будем рассматривать функцию    0,x v x t 
    в качестве приближенного решения исходной 

линейной задачи (6)–(7). 

Дифференцируя интегральное условие (18) по переменной t , получим  
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Следовательно, смешанная краевая задача (17)–(18) сводится к задаче  
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3.2.  Решение вспомогательной задачи 

Решая регуляризованную задачу (19)–(20) методом разделения переменных и исследуя стан-

дартным способом сходимость соответствующих рядов, убедимся, что вспомогательная задача 

(19)–(20) имеет единственное решение, представимое суммой ряда 
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Подставляя соотношение (21) в условие переопределения с малым параметром (20), найдем связь 

между коэффициентами разложения полученного решения и заданной функции: 
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Подставляя (22) в (21), убедимся, что для любой функции    2 0,1x L   решение вспомога-

тельной задачи представимо в виде 
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3.3. Оценка погрешности приближенного решения линейной задачи  

Определим величину, которую будем использовать в качестве характеристики точности ре-

гуляризованного решения. 

Пусть  ψ x  – решение линейной обратной задачи (6)–(7). Рассмотрим величину  

 , sup{ : ; }M
              , 

характеризующую точность построенного приближенного решения на множестве M . 

Зависимость  ε= ε δ  выберем так, чтобы величина  ,   была минимальна. 

Очевидная оценка следует из неравенства треугольника  
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Здесь через εψ  обозначено решение регуляризованной задачи (19)–(20), построенное по точно 

заданному финальному условию. 

Оценим величину  2 ,  . Из (22) следует, что решения регуляризованной задачи (17)–(18) 

с точными и приближенными данными удовлетворяют равенству 
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Оценим дробь  
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Обозначим Ts e , 1s  . Вычислим наибольшее значение функции.  
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Следовательно,  

 

0

0

0 01
1

0 0

sup , .

T t

T

T t

T

T t tC
F C

t T

 








 
    

 
           (25) 

Оценим дробь   
 0

, 0.
1

T t

T

e
G

e






 





 


 

Заметим, что для любого 0  , 0    .e   
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где 1 0t t   . Заменяя в оценке (25) 0t  на 1 0t t   , имеем неравенство  
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Используя равенство (24) и неравенства (25), (28), (10), получаем оценку  
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(22) для коэффициентов Фурье вспомогательной задачи. Записывая равенства (22) с учетом (11), 

убедимся, что решение вспомогательной задачи может быть представлено суммой ряда 
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Далее, для разности точного и приближенного решений имеем разложение 
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Следовательно, в силу (10) 
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Из неравенства (30) с учетом (25), (28), (10) следует оценка  
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           (31) 

Следовательно, 

 

0

0

, ,

T t
CTC
t

T


  





              (32) 

где   2 2
1 06 1 4C rC T t   . Выберем параметр регуляризации  *    так, чтобы полученная 

оценка погрешности была минимальной. Вычисляя наименьшее значение функции в правой час-

ти (33), получим соотношение 

0

0

.

T t
CT

t

T








               (33) 

Из (33) следует, что  

 *ε δ = δ.            (34) 

Здесь   2 2
1 06 1 4C rC T t    – постоянная, не зависящая от δ . 
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С помощью соотношения (34) запишем оценку погрешности построенного приближенного 

решения:   
0

*, .

T t

TC  



   

 

3.4.  Приближенное решение полулинейной задачи 

Чтобы получить устойчивое приближенное решение полулинейной задачи (14)–(15), рас-

смотрим задачу, которая содержит малый параметр в условии переопределения, то есть вспомо-

гательная задача состоит в восстановлении функции    0,x u x t   , где    2 0,1x L   и 

 εu x,t  удовлетворяет условиям 

  
2

02
0 1, ;

u u
f u x t t T

t x

 
 


 
     

 
           (35) 

   00, 0 ;u t t t T
                (36) 

      ,0 , 0 1 ;u x u x T x x 
           

1

0

0

, 0 .u x t dx t t T
     

Необходимо также выбрать параметр регуляризации  ε δ .  Обозначим  ε
δu x,t  решение  

регуляризованной задачи (35)–(36). Будем рассматривать функцию    0,x u x t 
    в качестве 

приближенного решения задачи (14)–(15). 

Вспомогательная задача (35)–(36) может быть записана в виде 

  
2

02
0 1, ;

u u
f u x t t T

t x

 
 


 
     

 
          (37) 

   00, 0 ;u t t t T
           (38) 

      ,0 , 0 1 .u x u x T x x 
           

2

2
1, 0, 0.

u u
t t

x x

 
  

 
 

 

Параметр регуляризации 0   выбирается с использованием подходящей зависимости     . 

Применяя разложение в ряд по системе собственных и присоединенных функций соот-

ветствующей линейной задачи, убедимся, что вспомогательная задача сводится к интегральному 

уравнению 

        2 2 2 1 2 1 2

1 1

, 2k k
k k k k n k

k k

t t
u x t X x e X x tX x e

   
 

 

 

 

       
               (39) 

   
 

     ( )

2 2 2 1 2 1 2

1 10 0

2

t t
tk k

k k k k n k

k k

t
f X x e d f X x tX x e

  
 

   

 

 


          . 

Здесь 

      
1

0 0

0

, ;f u f u Y x dx         
1

2 2

0

, ;k kf u f u Y x dx         
1

2 1 2 1

0

, .k kf u f u Y x dx     

Существование и единственность решения вспомогательной задачи могут быть доказаны 

стандартным способом с применением принципа сжимающих отображений. 

Таким образом, решение вспомогательной задачи может быть представлено суммой ряда 

      2 2 2 1 2 1

1

,k k k k

n

x X x X x  


 



     

где  

  
 

2 12 1
2 1

0

,
,

1 1

kTk
kk

k
k k

T f u x ee
d

T T
e e






 


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
 


  

 
  
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 2 2 12 1
2 2
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(1 )1

Tkk k k kk
k Tkk

T ee

T ee
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  




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SOLVING AN ILL-POSED PROBLEM FOR A NONLINEAR DIFFERENTIAL 
EQUATION BY MEANS OF THE PROJECTION REGULARIZATION METHOD 
 
E.V. Tabarintseva 
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Abstract. The article investigates a problem with inverse time for a semilinear parabolic equation 

equipped with nonlocal boundary conditions. The problem under study arises, for example, in the math-

ematical modeling of the process of external gettering of silicon wafers in the creation of semiconductor 

devices. At the same time, when developing a mathematical model in the case of a high-intensive diffu-

sion process, it is necessary to take into account the effects associated with the nonlinearity of the pro-

cess. The paper suggests an approach for constructing a numerical solution to the problem with the in-

verse time, stable with respect to small perturbations of the initial data. The numerical solution is con-

structed using the regularization method based on adding a term with a small parameter to the 

overdetermination (final) condition. To obtain an approximate solution, the problem statement must 

recon in supplementary (a priori) information characterizing the exact solution. We obtain an error esti-

mate for the approximate solution under the given a priori information. 

Keywords: inverse problem; nonlinear differential equation; approximate method; error estimate. 
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Аннотация. Дифференциальным уравнением описывается связь между 

неизвестной функцией и ее производными. Такие связи отыскиваются в 

различных областях знаний: в механике, физике, химии, биологии, эконо-

мике, социологии, океанологии и др. Системы обыкновенных дифференци-

альных уравнений с малым параметром используются при моделировании 

процессов различной природы. Обычно при моделировании отбрасывают 

малые факторы, чтобы получилась более простая модель, с которой можно 

было бы извлечь нужную информацию. Практика доказала, что малые 

факторы надо не учитывать не в уравнениях, а в решениях. Уравнения, со-

держащие малые факторы, называют возмущенными. Теория возмущений 

получила широкое применение в современной прикладной математике. С 

ее помощью исследователи отвечают на вопросы влияния различных фак-

торов на течение процесса, об устойчивости полученных решений, близости 

процессов, описываемых полученными решениями, реальным исследуе-

мым объектам. 

Исследуется задача Валле-Пуссена для системы неоднородных линей-

ных сингулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний первого порядка. Особенность рассматриваемой задачи состоит в том, 

что спектр матрицы, являющейся коэффициентом линейной части систе-

мы, нестабилен в трех точках рассматриваемого отрезка. Требуется постро-

ить равномерное асимптотическое разложение решения задачи, модифици-

руя классический метод пограничных функций. 

Ключевые слова: малый параметр; сингулярно возмущенная задача Валле-

Пуссена; нестабильный спектр; бисингулярная задача; гладкое внешнее реше-

ние; пограничная функция; пограничный слой. 
 

Введение. Дифференциальным уравнением описывается связь между неизвестной функцией 

и ее производными. Такие связи отыскиваются в различных областях знаний: в механике, физи-

ке, химии, биологии, экономике, социологии, океанологии и др. Системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений с малым параметром используются при моделировании процессов раз-

личной природы. Обычно при моделировании отбрасывают малые факторы, чтобы получилась 

более простая модель, с которой можно было бы извлечь нужную информацию. Практика дока-

зала, что малые факторы надо бросить не в уравнениях, а в решениях. Уравнения, содержащие 

малые факторы, называют возмущенными. Теория возмущений получила широкое применение в 

современной прикладной математике. С ее помощью исследователи отвечают на вопросы влия-

нии различных факторов на течение процесса, об устойчивости полученных решений, близости 

процессов, описываемых полученными решениями, реальным исследуемым объектам [1–3]. 

В статье исследуется задача Валле-Пуссена [4] для системы неоднородных линейных сингу-

лярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Особен-

ность рассматриваемой задачи состоит в том, что спектр матрицы, являющейся коэффициентом 

линейной части системы, нестабилен в трех точках рассматриваемого отрезка. Требуется постро-

ить равномерное асимптотическое разложение решения задачи. Новизна работы заключается в 

том, что предлагается сравнительно удобный и легкий алгоритм построения асимптотического 

решения задач Валле-Пуссена, модифицируя классический метод пограничных функций. Ранее в 

работе [5] доказана разрешимость задачи Валле-Пуссена для сингулярных дифференциальных 

уравнений n-го порядка. А в работах [6, 7] методом регуляризации С.А. Ломова построены асим-

птотические решения сингулярно возмущенных задач Валле-Пуссена.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу Валле-Пуссена 

'( ) ( ) ( ) ( ),  [0,1],Y x A x Y x F x x                      (1) 
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0
1 2 0 3(0) ( ) (1)B Y B Y x B Y Y   ,                  (2) 

где 0 <  – скалярный малый параметр, квадратная матрица-функция A(x) размерности 33 с про-

стым спектром, F(x) = (f1(x) f2(x) f3(x))
T
 – известная вектор-функция,  , 0,1A F C , 

0 0 0 0
1 2 3( )TY y y y  – заданный постоянный вектор, x0(0,1), Y(x) = (y1(x)  y2(x)  y3(x))

T
 – искомая 

вектор-функция, зависящая от скалярного малого параметра , а матрицы B1, B2, B3 – диагональ-

ные матрицы вида: 

     1 2 31, 0,0 ,  0,1  ,0 ,  0, 0,1 ,B diag B diag B diag    

причем B1+B2+B3=E3 – единичная матрица третьего порядка. 

Пусть выполняется условие: 

U1. Спектр  1 2 3( ) ( ),  ( ), ( )x x x x     матрицы-функции A(x) имеет вид: 

 0( ) ,   ,1x x x x x     . 

Требуется построить равномерное асимптотическое разложение решения задачи Валле-

Пуссена на отрезке x[0,1] при стремлении малого параметра к нулю справа. 

Отметим особенности задачи:  

– присутствие малого параметра при производной; 

– необратимость матрицы-функции A(x) в точках x = 0, x = x0 и x = 1.  

По условию  – малый положительный параметр, асимптотика решения задачи (1)–(2) стро-

ится при стремлении малого параметра к нулю. Все входящие в задаче (1)–(2) матрицы-функции 

достаточно гладкие. Поэтому решение задачи (1)–(2) тоже должно быть достаточно гладким на 

рассматриваемом отрезке. Однако, если считать, что  = 0, то получим вырожденное уравнение: 

( ) ( ) ( ) 0, A x Y x F x                                                                  (3) 

решение которого негладкое в точках x = 0, x = x0 и x = 1. В таких случаях задачу называют би-

сингулярной [8]. 

Решение задачи. Для изложения сути основной идеи рассмотрим простой случай, когда 

матрица-функция A(x) чисто диагональная, т. е. 

 1 2 3( )( ) ,   ( ( ),)A x dia x x xg    . 

Как всегда, сначала строим внешнее решение задачи, потому что оно дает нам возможность 

определить размерность слоев, т. е. преобразование.  

Внешнее решение U(x) строим методом малого параметра:  

0 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n
nU x U x U x U x                                                      (4) 

Подставляя ряд (4) в систему (1), имеем: 

0 1 0 1{ } ( )' ( ) ' ( ) ... ' ( ) ... ({ ) ( ) ... ( } ( )) , ...n n
n nU x U x U x U x U x xA F xUx               

по идее метода малого параметра получим 

0 1( ) ( ) 0,  ( )( ) ( )   ' ( ), ,n nU x U x U xA n Nx F x A x      

отсюда имеем: 

0 1
1 1( ) (( ) ( ) '),  )( , .  ) (n nU x U xA x U x NF x nA x 

     

В итоге нами формально определены все члены внешнего разложения. Внешнее решение также 

можем записать в скалярном виде: 

 2 11 3 2 5
1 1 11 12 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

kk
kx x x uu f x u x u xx x x

         , 

 
0 0

2 11 3
02 2 21 2( ) ( )( () )) ( )( )(

kk
ku f x u xx x x x x x xu x

        , 

 2 11 3
3 3 31 3( ) ( )(1 ( )) )(1 ( ) )(1

kk
ku f x u x u x xx x x

        , 

где     [0,1], 1,2,3; N.iju C i j    

Заметим, что внешнее решение (4) не удовлетворяет условиям Вале–Пуссена (2) и теряет 

асимптотический характер в окрестностях особых точек соответственно.  

Однако здесь мы получаем информацию о масштабе внутреннего растяжения. Пусть 

,x  где   . Тогда 1( )u x  примет вид 
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111 12
1 1 2 4 2

( )(1
{

) ( )
( ) ( }) k

k

uu u
u f

 
 

   
     . 

Ряд в фигурной скобке сходится и является асимптотическим рядом при   > 1. Поэтому в 

окрестности особой точки х = 0 растяжение координаты произведем по соотношению .x    

Аналогично в окрестностях особых точек х = х0 и х = 1 соответственно: 0x x    и 1 x t  . 

Для построения асимптотического разложения решения задачи Валле-Пуссена, включающей 

точки x = 0, x = x0 и x = 1, используем метод обобщенных пограничных функций [9]. 

Уравнение (1) запишем в виде 

'( ) ( ) ( ) ( ) ,  [0,1],Y x A x Y x F x H H x                                               (5) 

где 0 1 ... ...n
nH H H H      , Нn – пока неизвестные векторы Нn = (h1,n h2,n h3,n)

T
, n = 0,1,2... 

Решение задачи (5), (2) будем искать в виде 

0 0

1
( ) ( ) ( )k k

k k

k k

Y x U x x 


 

 

    ,                                              (6) 

где Uk(x) = (u1,k(x) u2,k(x) u3,k(x))
T
, Пk(x) = (1,k(x) 2,k(x) 3,k(x))

T
. 

Подставляя (6) в систему (5), имеем: 

0 0 0 0

1 1
' ( ) ' ( ( )) ( ) ( ) ,  [0,1].( )k k k k
k k k k

k k k k

U x x U xA x F x H H xx   
 

   

   

   
       

  



       

Полученное равенство запишем в виде двух уравнений: 

0 0

( ) ( ) ,' ( ) ( )k k
k k

k k

A x F xU HU x x 
 

 

                                           (7) 

0 0

( ) .
1

' ( ) ( )k k
k k

k k

A xx x H  


 

 

                                              (8) 

Из (7) имеем 

0
1

0 (( ) ) )( ,( )U x A x F x H    

здесь есть у нас возможность выбора постоянного вектора H0 так, чтобы вектор U0(x) был доста-

точно гладким [9].  

Пусть  H0 = (f1(0)  f2(x0)  f3(1))
T
, тогда U0С


[0,1]. 

Аналогично имеем: 
1

1( ) )( , N,) ( )( 'n n nU x xx H nA U
    

пусть Hn= –(u'1,n-1(0) u'2,n–1(x0) u'3,n–1(1))
T
, тогда UnС


[0,1]. 

Таким образом, мы определили все члены рядов:  

0

( ) ( )k
k

k

U x U x




  и 
0

k
k

k

H H




 . 

Перейдем теперь к определению членов ряда 
0

( )k
k

k

x




 . В уравнении (8) значение вектора 

H нам известно. Учитывая условие Валле-Пуссена (2) для погранфункций, получаем следующие 

условия: 
0 0 0

1 1 1 2 0 2 2 0 3 3 3(0) ( (0)); ( ) ( ( )); (1) ( (1)).y u x y u x y u            

Отсюда имеем: 
0

1,0 1,1 1 1,0 1,2 1,2 1 1,

0
2,0 0 2,1 0 2 2,0 0 2,2 0 2,2 1 0 2, 0

0
3,0 3,1 3 3,0 3,2 3,2 1 3,

(0) 0, (0) (0), (0) 0, (0) (0);

( ) 0, ( ) ( ), ( ) 0, ( ) ( );

(1) 0, (1) (1), (1) 0, (1) (1), .

n n n

n n n

n n n

y u u

x x y u x x x u x

y u u n N

   

   

   







     

     

      

                 (9) 

Задача (8)–(9) расщепляется на три задачи относительно 1, ( )k x , 2, ( )k x  и 3, ( )k x :  
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1, 1,

0

1,

00

2' ( ) ( ) ,k k
k k

k k

k
k

k

h
x

x x    



  

 

                                            (10) 

0
1,0 1,1 1 1,0 1,2 1,2 1 1,(0) 0, (0) (0), (0) 0, (0) (0),n n ny u u n N           ;               (11) 

2
2,

0
2, ,

0

2

0 0

' ( ) ,( )k k

k

k k

k

k
k

k

x
h

x
x x    




 

 





 


                                      (12) 

0
2,0 0 2,1 0 2 2,0 0 2,2 0 2,2 1 0 2, 0( ) 0, ( ) ( ), ( ) 0, ( ) ( ),n n nx x y u x x x u x n N           ;        (13) 

3, 3
2

3,,

0 0 0

1
' ) .( ( )k k

k k
k

k

kk k

x
x x h    




 

 

 


                                         (14) 

0
3,0 3,1 3 3,0 3,2 3,2 1 3,(1) 0, (1) (1), (1) 0, (1) (1), .n n ny u u n N                             (15) 

Каждую из этих задач (10)–(11); (12)–(13); (14)–(15) можно рассматривать отдельно.  Достаточно 

исследовать одну из этих трех задач, так как остальные исследуются аналогичным образом. 

Рассмотрим задачу (10)–(11). Пусть ,x  где   , [0,). Тогда получаем: 

1,1,0 1,0 10 ,0' , [0,( ),) ( ) (0) 0h           ,                                    (16) 

0
1,1 1,1 1,1 1 1,0, [0,' ( ) ( ) (0) (0),), y u                                           (17) 

1,1,2 1,0 1,2' , [0,( ) ( ) (0) 0),nn nh          ,                                  (18) 

1,2 1 1,2 1 1,2 1 1,, [0' ( ) ( ) (0) ( ), ., 0),n n n nu n N                                     (19) 

Решения задач (16)–(19) существуют и единственны. Кроме этого, решения задач (16) и (18) 

степенным характером O(–1
) , а решения задач (17) и (19) экспоненциально убывают вне 

пограничных слоев соответственно [8, 9]. 

Для обоснования построенного формального асимптотического разложения рассмотрим ос-

таточную функцию Rn(x) = Y(x)–Gn(x), где Rn(x) = (R1,n(x) R2,n(x) R3,n(x))
T
, Y(x) – решение задачи 

(1)–(2), а 
2 1

0 0

1
( ) ( ) ( )

n n
k k

n k k

k k

G x U x x 




 

    . 

Для остаточного члена получим следующую задачу: 
1' ( ) ( ) ( ) ( ),  [0,1],n

n nR x A x R x F x x      

1 2 0 3(0) ( ) (1) 0n n nB B R x RBR    , 

для решения, которой справедлива асимптотическая оценка [9]: 

( ),( 0, [0,1].) n
nR x O x      

Мы искали решение задачи (1)–(2) в виде формального асимптотического ряда (6), опреде-

лили все члены и оценили остаточный член этого ряда. На основании этого мы можем утвер-

ждать справедливость следующей теоремы: 

Теорема. Для решения задачи Валле-Пуссена (1)–(2) на отрезке [0, 1] справедливо асимпто-

тическое разложение 
2 1

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ), 0.

n n
k k n

k k

k k

Y x U x x O   




 

       

Заключение. В статье исследована задача Валле-Пуссена для системы линейных неоднород-

ных сингулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

Особенность исследуемой нами задачи состоит в том, что спектр матрицы, являющейся коэффи-

циентом линейной части системы, нестабилен в трех точках рассматриваемого отрезка. Обоб-

щенным методом пограничных функций, т. е. модифицируя классический метод пограничных 

функций А.Б. Васильевой, построено полное равномерное асимптотическое разложение решения 

с любой степенью точности по малому параметру.  
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ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION OF ONE VALLEY-POUSSIN PROBLEM  
WITH AN UNSTABLE SPECTRUM 
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Abstract. A differential equation describes the relationship between an unknown function and its de-

rivatives. Such connections are sought in various fields of knowledge: mechanics, physics, chemistry, 

biology, economics, sociology, oceanology, etc. Systems of ordinary differential equations with a small 

parameter are used in modeling processes of various natures. Typically, when modeling, small factors 

are discarded in order to obtain a simpler model from which the necessary information can be extracted. 

Practice has proven that small factors should be included not in equations, but in solutions. Equations 

containing small factors are called perturbed. Perturbation theory has been widely used in modern ap-

plied mathematics. With its help, researchers answer questions about the influence of various factors on 

the course of the process, about the stability of the obtained solutions, the proximity of the processes 

described by the obtained solutions to the real objects under study. 

The article studies the Vallée-Poussin problem for a system of inhomogeneous linear singularly per-

turbed ordinary differential equations of the first order. The peculiarity of the problem under considera-

tion is that the spectrum of the matrix, which is the coefficient of the linear part of the system, is unsta-
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ble at three points of the segment under consideration. It is required to construct a uniform asymptotic 

expansion of the solution to the problem, modifying the classical method of boundary functions. 

Keywords: small parameter; singularly perturbed Vallée-Poussin problem; unstable spectrum; 

bisingular problem; smooth external solution; boundary function; boundary layer. 
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Abstract. The paper presents a theoretical study of the effect of different 

atomic and magnetic orderings on the structural and magnetic properties of 

Mn2Ni1+xTi1-x alloys, which are composed entirely of transition metals. Using the 

density functional theory, we predict the structural ground states and magnetic 

reference states of compounds with x = 0, 0,25, 0,5, and 0,75 in both cubic austen-

ite and tetragonal martensite phases. Partial substitution of Ti atoms with Ni 

leads to an increase in the energy barrier between structural phases, to a change 

from a layered atomic ordering to an alternating staggered order, and to a 

change from antiferromagnetic to ferromagnetic spin alignment in the cubic 

phase. All compounds with tetragonally distorted structures reveal the out-of-

plane spin configuration and easy axis magnetocrystalline anisotropy except te-

tragonal L10 phase of Mn2NiTi. For the latter structure, easy-plane magnetic ani-

sotropy is observed. The calculated values of anisotropy are comparable with 

those of tetragonal L10-FeNi. 

Keywords: ab initio calculations; all-d metal Heusler alloys; atomic arrange-

ment; magnetocrystalline anisotropy. 
 

Introduction 

In recent years, Ni-Mn ferromagnetic shape memory alloys have been extensively researched for 

commercial applications owing to their diverse multifunctional characteristics, including the magnetic 

shape memory effect, magnetocaloric effect, and magnetoresistance arising from temperature- or mag-

netic field-induced martensitic transformations [1–6]. However, challenges related to poor mechanical 

durability and significant hysteresis losses during phase transitions limit their practical application. 

Recently, Heusler alloys have been developed that contain all d-transition metal elements based on 

nickel (Ni), manganese (Mn), and titanium (Ti) [7–9]. In these alloys, Ti replaces the elements from the 

p-block, and it has been shown that the d-block Ti metal provides stabilization of the Heusler structure 

through d-d hybridization with its nearest neighbor element [10]. These alloys exhibit an ordered L21 

structure and an partially disordered B2 structure, and they undergo a phase transition from B2 to L21, 

which is accompanied by a change in structural order and a martensitic transformation at a lower tem-

perature. In the B2 phase, some Mn atoms exchange positions with Ti atoms, leading to a strong antifer-

romagnetic interaction between Mn atoms located at different crystallographic sites. 

A distinguishing feature of all-d metal Heusler alloys is their large relative volume change during 

the martensitic transformation process, which is significantly greater than in any other ferromagnetic 

shape memory alloy. This characteristic indicates a notable sensitivity of the transformation to applied 

mechanical stresses, particularly hydrostatic pressure. This makes these materials well-suited for 

demonstrating significant barocaloric effects. For example, Wei et al. [11] showed that a compressive 

stress of 900 MPa results in a deformation of approximately 3,9 % and an adiabatic temperature change 

of 10,7 K in Ni50Mn32Ti18 alloy. Yan et al. [12] observed large deformations of approximately 13 % in 

the Ni50Mn31,75Ti18,25 alloy under a compressive stress of 1,1 GPa. Due to the weaker d-d orbital hybridi-

zation in transition metal elements, there is a notable enhancement in mechanical properties, particularly 

improved plasticity, compared to conventional Heusler alloys that contain main group elements in com-

bination with a strong p-d orbital interaction. 

In this paper, we paid attention to the theoretical study of the effect of atomic ordering on the struc-

tural and magnetic characteristics of Mn2Ni1+xTi1–x alloys within the framework of density functional 

theory. 
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1. Details of calculations 

The calculations presented in this paper were performed within the framework of density functional 

theory, using the projection-augmented wave (PAW) method, which is implemented in the VASP soft-

ware package [13, 14]. A series of Mn2Ni1+xTi1-x Heusler alloys, consisting entirely of transition metals, 

were selected as the objects of study. The exchange-correlation energy approximation was realized using 

the generalized gradient approximation for electron density in the Perdew–Burke–Ernzerhof 

parametrization [15]. The following valence electron configurations were considered in the PAW poten-

tials: 3s
2
3p

6
4s

2
3d

5
 for Mn, 3p

6
3d

8
4s

2
 for Ni, and 3s

2
3p

6
4s

2
3d

2
 for Ti. The plane wave basis cutoff energy 

was set at 450 eV, and a Monkhorst-Pack grid with a size of 8×8×8 was used for integration over the 

Brillouin zone. Geometric optimization of the 16 atom cells with cubic (L21, Fm3m, No. 225, and XA, 

F-43m, No. 216) and tetragonal (T
p
, P4/nmm, No. 129) symmetries was performed using atomic posi-

tion relaxation at constant volume and cell shape, with convergence criteria for energy and force equal to 

10
−6

 eV and 10
−2

 eV/Å, respectively. Nonstoichiometric compounds were created by sequentially replac-

ing Ti atoms with Ni. The following magnetic configurations were considered for the spin ordering of 

Mn atoms (see fig. 1): FM (ferromagnetic state), AFM (antiferromagnetic state with staggered arrange-

ment of magnetic moments), and AFM* (antiferromagnetic layer-like arrangement of magnetic mo-

ments). 

 
Fig. 1. The crystal structures of Mn2NiTi Heusler alloy with cubic (L21, Fm3m, #225, and XA, F-43m, #216) and tetrago-

nal (T
p
, P4/nmm, #129) symmetry. The L21 and XA structures differ due to the placement of Mn atoms in equivalent and 

non-equivalent positions, respectively. The T
p
 structure is based on the XA structure and composed of layers of Mn 

and Ni atoms alternating along the [001] direction [16, 17] 

The magnetocrystalline anisotropy energy (MAE) was calculated by performing successive self-

consistent calculations that took into account spin-orbit interaction for structures with magnetic moment 

orientations along [001] and [100]. The MAE was then determined using the wave functions obtained 

from the self-consistent calculations.  To obtain the MAE, the difference between energies E100 and E001 

was evaluated. Here E100 and E001 are the total energies of the compounds with the corresponding mag-

netic moment orientations. A negative MAE value indicates easy plane anisotropy, while a positive value 

corresponds to easy axis anisotropy.  

 

2. Results and discussions 

This section discusses the results obtained for a set of Mn2Ni1+xTi1-x alloys (x = 0, 0,25, 0,5 and 

0,75).  The procedure of geometrical optimization of Heusler crystal structures of L21, XA and T
p
 types 

was performed, taking into account their different magnetic ordering, to establish the energetically pref-

erable structure for each compound. We would like to note that the T
p
 structure has been originally pro-

posed by Neibecker et al. [16]. 

Fig. 2 clearly demonstrates the variations in total energy of the cubic structures based on their de-

gree of tetragonal distortion c/a. It should be noted that the presence of a stable martensitic tetragonal 

phase in the alloy is indicated by a global energy minimum on the curve E(c/a) at c/a ≠ 1. 

As can be seen from Fig. 2, a, for the stoichiometric compound Mn2NiTi, layered atomic ordering 

of Ni and Mn is energetically favorable, thereby pointing to the T
p
 structure as the ground state of the 

austenite phase (c/a ≈ 1), despite the fact that each of the structures exhibits pseudo-martensitic behavior 

at c/a > 1. The magnetic reference state of T
p
 structure is characterized by AFM* (layer-by-layer) order-

ing of the Mn spin moments. The energy difference between the T
p
 and XA, L21 structures with AFM* 

ordering is about 12,8 and 24,9 meV/atom, respectively. The FM solution for Mn2NiTi is located signifi-
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cantly higher on the energy scale, indicating its disadvantage. It should be noted that the XA and L21 

structures have been experimentally observed in Heusler alloys, whereas the theoretical T
p
 structure has 

not been yet experimentally confirmed. Several theoretical papers [17-19] have reported the energetic 

favorability of the T
p
 structure for Fe- and Co-based Heusler alloys. 

  

  
Fig. 2. Variation of the total energy of the cubic crystal structures L21, XA and T

p
 taking into account FM and AFM or-

dering as a function of the degree of their tetragonal distortion for Mn2Ni1+xTi1-x alloys 
 

Partial substitution of Ti atoms with excess Ni atoms results in a stable tetragonal phase with atomic 

ordering of the XA structure type (see Figs. 2, b–d). The layered antiferromagnetic ordering of Mn mag-

netic moments is energetically favorable in the martensitic phase for all non-stoichiometric compounds. 

In this case, the Mn atoms are located in two non-equivalent sublattices and are at the closest distance to 

the other atoms. It should be noted that an increase in the Ni content leads to a change in the ground 

state of the austenitic phase (c/a = 1). Thus, Fig. 2, b demonstrates that the T
p
 structure remains stable 

for the compound with x = 0,25, despite the smaller energy difference, ∆E ≈ 6,42 meV/atom, between 

the AFM* T
p
 and AFM* XA structures compared to the value of ∆E ≈ 12,8 meV/atom for Mn2NiTi. Fur-

ther increase in Ni content (x > 0,25) results in the instability of T
p
 structure for austenite phase. Similar 

finding has been reported recently for FeNi2+xAl1–x alloys [17]. It is obvious from Fig. 2, c, d that an in-

crease in x changes the atomic and magnetic ordering of the cubic austenite phase from AFM* T
p
 to FM 

L21 one. For the L21 structure, Mn atoms occupy equivalent positions at a greater distance (d = 0,5a0) 

compared to the case of the T
p
 structure (d = √3/4a0). An increase in the distance between Mn atoms 

causes a change in the nature of the magnetic interaction from AFM to FM. 

The E(c/a) curves for the Mn2Ni1+xTi1–x compositions indicate that the martensitic transition temper-

ature Tm will increase with increasing Ni content. This is a result of the heightened energy barrier be-

tween the cubic and tetragonal phases. Replacing Ti atoms with Ni atoms increases the concentration of 

valence electrons (e/a) per atom, resulting in a corresponding increase in the energy barrier with concen-

tration x. This observation is consistent with the experimentally established linear dependence Tm(e/a) 
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[1–6]. The martensitic transition temperature can be roughly estimated using the relation: ∆E ≈ kBTm, 

where kB is the Boltzmann constant. The temperature Tm for compositions with x = 0,25, 0,5 and 0,75 or 

with e/a = 7,375, 7,75 and 8,125, respectively, is calculated to be 245,9, 407,16, and 726,16 K, assuming 

∆E of 21,2, 35,1, and 62,6 meV/atom, respectively. 

Table 1 summarizes the equilibrium lattice parameters, total and elemental magnetic moments for 

the energetically favorable crystal structures of the compounds Mn2Ni1+xTi1–x, taking into account a 

magnetic reference ordering. The table clearly demonstrates that the equilibrium parameter of crystal 

structures in the austenitic phase increases as the Ni content increases. This is due to the larger atomic 

radius of Ni atoms compared to Ti atoms. However, the tetragonal structure parameters of the martensit-

ic phase with XA ordering exhibit an ambiguous behavior that is dependent on the Ni content. 
 

Table 1 
Equilibrium lattice parameters (a and c), tetragonal ratio (c/a), total and elemental magnetic moments (µtot and µi) in 

[µB/f.u.] and [µB/at.], respectively, for Mn2Ni1+xTi1-x alloys in cubic austenite and tetragonal martensitic phases. All parame-
ters are presented for energetically favorable structures and magnetic configurations: AFM* T

p
 (x = 0 and 0,25), FM L21 (x 

= 0,5 and 0,75) for austenite; AFM* XA (x = 0,25, 0,5 and 0,75) for martensite 

Compound Parameters x = 0 x = 0,25 x = 0,50 x = 0,75 

 

 

austenite 

(c/a =1) 

a  
µtot  
µMn1  
µMn2  
µNi  

5,805 

3,275 

–0,282 

2,975 

0,475 

5,82 

2,657 

–0,842 

2,992 

0,434 

5,88 

6,87 

3,10 

3,10 

0,796 

5,86 

7,817 

3,323 

3,323 

0,821 

 

 

martensite 

(c/a 1 ) 

a 
c 

c/a 
µtot  

µMn1  
µMn2  
µNi 

 5,130 

7,490 

1,46 

0,425 

2,509 

–2,217 

0,027 

5,136 

7,396 

1,44 

0,238 

2,688 

–2,534 

0,032 

5,113 

7,464 

1,46 

0,176 

2,981 

–2,865 

0,009 

The behavior of magnetic moments shows a clear trend: the total magnetization decreases for com-

positions with T
p
 structure and AFM* ordering of Mn1 and Mn2 atoms. This is a result of the increased 

magnetic moment of Mn1 atoms located in the (002) plane, while Mn2 atoms occupy tetrahedral posi-

tions in the T
p
 structure (see Fig. 1). Compounds with L21 ordering in the austenitic phase (x = 0,5 and 

0,75) exhibit an increase in total magnetization. This is attributed to the growth of the element-by-

element magnetic moments of Ni, Mn1, and Mn2 atoms. It is worth noting that the difference between 

Mn1 and Mn2 is purely conventional, as these atoms occupy equivalent positions in two interpenetrating 

FCC sublattices (refer to Fig. 1). The data clearly shows that as the Ni content increases, the total mag-

netization of the martensitic phase with XA ordering decreases significantly. This is due to the antifer-

romagnetic orientation of the magnetic moments of Mn1 and Mn2, which are located in non-equivalent 

positions (0, 0, 0) and (0,25, 0,25, 0,25) respectively (see Fig. 1). It is also worth noting that the magnet-

ic moment of Ni atoms is suppressed. The binary compound Ni-Mn, resulting from the substitution of Ti 

for Ni, exhibits antiferromagnetism with a Neel temperature of around 1000 K [3, 20]. 

To calculate MAE, we chose the magnetic states of tetragonally distorted structures XA, L10, and T
p
 

of Mn2Ni1+xTi1–x compounds, as presented in Fig. 2, due to their close energy levels. Our selection of 

these structures was based on their energy levels and their suitability for accurate calculations. For the x 

= 0, we have considered the AFM* T
p
 (c/a = 0,96), and AFM* L10 (c/a = 1,44) structures. For the x = 

0,25, we have taken the AFM* XA (c/a = 1,46), and AFM* T
p
 (c/a = 0,98) structures. Finally, for the x = 

0,5 and x = 0,75, we have considered the AFM* XA (c/a = 1,44 and 1,46), and AFM* T
p
 (c/a = 1,44 and 

1,42) structures, correspondingly. 

Fig. 3 shows the histograms of MAE calculated for crystal structures mentioned above. Here, the 

negative sign of MAE indicates the energetically favorable in-plane spin direction and easy plane MAE, 

and vice versa the out-of-plane spin direction and easy axis MAE. For all compounds with tetragonally 

distorted AFM* XA and T
p
 structures, the easy-axis-type anisotropy is observed except Mn2NiTi with 

tetragonal L10 structure, where the easy-plane-type anisotropy is preferable. In a case of compounds 

with x = 0 and 0,25, T
p
 structure with nearly cubic parameters (c/a = 0,96 and 0,98) demonstrates a con-

siderable MAE, which is comparable with that of compounds with tetragonal structures (x = 0,5 and 



Физика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2024, vol. 16, no. 2, pp. 78–85 

82 

0,75). The largest MAE value is calculated to be 0,4 MJ/m
3
 for AFM* XA structure (c/a = 1,46) of 

Mn2Ni1,25Ti0,75. However, for compounds with x = 0,5 and 0,75, the T
p
 structure reveals a larger values 

of MAE as compared to the XA structure. We would like to mentioned that the calculated values of 

MAE are comparable to those of L10-FeNi (0,22 – 0,48 MJ/m
3
 [21–24]), which is the most intensely 

discussed candidate for high-performance rare-earth-free permanent magnets.  

 
Fig. 3. Magnetocrystalline anisotropy energy diagram for tetragonally distorted L10, XA, and T

p
 structures of 

Mn2Ni1+xTi1-x alloys (x = 0, 0,25, 0,5, and 0,75) with the favorable magnetic configurations 

 

Conclusions 

In summary, we have performed the ab initio investigations of the influence of atomic and magnetic 

ordering on the ground state energy and magnitude of magnetocrystalline anisotropy for Heusler alloys 

of the Mn-Ni-Ti family, which consist entirely of transition d metals. For stoichiometric compound 

Mn2NiTi, an energetically favorable structure T
p
 with nearly cubic lattice parameters and layer-by-layer 

ordering of Mn and Ni atoms is predicted. This structure is characterized by the antiferromagnetic spin 

alignment of Mn magnetic moments. Furthermore, this structure demonstrates an easy-axis 

magnetocrystalline anisotropy of about 0,2 MJ/m
3
, which is not typical of cubic phases. When Ti atoms 

are partially substituted with Ni, stable tetragonal structures T
p
 and XA emerge, which are ordered 

antiferromagnetically. An increase in Ni content results in a higher energy barrier between cubic and 

tetragonal phases, indicating a rise in the martensitic transition temperature. It was found that the 

Mn2Ni1,25Ti0,75 compound in the tetragonal XA structure with c/a ratio of 1,46 exhibits the highest MAE 

value of 0,4 MJ/m
3
. Nevertheless, for compounds with x = 0,5 and 0,75, the tetragonal T

p
 structure also 

exhibits larger MAE values compared to the XA structure. Overall, the MAE values obtained are com-

parable to those of tetratenite L10-FeNi, which is an alternative to rare-earth-free permanent magnets.  
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Аннотация. Представлены теоретические исследования влияния различного атомного и маг-

нитного упорядочения на структурные и магнитные свойства сплавов Mn2Ni1+xTi1-x, полностью 

состоящих из переходных металлов. Используя теорию функционала плотности, мы предсказы-

ваем основные структурные и магнитные состояния соединений с x = 0, 0,25, 0,5 и 0,75 как в ку-

бических аустенитных, так и в тетрагональных мартенситных фазах. Обнаружено, что частичное 

замещение атомов Ti на Ni приводит к увеличению энергетического барьера между структурны-

ми фазами, к смене слоевого атомного упорядочения на чередующееся шахматное, а также к пе-

реходу от антиферромагнитного к ферромагнитному упорядочению спинов в кубической фазе. 

Все соединения с тетрагонально искаженной структурой демонстрируют конфигурацию спинов 

вне плоскости и магнитокристаллическую анизотропию тппа «легкая ось», за исключением тет-

рагональной фазы L10 Mn2NiTi. Для последней структуры наблюдается магнитная анизотропия 

типа «легкая плоскость». Рассчитанные значения анизотропии сравнимы с таковыми для тетра-

гонального L10-FeNi. 

Ключевые слова: ab initio вычисления; сплавы Гейслера полностью состоящие из переходных 

металлов; атомное расположение; магнитокристаллическая анизотропия 
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УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТА ТЕМПЕРАТУР  
УДАРНО-ВОЛНОВОГО СЖАТИЯ МОЛЕКУЛЯРНЫХ КРИСТАЛЛОВ 
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Аннотация. Проведен анализ уравнений состояния энергетических ма-

териалов, которые являются молекулярными кристаллами, с целью опре-

деления оптимального вида уравнения состояния, позволяющего опреде-

лять температуры ударно-волнового сжатия данных материалов. Анализ 

холодной составляющей давления показал, что ее форма позволяет с высо-

кой точностью воспроизводить известные экспериментальные данные для 

триаминотринитробензола (ТАТБ) и пентаэритриттетранитрата (ТЭНа). В 

силу того, что для энергетических материалов при ударно-волновом сжатии 

происходит инициирование детонации построить ударную адиабату в ши-

роком диапазоне давлений не представляется возможным, в представлен-

ной работе был апробирован алгоритм построения ударных адиабат по экс-

периментальным данным изотермического сжатия ТАТБ и ТЭНа. Сравне-

ние экспериментальных и расчетных ударных адиабат для ТЭНа показало 

их совпадение с точностью погрешности эксперимента. В работе на примере 

ТАТБ и ТЭНа предлагается подход к определению температур ударно-

волнового сжатия энергетических материалов путем расчета распростране-

ния в них стационарной ударной волны. Предлагаемый подход позволяет 

построить ударные адиабаты энергетических материалов и провести ана-

лиз влияния различных выражений для описания зависимости теплоемко-

сти при постоянном объеме от температуры на величину температуры 

ударно-волнового сжатия энергетических материалов. 

Ключевые слова: ударное сжатие; ударная адиабата; изотермическое 

сжатие; температура. 

 

Введение 

Исследования закономерностей энерговыделения в конденсированных энергетических веще-

ствах (ЭВ) под действием ударных волн проводятся с целью выяснения механизмов инициирова-

ния и развития реакции взрывчатого превращения, кинетика которого тесно связана с температу-

рой ударно-волнового разогрева, получения информации, необходимой для прогнозирования 

ударно-волновых и детонационных процессов [1].  

В настоящее время для получения детальной информации при анализе экспериментальных 

данных все чаще применяется подход, связанный с математическим моделированием механизмов 

инициирования и развития реакции взрывчатого превращения. Для получения достоверной ин-

формации в результате математического моделирования и проведения расчетов требуются на-

дежные уравнения состояния ЭВ. Однако для ЭВ построить надежную ударную адиабату очень 

часто не представляется возможным. Это связано с возможностью развития в ЭВ детонационных 

процессов. Поэтому целью данного исследования является построение уравнений состояния кри-

сталлических ЭВ ТАТБ и ТЭНа, позволяющих определять ударно-волновой разогрев кристалли-

ческих ТАТБ и ТЭНа. 

 

Метод расчета температур ударного сжатия  

Для расчета температур ударного сжатия рассмотрим распространение стационарной удар-

ной в ТАТБ и ТЭНе. Система уравнений газовой динамики, описывающая распространение 

ударной волны, в лагранжевых переменных h, t  имеет следующий вид: 

0

1
0;

V u

t h

    
    

    
         (1) 
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0

1
0;

u p

t h

    
    

    
          (2) 

0

0;
E p u

t h

    
    

    
          (3) 

где ρ0 является начальной плотностью, u – скорость частиц, V – удельный объем, p – давление в 

направлении распространения и E – внутренняя энергия. Данная система законов сохранения за-

мыкается уравнениями состояния, которые имеют следующий вид [2, 3]: 

 
( ) ,

D
D x

MRT V
P D x P

V


 

3
( ) / ,

8
x C M D DP P P MR V V            (4) 

C
C

U
P = ,

V





M
M

U
P = ,

V





0 ,C M TE U U E E                   (5) 

где M – количество деформационных колебаний, метод определения описан в работе [4], R – 

универсальная газовая постоянная, поделенная на молекулярную массу ЭВ, T – температура, D  

– коэффициент Грюнайзена, ( )DD x  – функция Дебая, Dx  – безразмерная характеристическая 

температура Дебая, CU  – межмолекулярная (упругая) составляющая внутренней энергии, кото-

рая определяет энергию не валентных взаимодействий атомов между молекулами, MU  – внут-

римолекулярная составляющая внутренней энергии, определяющая энергию взаимодействия 

атомов внутри молекулы, 0E  – энергия нулевых колебаний, TE  – тепловая составляющая внут-

ренней энергии, xP  – «холодная» составляющая давления. Выражения для «холодных» состав-

ляющих, входящих в уравнения состояния (4) и (5), были определены в работах [2, 3] и имеют 

следующий вид: 

 ( 4 / 3) ( 1)
03 ,n n

C TP K x x                      (6) 

( 4 / 3) ( 1) ( 1/ 3)0 0

0 0

3 3 1 1
,

( 1/3)

n n n nT T
C

K K
U x x dx x x

n n 

       
         
         (7) 

где 2
0 0T TK c   – изотермический модуль объемного сжатия, Tc  – изотермическая скорость зву-

ка, 0  – начальная плотность, 0 /x   . Часть холодного давления MP  является постоянной ве-

личиной и определяется из условия равенства давления величине 0P  при нормальных условиях. 

Для апробации уравнений (6) и (7) были проведены расчеты значений изотермического сжатия 

расчx
 
по известным экспериментальным значениям давления. Результаты расчетов для ТАТБ [4] 

и ТЭНа [5] представлены в табл. 1 и 2 соответственно. 
              Таблица 1 

№ 
.экспx   .экспP , ГПа .расчx   .расч , кг/м

3
 

1 0,9581–0,9635 0,56 0,9683 2,0004 

2 0,9466–0,9530 0,85 0,9551 2,0281 

3 0,9355–0,9439 1,20 0,9410 2,0584 

4 0,9227–0,9313 1,66 0,9249 2,0943 

5 0,9104–0,9192 1,95 0,9158 2,1151 

6 0,9003–0,9105 2,42 0,9026 2,1460 

7 0,8776–0,8892 3,29 0,8818 2,1966 

8 0,8509–0,8651 4,95 0,8506 2,2772 

9 0,8038–0,8230 8,18 0,8077 2,3982 

10 0,7946–0,8144 8,53 0,8039 2,4095 

11 0,7833–0,8053 9,53 0,7938 2,4402 

12 0,7749–0,7989 10,17 0,7879 2,4584 

13 0,7581–0,7833 11,64 0,7753 2,4984 

14 0,7427–0,7731 13,22 0,7633 2,5377 
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    Таблица 2 

№ 
.экспx   .экспP , ГПа .расчx   .расч , кг/м

3
 

1 0,9414–0,9460 0,68 0,9466 1,8741 

2 0,9150–0,9186 1,28 0,9153 1,9382 

3 0,8729–0,8797 2,25 0,8789 2,0184 

4 0,8565–0,8623 2,90 0,8601 2,0626 

5 0,8389–0,8431 3,65 0,8420 2,1069 

6 0,8164–0,8186 4,98 0,8161 2,1738 

7 0,8149–0,8177 5,00 0,8157 2,1749 

8 0,8021–0,8063 5,86 0,8019 2,2122 

9 0,7786–0,7850 7,45 0,7805 2,2729 

10 0,7701–0,7759 8,11 0,7728 2,2955 

11 0,7647–0,7695 8,40 0,7696 2,3051 

12 0,7586–0,7632 9,16 0,7617 2,3290 

13 0,7502–0,7548 10,12 0,7525 2,3575 

14 0,7481–0,7529 10,45 0,7495 2,3669 

При определении величины .расчx  в расчетах давления по уравнению (6) были использованы 

значения 0TK  = 15,14 ГПа для ТАТБ и 0TK  =9,62 ГПа для ТЭНа и показатели степени n = 3,177 

для ТАТБ и n  = 3,432 для ТЭНа [2, 3]. Анализ табл. 1 и 2 показывает, что значения .расчx  попада-

ет в погрешность эксперимента, представленную во втором столбце.  

В силу того, что для большинства энергетических материалов не удается определить экспе-

риментальную ударную адиабату, в работах [3] и [6] был предложен алгоритм пересчета экспе-

риментальных данных по изотермическому сжатию на ударную адиабату. В результате была по-

лучена формула, которая имеет следующий вид: 

1

( ) ( ) (1 )

( ) ,
(1 ) / 2

X

T T

S

aP x P x dx b x

P V
a x

  


 


 0 0/( ),V Ta C K   0 0.Tb K T        (8) 

Здесь ( )TP x , ( )SP x  – экспериментальные значения давления при изотермическом сжатии и 

ударно-волновом сжатии соответственно. Как было показано в работе [3] экспериментальные 

данные, представленные в работе [7], аппроксимируются зависимостью 

2680 1,89 ,D u        (9) 

что позволило определить давление в ударной волне для ТЭНа, представленное в табл. 3. 
           Таблица 3 

№ x  ( )TP x , ГПа (эксп.) ( )SP x , ГПа (эксп.) ( )SP x , ГПа 

1 0,9466 0,68 0,73 0,72 

2 0,9153 1,28 1,53 1,36 

3 0,8789 2,25 2,59 2,39 

4 0,8601 2,90 3,29 3,08 

5 0,8420 3,65 4,09 3,89 

6 0,8161 4,98 5,51 5,32 

7 0,8157 5,00 5,53 5,35 

8 0,8019 5,86 6,45 6,29 

9 0,7805 7,45 8,25 8,04 

10 0,7728 8,11 8,76 8,77 

11 0,7696 8,40 9,21 9,10 

12 0,7617 9,16 9,93 9,95 

13 0,7525 10,12 11,01 11,03 

14 0,7495 10,45 11,39 11,40 

Результаты, представленные в четвертом и пятом столбцах табл.3, показывают, что значения 

давления в ударной волне, распространяющейся в ТЭНе, рассчитанные по формулам (8) и (9), 
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совпадают с точностью до 1–2 %. В работе [3] было показано, что давление ударно-волнового 

сжатия ТЭНа, полученное по алгоритму пересчета, предложенному в работе [6], ниже экспери-

ментальных значений давления во фронте ударной волны [7].  

Значения давления во фронте ударной волны ТАТБ, рассчитанные по алгоритму пересчета 

[3]  представлены в табл. 4. 
                Таблица 4 

№ x ( )TP x , ГПа (эксп.) ( )SP x , ГПа 

1 0,9683 0,56 0,57 

2 0,9551 0,85 0,87 

3 0,9410 1,20 1,23 

4 0,9249 1,66 1,70 

5 0,9158 1,95 2,00 

6 0,9026 2,42 2,48 

7 0,8818 3,29 3,38 

8 0,8506 4,95 5,10 

9 0,8077 8,18 8,48 

10 0,8039 8,53 8,85 

11 0,7938 9,53 9,91 

12 0,7879 10,17 10,59 

13 0,7753 11,64 12,15 

14 0,7633 13,22 13,85 

Уравнение внутренней энергии (3) в результате простых преобразований можно представить 

следующим образом: 

0( )
( ( ) ) 0,C M

V T x T

U U ET V
C P P

t V t

   
   

  
 0 0 ,T TP K T P   

или же  

0,V T

T V
C P

t t

 
 

 
      (10) 

где VC  – теплоемкость при постоянном объеме,   – коэффициент объемного расширения. Зна-

чения давлений ударно-волнового сжатия PS(x) из табл. 3 и 4 определяются граничными усло-

виями для системы дифференциальных уравнений (1), (2), (10). 

Система уравнений (1), (2), (10) решалась методом Неймана–Рихтмайера. При проведении 

расчетов для теплоемкости при постоянном объеме были использованы два выражения – через 

частоты нормальных колебаний [8]: 

   
23

2
1

exp( )
( )

(exp( ) 1)

N
i i

V C D

i M i

x x
C MRD x R

x 

 


 .       (11) 

и через аппраксимационную зависимость [8, 9]: 

 0/ 1 (1 / )exp[ ( ) / ],V VH V VH cC C C C T T T                 (12) 

где ix  – безразмерная характеристическая температура внутримолекулярных колебаний, ( )c DD x  

– функция теплоемкости Дебая, 3 ,VHC NR  N  – количество атомов в молекуле, 0
VC  – значение 

теплоемкости при постоянном объеме при начальной температуре, cT  – параметр, определенный 

в работе [9], для ряда органических соединений. 

Контроль выполнения условий Гюгонио во фронте ударной волны осуществлялся путем 

сравнения значений изменения внутренней энергии, полученной в расчетах  на ударной адиабате: 

0
0,5 (1 ) / ,SHE P x      

и уравнениями состояния: 

( 1/ 3)
0 0 0 0 0 0

1 1
3 ( 1) ( 1) / ( )(1 ) / ,

( 1/3)

n n
T T TiE K x x K T P x E

n n
     

          
 

 

 0
1 0 0( ) ( )(exp( ( ) / ) 1),T VH C VH V CE C T T T C C T T T         
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3

2 0 0

1

( ) ,
exp( ) 1

N
i

T T
ii M

x
E MR T T RT E

x 
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

  
03

0 0 0
1

,
exp( ) 1

N
i

T

i M i

x
E RT

x 




  0
0/ .i ix T  

Результаты расчетов температур ударно-волнового сжатия ТЭНа и ТАТБ для разных выра-

жений теплоемкости при постоянном давлении приведены в табл. 5 и 6 соответственно. 
          Таблица 5 

PS, ГПа u, км/c 
x  T1, К T2, К 

0,725 147,3 0,9468 313,2 313,5 

1,360 254,3 0,9155 328,0 328,4 

2,388 403,3 0,8790 351,6 352,4 

3,081 492,5 0,8601 368,4 369,4 

3,885 588,0 0,8419 388,9 390,1 

5,325 743,3 0,8156 428,0 429,7 

5,346 745,4 0,8153 428,6 430,3 

6,286 838,3 0,8013 455,5 457,6 

7,563 956,7 0,7850 493,7 496,2 

8,039 998,8 0,7795 508,2 510,9 

8,773 1061,7 0,7716 530,8 533,8 

9,097 1088,9 0,7683 541,0 544,0 

9,947 1158,5 0,7602 567,9 571,2 

11,028 1243,6 0,7507 602,7 606,2 

11,400 1272,1 0,7477 614,8 618,4 

 
          Таблица 6 

PS, ГПа u, км/c x  T1, К T2, К 

0,574 96,8 0,9684 301,4 301,4 

0,871 142,1 0,9551 305,3 305,3 

1,229 193,5 0,9410 309,9 310,0 

1,700 256,7 0,9249 316,0 316,2 

1,997 294,5 0,9159 320,1 320,3 

2,480 353,0 0,9027 326,9 327,2 

3,376 453,9 0,8818 340,8 341,3 

5,095 627,1 0,8505 371,4 372,6 

8,478 918,4 0,8073 443,2 446,4 

8,847 947,3 0,8035 451,7 455,1 

9,906 1028,1 0,7934 476,7 480,8 

10,587 1078,3 0,7873 493,1 497,8 

12,155 1189,4 0,7746 531,9 537,7 

13,849 1303,5 0,7624 575,1 582,1 

Результаты, представленные в табл. 5 и 6, показывают, что различие между температурами 

ударно-волнового сжатия ТЭНа и ТАТБ, рассчитанными по различным выражениям для тепло-

емкости, составляет не более четырех градусов. Поэтому при расчетах температур ударно-

волнового сжатия энергетических материалов целесообразно использовать выражение (12), не 

привлекая сложные квантово-химические методы для расчета внутримолекулярных частот нор-

мальных колебаний, входящих в выражение для теплоемкости при постоянном объеме (11). 
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Abstract. The paper analyzes the equations of state of energy-related materials, which are molecular 

crystals, to define the optimal equation of state for determining the shock wave compression tempera-

tures of these materials. The analysis of the cold pressure component showed that its form allows repro-

ducing the known experimental data for triaminotrinitrobenzene (TATB) and pentaerythritol tetranitrate 

(PETN) with high accuracy. No shock adiabat can be constructed in a wide range of pressures because 

detonation is initiated for energy-related materials during shock wave compression. The paper tests an 

algorithm for constructing shock adiabats using experimental data on TATB and PETN isothermal com-

pression. A comparison of experimental and calculated shock adiabats for PETN showed their alignment 

with the accuracy of the experimental error. The paper uses the example of TATB and PETN to propose 

an approach for determining the shock wave compression temperatures of energy-related materials by 

calculating the propagation of a steady shock wave in them. The proposed approach allows constructing 

shock adiabats of energy-related materials and analyzing the influence of various expressions to describe 

the dependence of heat capacity at constant volume on temperature by the value of the shock wave com-

pression temperature of energy-related materials. 

Keywords: shock compression; shock adiabat; isothermal compression; temperature. 
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