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Математика 
 
УДК 512.13, 512.62, 514.11 DOI: 10.14529/mmph240301 
 

КУБИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИК НЬЮТОНА  
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ 
 

Н.С. Астапов, Н.К. Ноланд 
Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН, г. Новосибирск,  
Российская Федерация 
E-mail: nika@hydro.nsc.ru, astapov47@mail.ru 
 

Аннотация. Обсуждается возможность построения циркулем и линей-
кой вписанного в полуокружность четырёхугольника. Показано, что задача 
построения равнобедренного треугольника по трём его биссектрисам рав-
носильна трисекции угла. Приведены примеры параметрических семейств 
уравнений третьей и шестой степени, для которых все корни выражаются 
через квадратные радикалы. Найдено условие, при котором полином шес-
той степени факторизуется двумя полиномами третьей степени в канониче-
ском виде. Все представленные факторизации справедливы для полиномов 
с произвольными комплексными коэффициентами. 

Ключевые слова: четырехугольник Ньютона; трисекция угла; кубические 
уравнения; решение в квадратных радикалах; правильные многоугольники. 

 
Введение 

Три задачи древности на протяжении многих веков стимулировали развитие математики – 
задачи квадратуры круга, трисекции угла и удвоения куба. Задача удвоения куба сводится к по-

строению с помощью циркуля и линейки действительного корня 3 2  кубического уравнения 
3 2z = . Задача трисекции угла приводит к построению корня уравнения 34 3 cos 0z z θ− − = . Лишь 
в XIX столетии было доказано, что эти задачи нельзя решить с помощью циркуля и линейки. Бы-

ло доказано, что в общем случае корни кубического уравнения 3 2 0z az bz c+ + + =  не выражают-
ся через квадратные радикалы из коэффициентов a , b  и c  и поэтому не могут быть построены 
циркулем и линейкой [1].  

Однако в частных случаях, когда коэффициенты исходного уравнения связаны какими-либо 
дополнительными соотношениями, иногда удаётся выразить корни уравнения через коэффициен-
ты существенно более просто, чем по формуле Кардано. Например, если в уравнении  

3 0x px q+ + =                    (1) 
коэффициенты p  и q  связаны соотношением  

( )2 4q p= − + ,                 (2) 

то 2x =  является корнем уравнения (1), а остальные два корня выражаются в квадратных ради-
калах. Легко проверить, что в общем случае z  является корнем уравнения (1), если 

2( )= − +q z p z .  
 

Четырёхугольник Ньютона 
В книге [2] Ньютон посвятил 16 страниц анализу и различным способам вывода уравнения  

( )3 2 2 2 2 0− + + − =x a b c x abc ,                (3) 

связывающего стороны a , b , c  и x  четырёхугольника, вписанного в полуокружность (здесь x  – 
диаметр окружности). Уравнение (3) является кубическим относительно x  и квадратным относи-
тельно a , b , c . Очевидно, что если задан диаметр x  и любые две из трёх сторон a , b , c  четы-
рёхугольника, то четвёртая сторона легко строится циркулем и линейкой. А из уравнения (3) 
видно, что любая сторона a , b , c  четырёхугольника выражается в квадратных радикалах через 
оставшиеся три. Однако в общем случае для произвольно заданных длин трёх сторон a , b  и c  
нельзя построить четвёртую сторону x  четырёхугольника, то есть диаметр окружности  [3].  
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Рассмотрим частный случай. Пусть для коэффициентов ( )2 2 2p a b c= − + +  и 2q abc= −  

уравнения (3) выполняется равенство (2). Например, если 2 3a = − , 1b = , 2c = , то получим 

уравнение ( )3 5 3 2 4 2 3 0x x− − − − = , которое имеет корень 2x = . А если 2 3k m= = − , 

3n = , то получим уравнение 

( ) ( ) ( )3 2 2 2 32 7 2 3 2 2 3 3 0x k m n x kmn x x− + + − = − − − − = ,  (4) 

которое также имеет корень 2x = . Следовательно, четырёхугольник со сторонами a , b , c  и 
2x =  можно вписать в полуокружность диаметра 2, а в другую полуокружность вписать четы-

рёхугольник со сторонами k , m , n  и 2x = . Заметим, что длины сторон a , b , c  и k , m , n  вы-
браны так, что вершины этих четырехугольников лежат в вершинах правильного двенадцати-
угольника. Причем выполняются равенства (3) и (4), где x  – диаметр окружности. Вычитая из 
равенства (4) равенство (3), получим уравнение  

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 0a b c k m n x kmn abc+ + − − − − − = .  

Отсюда находим длину диаметра  

( ) ( )2 2 2 2 2 22x kmn abc a b c k m n= − + + − − − .    (5) 

Задача. По сторонам a , b , c  и k , m , n  шестиугольника найти диаметр x  описанной ок-

ружности, если известно, что ломаные abc�����  и kmn�����  опираются на диаметр.  
Решение. В этом случае длина диаметра находится по формуле (5) при условии, что 

2 2 2 2 2 2 0a b c k m n+ + − − − ≠ . Кроме того, если a , b , c  и k , m , n  выражаются через квадрат-
ные радикалы, то диаметр окружности можно построить циркулем и линейкой.  

Замечание. В [3] дана рациональная параметризация a , b  и c , для которой x  также рацио-
нально. Можно построить бесконечно много уравнений вида (3), разрешимых в квадратных ра-
дикалах. Например, пусть z  выражено в квадратных радикалах. Выберем  два параметра b  и c  

так: 0 b z< < , 2 20 c z b< < − . Тогда третью сторону положим равной 

( )2 2 2 2 2 2a bc b c z z b c z = − + + − − 
 

. Очевидно, что для таких чисел a , b  и c  уравнение (3) 

разрешимо в квадратных радикалах. Приведём еще две серии уравнений вида (3), разрешимых в 
квадратных радикалах. Для произвольных комплексных чисел a , b  и c  при условии 

2 2 2 2 2 24 1a b c a b c+ + = −  уравнение (3) разрешимо в квадратных радикалах потому, что имеет 

корень 2abc. А при условии ( )2 2 2 2 2 22 4a a b c b c+ + =  уравнение (3) разрешимо в квадратных 

радикалах потому, что имеет корень 2bc a.  
 
Построение треугольника по биссектрисам  

Известно, что для любых заданных трёх положительных чисел al , bl  и cl  существует един-

ственный треугольник со сторонами a , b  и c , имеющий биссектрисы al , bl  и cl . Однако в об-
щем случае его построение циркулем и линейкой невозможно. Более того, даже построение цир-
кулем и линейкой равнобедренного треугольника по трём его биссектрисам в общем случае не-
выполнимо. Рассмотрим уравнение [4]  

3 22 3 4 0y ty y t− − + = ,          (6) 

связывающее длины биссектрис a bl l= , cl  и углы A B=  равнобедренного треугольника. В урав-

нении (6) ( )2c at l l= , ( )sin 2y A= .  

Решив кубическое уравнение (6), находим стороны  a b=  и c  по формуле для биссектрисы:  

( )
( )

( )
( )

2 2 cos 4 cos2 2
cos cos cos cos

2 2 2 cos 2 1 2cos 2a

a a A a Abc A ac A A A
l

b c a c a a A A
       = = = =       + + + +       

. 
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Выражая ( )cos A  и ( )cos 2A  через ( )sin 2y A= , получим выражение для стороны a  и ана-

логично для стороны ( )2ctgcc l A=   

( )
2

2 2

3 4

4 1 2 1
a

y
a l

y y

−=
− −

, 
2

2

1 2

1
c

y
c l

y y

−=
−

.             (7) 

Следовательно, если ( )sin 2y A=  выражается в квадратных радикалах, то и стороны a b=  и 

c  выражаются в квадратных радикалах. И равнобедренный треугольник можно построить по его 
биссектрисам. В таблице приведены некоторые частные случаи, когда такое построение цирку-
лем и линейкой возможно. В последней строке таблицы даны приближённые значения a ba l b l=  

и cc l  потому, что точные выражения через квадратные радикалы громоздки. Для сравнения за-

метим, что для равностороннего треугольника 2 3 1,15a b ca l b l c l= = = ≈ . 
 

( )2c al l  ( )sin 2A  A B=  C  a ba l b l=  cc l  

1 4 ( )5 1 4−  36°  108°  ( )5 1 10 2 5+ +  ( )6 2 5 10 2 5+ +  

11 56 1 4 83,6≈ °  12,8≈ °  33 5 20 5 10 
23 84 1 3 38,9≈ °  102,2≈ °  69 2 112 7 2 4 
11 6 2 3 28,96≈ °  122,1≈ °  22 15 105 14 15 15 

27 2 4 6 4 75,5≈ °  29≈ °  3 10 5 2 15  

27 2 18 ( )6 2 4−  30°  120°  6 3 2 3  

0,2826≈  171 500 40,0≈ °  100,0≈ °  0,879≈  2,38≈  

27 2 8 ( )102 6 16−  57,1≈ °  65,8≈ °  1,09≈  1,29≈  

 
Трисекция угла  

Пользуясь формулой 3cos3 4cos 3cosα α α= −  для косинуса тройного угла, запишем уравне-
ние  

( ) ( ) ( )34cos 2 3cos 2 cos 3 2 0A A A− − = .       (8) 

Для заданного угла 3 2A  косинус угла 2A  находится из кубического уравнения (8). Следова-

тельно, если уравнение (8) решается в квадратных радикалах, то трисекция угла 3 2A  циркулем 
и линейкой возможна.  

Воспользуемся тождеством 2 2sin cos 1α α+ =  и результатами предыдущего пункта. Так, если 

36A = � , то ( ) ( )sin 2 5 1 4A = −  и поэтому ( ) ( )cos 2 5 5 8A = +  является корнем уравнения 

(8), в котором ( ) ( ) ( )cos 3 2 5 1 5 5 2 4= − +A . Следовательно, угол 3 2 54= °A  можно разде-

лить циркулем и линейкой на три равные части.  
Известно, что трисекция угла 3 2 60= °A  невозможна. Однако можно с любой точностью 

выбрать приближение sin(20 )°  рациональным числом, например, положим sin(20 ) 171 500° ≈ . 
Тогда cos(20 )≈ °  является корнем уравнения (8), где 

( )cos 3 2 33259 220759 31250000 0,50006A = ≈ . Поэтому угол 3 2 59,996≈ °A  можно разделить 

циркулем и линейкой на три равные части. Так получим приближённое решение задачи о три-
секции угла 60° .  

Теперь заметим, что если ( )sin 2y A=  выражается в квадратных радикалах, то ( )cos 2A  и 

( )cos 3 2A  выражаются в квадратных радикалах. Следовательно, если циркулем и линейкой 
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можно построить равнобедренный треугольник по трём его биссектрисам a bl l= , cl , то можно 

выполнить трисекцию угла 3 2A . И наоборот, если можно выполнить трисекцию угла 

0 3 2 135< < °A , то ( )cos 2A  и ( )sin 2y A=  выражаются в квадратных радикалах. Затем находим 

биссектрисы a bl l=  и cl , которые определяются равенством (6). И, наконец, строим треугольник, 
пользуясь выражениями (7). В этом смысле эти две задачи равносильны. А задача построения 
треугольника по произвольным трём биссектрисам оказывается сложнее задачи трисекции угла.  
 
Правильные многоугольники  

Задача трисекции угла связана и с построением правильного многоугольника. По теореме 
Гаусса–Ванцеля правильный n -угольник можно построить циркулем и линейкой, если 

1 22 ...k
mn p p p= , где k  – натуральное число или 0, ip  – различные простые числа Ферма (3, 5, 17, 

257…). Следовательно, для таких чисел n  можно построить ( ) ( )sin 180 2° =n a R , где a  – сторо-

на правильного n -угольника, вписанного в окружность радиуса R . Затем строим ( )cos 180° n  и, 

пользуясь равенством (8), строим ( )cos 3 180⋅ ° n . То есть задача трисекции угла 3 180⋅ ° n  реше-

на. Например, трисекция угла 3 180⋅ ° n , где n =  5, 10, 15, 17, 34, 51, … выполнима.  
 
Кубические уравнения  

Кубическое уравнение  
3 2 0x wx px q+ + + = ,          (9) 

где ( ) ( )3 2 3 2( 1)w n q n p n pq= − + + , а параметры n , p  и q  – произвольные комплексные числа, 

имеет корень x nq p= . Остальные два корня находятся из уравнения 

( )2 2 2( 1) 0x n p n q x p n− + − = . Следовательно, уравнение (9) является бесконечной трёхпара-

метрической серией уравнений, разрешимых в квадратных радикалах. Если 3n = − , то получим 
двухпараметрическую серию уравнений  

( ) ( ) ( )( )( )3 3 2 2
2 32 27 9 3 0x p q pq x px q x q p x x x x+ + + + = + − − = ,    (10) 

где 2,3
3 1 1q k

x
p k

+ ±= ± ⋅ , 
2

3

27q
k

p
= − . Если в уравнении (10) ( )2k m m= + , то 2

3q
x

mp
= , 

( )3
3

2

q
x

m p

−=
+

, то есть корни уравнения выражаются через коэффициенты рационально.  Если в 

уравнении (10) 1k = − , то 1m= −  и уравнение имеет трехкратный корень 1,2,3 3x q p= − .  

Вот ещё несколько примеров кубических уравнений, разрешимых в квадратных радикалах. 

Уравнение 3 5 6 9 0x px p p+ + = , где p  – произвольное комплексное число, имеет корни 

1 2 6x p= − , 2,3 6 3 6x p p= ± − , то есть разрешимо в квадратных радикалах. Уравнение 
3 2 4 4 0x px p+ + − = , где p  – произвольное комплексное число, имеет корень 

1 2 4 2x p= − − , следовательно, разрешимо в квадратных радикалах. Уравнение 

( )3 3 6 3 2 9 0x px p+ + − + = , где p  – произвольное комплексное число, имеет корень 

( )2 3 2
1 3 27x p q p q= + , поэтому также разрешимо в квадратных радикалах. Один из корней урав-

нения 3 32 0x px p+ + − =  равен 2p−  и это уравнение разрешимо в квадратных радикалах. Ин-

тересно отметить, что пакет прикладных программ Mathematica генерирует для корней этого 
уравнения громоздкие выражения с использованием кубических радикалов. Ещё несколько раз-
решимых в квадратных радикалах кубических уравнений специального вида можно найти в [5].  
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Уравнения шестой степени  
В общем случае алгебраические уравнения выше четвёртой степени неразрешимы в радика-

лах. Однако если коэффициенты уравнения связаны  некоторыми дополнительными соотноше-
ниями, то это уравнение разрешимо в радикалах. Так, для произвольных комплексных  

чисел k , m , n  и l  справедливо тождество ( )8 6 4 3 2 2( )x kx mx nx lx knx k km l x k+ − + + + + + = + ×  

( )6 2x mx nx l km× − + + + , которое при ( )2 4l km n m= − −  приводит к трёхпараметрическому раз-

ложению ( ) ( )( ) ( )( )2 3 32 2x k x mx n m x mx n m+ + − − + . То есть корни соответствующего 

полинома выражаются в радикалах. Например, при 4k = − , 9m=  и 30n = −  получим уравнение 

( )( )( )2 3 34 3 5 3 5 0x x x x x− + + − − = , разрешимое в радикалах.  

Теорема. Полином шестой степени 6 4 3 2x cx dx ex fx g+ + + + +  можно представить произве-

дением двух полиномов третьей степени вида 3x px q+ +  тогда и только тогда, когда выполняет-

ся равенство ( )2 2 24 0g с e cdf d e f− − + + = . Эта факторизация имеет вид:  

 6 4 3 2x cx dx ex fx g+ + + + + = 3 3

2 2 2 2

с w d v с w d v
x x x x

+ − ±  + + + +  
  

∓
,     (11) 

где ( ) 2f cd vw= ± , 2 4v d g= − , 2 4w c e= − .  

Справедливость разложения (11) легко проверяется перемножением скобок [5]. Если 
2 4g d= , то разложение (11) принимает вид 

22 2
6 4 3 2 3

4 2 4 2 2

с сd d с d
x cx dx x x x x

 + + + + + = + + 
 

 

и полином имеет три двукратных корня. Если 2 4g d=  и 3 22 27 0c d+ = , то полином (11) имеет 
один двукратный и один четырехкратный корень. Тождество (11) является частным случаем фак-
торизации многочлена на трёхчленные множители [6]: 

2 2

2 2 2 2 2
m m n m n n m n m nсd w с w d v с w d v

x cx dx ex x g x x x x
ν+ ± + − ±  + + + + + = + + + +  

  

∓
. 

Если полиномы третьей степени в правой части тождества (11) можно факторизовать с по-
мощью квадратных радикалов, то это алгебраическое уравнение шестой степени оказывается 
разрешимым в квадратных радикалах. Например, корни уравнения 

( ) ( )3 3 3 36 3 2 9 2 0x px p x mx m + + − + + + − = 
 

 можно выразить через коэффициенты p  и m  

с помощью квадратных радикалов. Для произвольных комплексных чисел p  и m  уравнение 

шестой степени  ( ) ( )3 31 2 2 1 2 2 0
2 2

p m
x x p x x m
  − + + − + + =  
  

 имеет корни 

( )1 2 2p− + , ( )1 2 2m− + , следовательно, разрешимо в квадратных радикалах. Пакет при-

кладных программ Mathematica не находит решения в квадратных радикалах этих двух уравне-

ний шестой степени. Даже для численных значений коэффициентов 2p = , 3m=  пакет 
Mathematica выражает корни через кубические радикалы. 
 
Заключение 

Другие примеры разрешимых в квадратных радикалах алгебраических уравнений выше 
третьей степени и некоторые приложения к задачам механики можно найти в [5]. Заметим, что 
кубические уравнения нередко возникают и в физико-технических задачах. Например, уравнение 
Ван-дер-Ваальса (уравнение состояния реального газа) является кубическим уравнением относи-
тельно объёма.  
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Abstract. This article discusses the possibility of constructing with a quadrilateral inscribed in a 
semicircle a ruler and compass. It shows that the problem of constructing an isosceles triangle from its 
three bisectors is equivalent to the trisection of an angle. Examples are given of parametric families of 
equations of the third and sixth degree, for which all roots are expressed through square radicals. A con-
dition is identified under which a sixth-degree polynomial is factorized by third-degree polynomials in 
canonical form. All the factorizations are valid for polynomials with arbitrary complex coefficients. 

Keywords: Newton quadrilaterals; trisection of an angle; cubic equations; solution in square radi-
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О РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТИПА КАРЛЕМАНА  
В КЛАССАХ ОБОБЩЕННЫХ МЕТААНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  
В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ 
 
И.А. Гальмукова1, К.М. Расулов2 
1 Военная академия войсковой противовоздушной обороны Вооруженных Сил Российской  
Федерации им. маршала Советского Союза А.М. Василевского, г. Смоленск,  
Российская Федерация 
2 Смоленский государственный университет, г. Смоленск, Российская Федерация 
E-mail: kahrimanr@yandex.ru 
 

Аннотация. Для полного качественного исследования краевых задач 
типа Карлемана в классах обобщенных метааналитических функций ком-
плексного переменного существенное значение имеет проблема разрешимо-
сти этих задач в явном виде, то есть возможности построения общих реше-
ний рассматриваемых задач, используя лишь формулы решения классиче-
ских краевых задач типа Карлемана для аналитических функций, а также 
решая конечное число систем линейных алгебраических уравнений и/или 
линейных дифференциальных уравнений, для которых матрица системы 
может быть выписана в квадратурах. Рассматривается одна из основных 
краевых задач типа задачи Карлемана в классах обобщенных метааналити-
ческих функций в односвязных областях. Учитывая общее представление 
обобщенных метааналитических функций с помощью пары аналитических 
функций комплексного переменного, устанавливается конструктивный ал-
горитм явного метода решения рассматриваемой задачи в случае, когда но-
сителем краевых условий служит единичная окружность. Доказано, что 
решение исследуемой краевой задачи в единичном круге сводится к реше-
нию двух классических краевых задач типа Карлемана для аналитических 
функций и некоторой системы алгебраических уравнений. Кроме того, опи-
сана полная картина разрешимости рассматриваемой краевой задачи в 
единичном круге и получены условия ее нетеровости. 

Ключевые слова: обобщенная метааналитическая функция; аналитические 
компоненты; краевая задача типа задачи Карлемана; картина разрешимости; 
условия нетеровости краевой задачи; единичный круг. 

 

1. Об актуальности проблемы. Будем полагать, что ℂ  − плоскость переменного z x iy= + , 

а +T  – односвязная область на ℂ , границей которой выступает кривая Ляпунова L , причем 

0z =  принадлежит +T . 
Почти все основные термины и обозначения, используемые в данной работе, были приняты в 

монографии [1].  
Комплексную функцию ( ) ( ) ( )W z =U x,y + iV x,y  переменного z = x+iy  будем называть 

обобщенной метааналитической функцией в +T , если она в этой области является решением 
уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 02
0,

W z W z
A z A z W z

zz

∂ ∂
+ + =

∂∂
           (1) 

где 
1

2
i

z x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
, а ( ) ( )0 1,A z A z  – заданные голоморфные в +T  функции. 

Определяющим характеристическим свойством всякой обобщенной метааналитической в 

области +T  функции ( )W z  является то, что ( )W z  можно представить в виде  

( ) 0( )
0 0[ ( ) ( )] z zW z = z z z eλϕ ϕ+ ++ , если ( ) ( )0 1 вz z Tλ λ +≡               (2) 

или 

( ) 0 1( ) ( )
0 1( ) ( )z z z zW z z e z eλ λϕ ϕ+ += + , если ( ) ( )0 1 вz z Tλ λ +≠ ;   (3) 
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здесь 0 ( )zϕ+ , 1 ( )zϕ+  – так называемые голоморфные компоненты функции ( )W z , являющиеся 

произвольными голоморфными функциями в +T , а ( )0 zλ  и ( )1 zλ  – корни уравнения 

( ) ( )2
1 0 0A z A zλ λ+ + = .           (4) 

 

Функции вида (2) – обобщенные метааналитические функции первого типа, а функции вида 
(3) – обобщенные метааналитические функции второго типа. 

Обозначим символом 2M  класс обобщенных метааналитических в +T  функций вида (2) или 

(3), у которых голоморфные компоненты 0 ( )zϕ +  и 1 ( )zϕ + , а также ( )0 zλ  и ( )1 zλ  принадлежат 

классу (1)( ) ( )A T H L+ ∩ . 

Предлагается к исследованию следующая граничная задача MK : среди всех функций класса 
(1)

2( ) ( )M T H L+ ∩  найти те функции ( )W z , которые удовлетворяют на L   условиям: 

0 0[ ( )] ( ) ( ) ( )F t G t F t g tα+ += + ,               (5) 

( )1 1
[ ( )] ( )

( )
F t F t

G t g t
n n

α+ +∂ ∂= +
∂ ∂

,                                                  (6) 

где 
n

∂
∂

 – производная по внутренней нормали к L , ( )α t  – прямой сдвиг контура L , для которого 

выполняется тождество 

( )t tα α  =  ,                                                                    (7) 

а ( )kG t , ( )( )0,1kg t k =  – заданные на L  функции класса ( ) ( )1H L ; здесь ( ) 0kG t ≠ , ( )' 0tα ≠  и 

( ) ( )' t H Lα ∈ . 

Предложенная выше задача MK  – одна из основных краевых задач типа Карлемана для 

функций из класса (1)
2( ) ( )M T H L+ ∩ . 

В наиболее простом случае, когда ( )t tα ≡ , задача MK  впервые была поставлена и изучена в [1]. 

В общем случае получить решение граничных задач типа MK  в классах (1)
2( ) ( )M T H L+ ∩  

удается лишь методом интегральных уравнений [1, 2]. Но при таком подходе невозможно про-
вести качественное исследование рассматриваемой граничной задачи, так как он не позволяет 
описать полную картину разрешимости такого плана задач и устанавливать их нетеровость. В 
связи с этим в настоящее время остается актуальной проблема отыскания частных случаев, когда 
рассматриваемая граничная задача допускает исчерпывающее исследование в явном виде [3, 4]. 

В настоящей статье устанавливается, что если +T  − единичный круг, то задача MK  может 
быть решена в явном виде, то есть можно получить полную картину ее разрешимости, а также 
установить ее нетеровость. Ввиду схожести предлагаемой логической схемы для построения об-
щего решения задачи MK  в единичном круге как для функций вида (2), так и для функций вида 

(3) в данной статье мы ограничиваемся детальным исследованием задачи MK  в единичном круге 
лишь в классе функций вида (2). 
 
2. Построение общего решения задачи MK  в классе функций вида (2) в случае, когда 

{ :| | 1}T z z+ = < , { :| | 1}L t t= =  
Во-первых, из представления (2) и соотношения [2, с. 304] 

' 'i t t t t
n t t t t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − = − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
,    (8) 

а также в силу выполнения тождества 1t t=  на { :| | 1}L t t= =  условия (5) и (6) можно соответст-
венно записать в виде 

[ ] [ ] [ ] [ ]3 2 3 2
0 1 10 0 1 10( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )t t t t G t t t t t g tα ϕ α α ϕ α ϕ ϕ+ + + +⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ,                  (9) 
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3 2 20 01
0 0

0
0 1

3 2 20 01
11 0 0

[ ( )] [ ( )][ ( )]
[ ( )] [ ( )] [ ( )] ( ) [ ( )] [ ( )]

[ ( )]
( ) [ ( )] ( ) [ ( )]

( ) ( )]( )
( ) ( ) (

d t d td t
t t t t t t

dt dt dt

d t
t t t t

dt

d t d td t
G t t t t t t

dt dt dt

ϕ α λ αϕ αα α α α λ α ϕ α

λ αα λ α α ϕ α

ϕ λϕ λ ϕ

+ +
+

+

+ +
+

 + + ⋅ + ⋅ + 
 

 + ⋅ + + = 
 

  = + + ⋅ + ⋅  
 

0
0 1 11

)

[ ( )]
( ) ( ) ( ),

t

d t
t t t t g t

dt

λ α λ ϕ +

+

 + ⋅ + + + 
  

   (10) 

где 

[ ] [ ]{ }33
10 0 0 0( ) ( ) ( ) exp ( ) ( ) ( ) ,G t t t G t t t t tα λ α λ α= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅  

[ ] [ ]{ }22
11 1 0 0( ) ( ) ( ) exp ( ) ( ) ( )G t t t G t t t t tα λ α λ α= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ , 

[ ] [ ]{ }3
10 0 0( ) ( ) ( ) exp ( ) ( ) ,g t g t t t tα α λ α= ⋅ ⋅ − ⋅  [ ] [ ]{ }2

11 1 0( ) ( ) ( ) exp ( ) ( )g t g t t t tα α λ α= ⋅ ⋅ − ⋅ . (11) 

Во-вторых, введя вспомогательные голоморфные в круге { :| | 1}T z z+ = <  функции вида 
3 2

0 0 1Ф ( ) ( ) ( )z z z z zϕ ϕ+ + += + ,                                             (12) 

3 2 20 0 01
1 0 0 0 1

( ) ( ) ( )( )
Ф ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

z d z d zz
z z d z d z z z z z z z z

dz dz dz dz

ϕ λ λϕ λ ϕ λ ϕ
+ +

+ + +   = + + ⋅ + + ⋅ + +   
   

,  (13) 

перепишем условия (9) и (10) следующим образом: 

[ ]0 10 0 10Ф ( ) ( )Ф ( ) ( ),t G t t g t t Lα+ += + ∈ ,      (14) 

[ ] ( )1 11 1 11Ф ( ) Ф ( ) ( ),t G t t g t t Lα+ += + ∈ .      (15) 

Выражение (14) – это граничное условие классической задачи типа Карлемана относительно 

функции 0Ф ( )z+ . Сразу отметим, что в силу формулы (12) для функции 0Ф ( )z+  точка 0z =  явля-

ется нулем не ниже 2-го порядка (то есть 0{Ф ;0} 2П + ≥ ). Выражение (15) является граничным ус-

ловием классической задачи типа Карлемана относительно 1Ф ( )z+  [5, с. 172]. 
Предположим, что задачи типа Карлемана (14) и (15) разрешимы и найдены их решения – 

функции 0Ф ( )z+  и 1Ф ( )z+ . Тогда, в силу (12) и (13), для нахождения голоморфных компонент 

0 1( ), ( )z zϕ ϕ+ +  искомой метааналитической функции ( ) 0( )
0 1[ ( ) ( )] z zW z = z z z eλϕ ϕ+ ++  (то есть для 

отыскания решения задачи MK ) нужно решить относительно 0 1( ), ( )z zϕ ϕ+ +  следующую систему: 
3 2

0 1 0

3 2 20 0 01
0 0 0 1 1

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

z z z z z

d z d z d zd z
z z z z z z z z z z z

dz dz dz dz

ϕ ϕ
ϕ λ λϕ λ ϕ λ ϕ

+ + +

+ +
+ + +

 + = Φ

    + + + + + + = Φ    

   

    (16) 

Решая систему (16), получаем: 

0 02

1
( ) ( ), ,

2
z W z z T

z
ϕ + + += − ∈                                                     (17) 

1 1

1
( ) ( ), ,

2
z W z z T

z
ϕ + + += ∈                                                       (18) 

где 

0 0 0
0 1 0 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,

d z z d z
W z z z z z z T

dz z dz

λ λ
+ +

+ + +Φ Φ = Φ − + − − ∈ 
 

,                     (19) 

0 0 0
1 1 0 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 3 ,

d z z d z
W z z z z z z T

dz z dz

λ λ
+ +

+ + +Φ Φ = Φ − + − − ∈ 
 

.                    (20) 
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Наконец, определим условия, при которых функции 0 1( ) , ( )z zϕ ϕ+ + , задаваемые по формулам 
(17), (18), будут голоморфными в 0z = . Из формул (17) и (18) вытекает, что для этого 
голоморфная в круге T +  функция 0 ( )W z+  должна иметь в точке 0z =  нуль не ниже 2-го порядка, 

а для функции 1 ( )W z+  точка 0z =  должна быть хотя бы простым нулем, то есть Π 0{ ; 0} 2W+ ≥ , 

Π 1{ ; 0} 1W+ ≥ . 

Пусть функции 0 ( )z+Φ , 1 ( )z+Φ  и 0( )zλ  имеют следующие разложения в точке 0z = : 

2
0

0

( ) k
k

k

z z a z
∞

+

=

Φ = ∑ , 1
0

( ) k
k

k

z b z
∞

+

=

Φ =∑ , 0
0

( ) ,k
k

k

z p z z Tλ
∞

+

=

= ∈∑ .          (21) 

Подставляя вместо функций 0 ( )z+Φ , 1 ( )z+Φ , 0( )zλ  их разложения (21) в правые части формул 
(19) и (20), будем иметь: 

1 1
0

0 1 0 0 0

( ) ( 2)k k k k k
k k k k k

k k k k k

W z b z z k p z p z z a z k a z
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − +

= = = = =

 = − ⋅ + − − + 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

1 1
1

0 1 0 0 0

( ) 3 ( 2)k k k k k
k k k k k

k k k k k

W z b z z k p z p z z a z k a z
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − +

= = = = =

 = − ⋅ + − − + 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Из последних разложений видно, что условия Π 0{ ; 0} 2W+ ≥  и Π 1{ ; 0} 1W+ ≥  будут обеспечены, 
если выполняются равенства вида: 

( )
0 0 0

1 0 1 0 0

0,

2 1 0.

b p a

b p a p a

− =
 − − − =

           (22) 

Тем самым, установлена достоверность следующей теоремы. 
Теорема 1. Если { : 1}T z z+ = <  является единичным кругом, то решение задачи MK  в 

классе функций вида (2) сводится к решению двух классических задач типа Карлемана (14) и (15) 

относительно голоморфных в +T  функций 0 ( )z+Φ  и 0 ( )z+Φ , причем задача MK  в единичном 
круге разрешима тогда и только тогда, когда одновременно разрешимы вспомогательные 
задачи (14) и (15), а также выполняются условия (22). 
 
3. О нетеровости задачи MK  в случае, когда { : 1}T z z+ = < . Теорема 1 показывает, что кар-

тина разрешимости задачи MK  складывается из картин разрешимости задач (14) и (15). 
В силу тождества (7) из краевого условия (14) можно получить равенство [5, с. 172] 

( )10 10 0 10 10 10( )] ( ) ( ) ( )] ( ) ( )], ,1 [ [ [G t G t t G t g t t t Lgα α α+⋅ Φ = ⋅ ∈− ⋅ +          (23) 

а из (15) – равенство 

( )11 11 1 11 11 11( )] ( ) ( ) ( )] ( ) ( )], .1 [ [ [G t G t t G t g t t t Lgα α α+⋅ Φ = ⋅ ∈− ⋅ +         (24) 

Из (23) и (24) следует, что если хотя бы при одном из значений параметра k  ( 0,1)k =  будем 

иметь 1 1( )] ( )1 [ 0k kG t G tα ⋅− = , но 1 1 1( )] ( ) ( )] 0[ [k k kG t g t tgα α⋅ ≠+ , то задача MK  неразрешима. Если 

же 1 1( )] ( )1 [ 0k kG t G tα ⋅− ≠  и 1 1 1( )] ( ) ( )] 0[ [k k kG t g t tgα α⋅ ≠+  ( 0,1)k = , то задачи (14) и (15) сводятся к 
задачам об аналитическом продолжении, а значит, не являются нетеровыми. 

Но [5, с. 188] для того, чтобы обе вспомогательные краевые задачи типа Карлемана (14) и 
(15) были нетеровыми, необходимо и достаточно, чтобы функции 1 ( ),kG t  1 ( )kg t  ( 0,1)k =  на L  
удовлетворяли следующим условиям: 

 

1 1( )] ( )1 [ 0k kG t G tα ⋅− =  и 1 1 1( )] ( ) ( )] 0[ [k k kG t g t tgα α⋅ =+  ( 0,1)k = .    (25) 
Следовательно, на основании теоремы 1 и представления (2) получаем такой результат: 

Теорема 2. Если область +T  является единичным кругом, то для нетеровости задачи MK  в 
классе функций вида (2) необходимо и достаточно выполнение условий (25). 
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Abstract. This paper researches the boundary value problems of the Carleman type in classes of 
generalized meta-analytic functions of a complex variable and develops effective numerical methods to 
solve these problems. The explicit solution is of substantial significance. In other words there is the pos-
sibility of solving these problems with formulas of the classical Carleman problem for analytical func-
tions and a finite number of linear algebraic equations and/or linear differential equations when the ma-
trix of the system can be written in quadratures. The paper considers one of the main boundary value 
problems of the Carleman type in classes of generalized meta-analytic functions in simply connected 
domains. Using a representation of generalized meta-analytic functions using a pair of analytic functions 
of a complex variable, a constructive algorithm for an explicit method for solving the problem is estab-
lished in the case when the unit circle is the carrier of the boundary conditions. 

The paper proves that the solution of the boundary value problem in the unit circle is reduced to the 
solution of two classical boundary value problems of the Carleman type for analytic functions and some 
systems of algebraic equations. In addition, the paper describes the solvability of the boundary value 
problem in the unit circle and obtains conditions for its Noetherian property. 

Keywords: generalized meta-analytic function; analytic components; boundary value problem of 
the Carleman type; solvability picture; conditions for the boundary value problem to be Noetherian; 
unit circle. 
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БИГАРМОНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА НЕЙМАНА С ДВОЙНОЙ 
ИНВОЛЮЦИЕЙ 
 

В.В. Карачик 
Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: karachik@susu.ru 
 

Аннотация. Исследуются вопросы разрешимости нового класса крае-
вых задач с нелокальными условиями Неймана для бигармонического 
уравнения в шаре. Нелокальные условия задаются в виде связи значений 
искомой функции в различных точках границы. При этом граничный опе-
ратор определяется с помощью матриц отображений типа инволюции. До-
казана теорема существования и единственности решения рассматриваемой 
задачи и найдено интегральное представление решения рассматриваемой 
задачи 

Ключевые слова: нелокальная задача Неймана; бигармоническое уравнение; 
условия разрешимости; функция Грина. 

 

Введение. Краевые задачи, заданные в виде связи значений искомой функции в различных 
точках области или границы, принято называть задачами типа Бицадзе–Самарского или нело-
кальными задачами. Задача такого типа впервые была исследована в работе [1], а более подробно 
возникновение таких задач при математическом моделировании некоторых процессов в плазме 
изложено в [2]. Методы решения и приложения нелокальных краевых задач типа Бицадзе–
Самарского к прикладным задачам различных отраслей науки изложены в [3]. Нелокальные 
краевые задачи для различных дифференциальных уравнений исследованы в работах [4–8]. От-
метим, что, наверное, впервые краевые задачи с преобразованными аргументами в двумерном 
случае были рассмотрены D. Przeworska-Rolewicz в [9]. Нелокальные краевые задачи c инволю-
циями в n -мерном случае были изучены в работах [10, 11]. В [12] исследовалась задача Неймана 
для бигармонического уравнения с простой инволюцией. В работах [13, 14] для нелокального 
уравнения Пуассона и нелокального бигармонического уравнения изучены основные краевые 

задачи с отображениями вида kS , где S – ортогональная матрица. Настоящая работа является 
продолжением исследований, приведенных в работе [12] в случае двойной инволюции.  

Пусть { :| | 1}nx xΩ = ∈ <R  – единичный шар в n
R , 2n ≥ , а { :| | 1}nx x∂Ω = ∈ =R  – единичная 

сфера.  Пусть также 1 2,S S  – две действительные коммутативные ортогональные n n×  матрицы 

такие, что , , 1,2il
i iS I l N i= ∈ = , где { }1 2, 0l l N∈ ∪ . Обозначим 2 1l l=ℓ  и рассмотрим последова-

тельность действительных чисел 
1 1 1 2 10 1 2 1 ( 1) 1 1,..., , ,..., ,..., ,...,l l l l la a a a a a− − − − −ℓ , которую обозначаем 

через a . Если  записать индекс суммирования i  в форме 2 1 2 1 1( , )i i i i l i= ≡ + , где 0,1,..., 1k ki l= − , 
где 1,2,k =  тогда компоненты a  могут быть записаны в виде 

1 1 2 1 2 1(0,0) (0, 1) (1,0) (1, 1) ( 2, 1) ( 1, 1),..., , ,..., ,..., ,...,l l l l l la a a a a a− − − − − − . 

Ясно, что если 0 i≤ < ℓ , то тогда { } [ ]1 1 2 1/ , /i i l i i l= = , где [.] и {.} являются целыми и дроб-

ными частями числа соответственно. Далее последовательность a  будем также рассматривать  
как вектор ( )0 1 1, , ,a a a −=a

ℓ
… . 

Замечание 1. Очевидно, что 2 2| | ( , ) ( , ) | |T
i i i i ix S S x x S x S x S x= = = . Поэтому верны утверждения 

ix S x∈Ω⇒ ∈Ω  и iy S y∈∂Ω⇒ ∈∂Ω . Введем нелокальный оператор, образованный вектором a : 

( )
2 1

2 1

2 1

2 1

( 1, 1)

( , ) 2 1
( , ) 0

( )
l l

i i
i i

i i

B u x a u S S x
− −

=

= ∑a , 

где x∈∂Ω . Отметим, что в работах [15, 16] исследовались собственные функции для оператора 
Лапласа с двойной и множественной инволюцией.  

Рассмотрим в Ω  следующую краевую задачу.  
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Задача Неймана. Найти функцию ( ) ( )4 2( )u x C C∈ Ω ∩ ∂Ω , удовлетворяющую бигармониче-

скому уравнению 
2 ( ) ( ),u x f x x∆ = ∈Ω                                                       (1) 

и нелокальным граничным условиям 
2

0 12
( ), ( ),

u u
B h x B h x x

n n∂Ω ∂Ω

∂ ∂= = ∈∂Ω
∂ ∂ca ,                                    (2) 

где n  – внешняя нормаль к единичной сфере ∂Ω . 
Вспомогательные утверждения. Для изучения приведенной выше задачи (1), (2) нам пона-

добятся некоторые вспомогательные утверждения. Введем функцию 
2 1

2 1
2 1

2 1

( 1, 1)

( , ) 2 1
( , ) 0

( ) ( ) ( )
l l

i i
i i

i i

v x uB x a u S S x
− −

=
= = ∑a ,

   

(3) 

где x∈Ω  или x∈∂Ω , а суммирование ведется в порядке возрастания по индексу 

2 1 2 1 1( , ) ·i i i i l i= ≡ +  в следующем порядке 

1 1 2 1 2 1(0,0), ,(0, 1),(1,0), ,(1, 1), , ( 2, 1), , ( 1, 1)l l l l l l− − … − − … − −…… . 

Из равенства (3), учитывая, что 2 1
2 1
l lS S I= = , легко заключить, что функции вида 2 1

2 1( )j jv S S x , 

где 0, , 1j = … −ℓ , можно линейно выразить через функции 2 1
2 1( )i iu S S x. Если рассмотреть сле-

дующие векторы порядка ℓ  

( ) ( )2 1 2 1
2 1 2 10, , 1 0, , 1

( ) ( ) , ( ) ( )
t ti i i i

i i
U x u S S x V x v S S x

= − = −
= =

ℓ … ℓ…

,  (4) 

 то эта зависимость имеет вид ( ), , 0, , 1
( ) ( )i j i j

V x a U x
= … −

=
ℓ

 

и ее можно представить в матричном 

виде  

(2)( ) ( )V x A U x= ,     (5) 

где ( )(2) , , 0, , 1i j i j
A a

= … −
=

ℓ
 – соответствующая матрица порядка ×ℓ ℓ . Нижний индекс у (2)A  озна-

чает, что матрица порождается двумя коммутативными инверсиями 1 2,S S . Из (3) следует (5). 
Верно и обратное, поскольку первая строка (5) и есть (3).  

Для описания свойств матрицы (2)A
 
рассмотрим  операцию сложения индексов коэффициен-

тов матрицы в следующем смысле: 

2 1 2 1 2 2 2 1 1 1( , ) ( , ) (( mod ),( mod ))i j i i j j i j l i j l⊕ = ⊕ ≡ + + , 

где 2 1( , )i i  – это представление индекса i , как указано выше. Ясно, что ⊕  является коммутатив-

ной и ассоциативной операцией над {0, , 1}i ∈ −… ℓ . Определим  

2 2 2 1 1 1( mod , mod )i j i j l i j l= − −� . 

Например, если 1 2l = , 2 3l = , то (2,1) (1,1)=�  или 5 3=� . Распространим операции ⊕  и �  

на все числа вида 2 1( , )i i , полагая 2 1 2 2 1 1( , ) ( mod , mod )i i i l i l≡ . Например, если 1 2l = , 2 3l = , то 
(1, 1) (1,1)− =  и (5, 3) (2,1)− = . 

Теорема 1. [15, теорема 1]. Матрица (2)A  из равенства (5)  может быть представлена как 

( ) ( )(2) , , 0, , 1 , 0, , 1i j j ii j i j
A a a

= − = −
≡ =

… …ℓ ℓ
�

.         (6) 

Линейная комбинация матриц вида (6) является матрицей вида (6).  
Нам будут необходимы следующие следствия из этой теоремы. 
Следствие 1. Матрица (2)A  однозначно определяется своей первой строкой ( )0 1, ,a a −=a

ℓ
… .  

Следствие 2. Матрица (2)A  имеет структуру матрицы, состоящей из 2 2l l×  квадратных бло-

ков, каждый из которых является матрицей размера 1 1l l×  и типа (1)A .  
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Если представить вектор a  в виде векторов 
20 1( , , )l −=a a a… , где 

2 2 1 2 1( 1) 1( , , )j j l j la a + −=a …  то-

же вектор, и обозначить 2
2

( )
(1)(1) ( )j

jA A= a , тогда верно равенство  

2

2 2
2

( 1)(0) (1)
(1) (1) (1)

( 1) ( 2)(0)
( 1)(0) (1) (1) (1) (1)

(2) (1) (1) (1) (1)

(1) (2) (0)
(1) (1) (1)

( ) , , ,

 

 

 

( )

l

l l
l

A A A

A A A
A A A A A

A A A

−

− −
−

 
 
 
 = ≡
 
 
 
 

a
…

…

…

…

…

, 

где блочная матрица повторяет структуру матрицы (1)A  размера 2 2l l× . 

Следствие 3. Транспонированная матрица (2)( )tA a  имеет структуру матрицы (2)
tA  и, кроме 

того, (2) (2)( ) ( )tA A=a c , где 
2 1 2 1 2 1( , ) ( , ) 0, ,( 1, 1)( )j j j j l la − − = − −=c

…
, а обе компоненты 2j−  и 1j−  берутся по 

2mod l  и 1mod l  соответственно. 
Теорема 2. [15, теорема 2]. Произведение матриц вида (6)  является снова матрицей вида (6) 

и верно равенство (2) (2) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( )A A A A=a d d a . 

Следующая теорема дает представление о собственных векторах и собственных значениях 
матриц вида (2)A  из (6). Из [15, теорема 3] следует следующее утверждение. 

Теорема 3. Собственные векторы матрицы (2)( )A a  можно выбрать в виде 

( )2
2 1 1 2 1 12

1
k ( , ) , , ,

t

k kk k k k k
l −= = λ λe e ee e … ,  ( )1

1
1 1

11, , ,
t

k k
l

k
−= λ λe … , 

где  
1

1
1

2i
k

l
k e

π
λ =   –  корень степени 1l  из единицы,  1 10, , 1k l= −…  и 

2

2
2

2i
k

l
k e

π
λ =  – корень степени 

2l  из единицы, 2 20, , 1k l= −… . 

Обозначим 
1

2 1

2 1

12

2

,(
(

)
, )k

j j j j
k k k
j

k≡ = λ λλ λ . Тогда из теоремы 3 вытекает следующее утверждение.   

Следствие 4. Собственный вектор матрицы (2)( )A a  с номером 2 1( , ) 0, , 1k k k= = −… ℓ , где 

1 10, , 1k l= −… , 2 20, , 1k l= −…  можно представить в виде 

( ) ( )2 1

2 1
2 1 2 10, , 1 ( , ) 0, ,( 1, 1)

,
tt j jj

k k j j j l lk k= − = − −
= λ≡ λe λ

…ℓ …

               (7) 

а собственное число, соответствующее этому собственному вектору, определяется из равенства 
2 1

2 1
2 1 2 1

2 1

( 1, 1)1

( , )
0 ( , ) 0

( )
l l

j jj
k

t
k j j j kk

j j
k

j

a a
− −−

= =
µ λ λ = ⋅= =∑ ∑λ

ℓ

a a e .               (8) 

Замечание 2. Если положить 2 1
2 1
j jj S S=S , то оператор Ba  можно переписать в виде 

( )
1

0

( )( )
j

j
jB u x ua x

−

=
=∑a S
ℓ

. 

Теорема 4. Пусть 0t
k ≠⋅a e  при , 10,k −= … ℓ , где собственные вектора ke  находятся из (7). 

Тогда существует матрица обратная к матрице (2)( )A a
 
и она имеет вид 

( )(2) 1
1 1

0
1

diag( ) , ,A− −
−= Μ µ µ Μa
ℓ

…
ℓ

,    (9) 

где ( )10, , −Μ = e e
ℓ

… . Матрица Μ  является симметричной и ортогональной. 

Доказательство.  Поскольку ke  – собственный вектор матрицы (2)( )A a , то  верно равенство 

( )0 0( ) 1 12 ,( ,)A − −Μ = µ µa e e
ℓ ℓ

… , и значит 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 1 0 0 1 1) 0 1( 12 0diag , , , , diag , , ,( ) ,A − − −

− − − − −Μ µ µ = µ µ µ µ = = Μa e e e e
ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

… … … … . 
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Отсюда следует, что 

( )1(2)
1 1

0diag , ,( )A − −
−Μ µ µ Μ = ΜΜa
ℓ

… . 

Пусть 
2 1( , )j j j=e e  и 

2 1( , )i i i=e e  – два разных столбца матрицы Μ , т. е. j i≠ . Тогда из (7), ис-

пользуя равенства 
2 2 2 2j i j i−λ λ = λ и 

1 1 1 1j i j i−λ λ = λ , запишем 

( ) ( )2 1 2 1
2 12 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1
( , )( , )

( , ) 0, ,( 1, 1) ( , ) 0, ,( 1, 1)

tk k k k
i i ij j j j j i ik k l k k l l

t

l= − − = − −
= λ λ= ⋅ ⋅ λ =λe e e e

… …

 

2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 12 1

2 2 1 12 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

( 1, 1) ( 1, 1) ( 1, 1) 1 1

( , ) 0 ( , ) 0 ( , ) 0 0 0

( ) ( )
l l l l l l l l

k k k k k k k kk k
j i j ij j i i j i j i j i j i

k k k k k k k k

− − − − − − − −

− − − −
= = = = =

= λ λ λ λ = λ λ λ λ = λ λ = λ λ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
. 

Пусть 2 2 0j i− ≠ , тогда 
2 2

1j i−λ ≠ , и по простому комбинаторному тождеству находим 

22
2 22

2 2
2 22

1

0

1
0

1

ll
j ik

j i
j ik

−
−

−
= −

λ −
λ = =

λ −∑ . 

Если же 2 2 0j i− = , тогда 
2 2

1j i−λ = , и значит, 2 2

2 22

1
20

l k
j ik

l
−

−= λ =∑ . Поэтому  

1

0

0kk
iij j

k

j i

j i

−

=

≠
⋅ = =  =

∑e e λ λ
ℓ

ℓ
.     (10) 

Матрица Μ  симметрична. Действительно, поскольку 2 2

2 2

j i
i j=λ λ  и 1 1

1 1

j i
i j=λ λ , то 

( ) ( )2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

( , ) 0, ,( 1, 1) ( , ) 0, ,( 1, 1)

( , ) 0, ,( 1, 1) ( , ) 0, ,( 1, 1)

ti i j jt
i i l l i i l lj j i i
j j l l j j l l

= − − = − −
= − − = − −

Μ = λ λ = λ λ =… …

… …

 

( ) ( )2 1
2 1 2 12 1

2 1 2 1

( , ) 0, ,( 1, 1)
, 0, , 1

( , ) 0, ,( 1, 1)

i i
i i l l

i j
j j l l

i
jj j = − −

= −
= − −

= λ λ = =Μλ…
… ℓ

…

. 

Отсюда следует, что i -я строка матрицы Μ  имеет вид t
ie . Это означает, что  

( )
, 0, , 1

.ji i j
I

= −
=Μ ⋅Μ = e e

… ℓ
ℓ  

Используя полученное равенство, можно записать  

( )(2) 1
1

0
1 1

di( ) ag , ,A I I−
−Μ µ µ Μ = =a

ℓ
… ℓ

ℓ ℓ
. 

Теорема доказана. 
Теорема 5. Пусть матрица (2)( )A a  не особенная, тогда обратная к ней матрица имеет вид 

1
(2) (2)( ) ( )A A− =a b , где  

1

0

1
, 0, , 1

j
k

j
kk

b j
−

=
= = −

µ∑
λℓ

… ℓ
ℓ

.         (11) 

Доказательство.  Пусть матрица (2)( )A a  обратима, тогда ее собственные числа, находимые 

из (8), отличны от нуля, т. е. 0kµ ≠ , и поэтому применима теорема 4. Обозначим элементы об-

ратной матрицы как ( )1
(2), ,

( )i j
i j

Ab −= a  при , 0, , 1i j = −… ℓ . Тогда по формуле (9), используя сим-

метричность Μ , найдем 

( )( )
1 1 1 1

1
, 0 ,

0 0 0
1

0

1 1 1 1 1
diag , ,

j ik i jk
ki jki k

i j j
i j

k k k kk k k k

b
−−− − − −

−−

= =
−

−

= =
= Μ µ µ Μ = = = =

µ µ µ µ∑ ∑ ∑ ∑
λ λλ λ

λ
ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ
…

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
. 

Если воспользоваться обозначением (11), то имеем , ii j jb b=
�

, где jb  определяется из (11) . 

Значит, по теореме 1 ( )
, 0, ,

1
) 1(2 (2)( ) ( )

i jj iA Ab−
= −

= =a b
…ℓ

�
. При 0i =  получаем первую строку 

(2)( )A b , что доказывает равенство (11) . Теорема доказана. 
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Следствие 5. Нетрудно видеть, что согласно (10) и (11) 
1 1 1 1 1

,

0 0 0 0 0

1 1 1 1
.

− − − − −

= = = = =

δ
= = =⋅ =

µ µ µ µ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
λ

b e λ λ λ
ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

i
ij j k
j

j j j

t i i
k k k

ki j j i j

 

Кроме того, вектор b  можно найти по формуле 
1

−= Μb µ
ℓ

, где  ( )
0, , 1

1

k
k− = −
−= µµ

… ℓ

. Будем 

считать, что ∗ =a b . 

Следствие 6. Если матрица (2)( )A a  не особенная, то собственные векторы матрицы 1
(2)( )A− a  

равны ke , 0, , 1k = −… ℓ , а собственные значения имеют вид 1( )k
−µ a .  

Задача Неймана. Сформулируем основной результат. Обозначим через 4( , )G x ξ  функцию 

Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения в шаре [17] и 
1 k

n
k xk

u x u=Λ =∑ .   

Теорема 6. Пусть 2
0 ( )h C +ε ∂Ω∈ , 1

1 ( )h C +ε ∂Ω∈ , 1( )f C∈ Ω  и 0t
k ≠⋅a e , 0t

k ≠⋅c e  при 

, 10,k −= … ℓ , где собственные векторы ke  находятся из (7). Тогда решение задачи Неймана (1), 
(2) существует и единственно с точностью до константы при выполнении условия 

( ) ( ) ( )0
2

1
0 0

1 1
1

( ) ( )

1
| | ( )

2
h ds h ds fdξ ξ∂Ω ∂Ω Ω

ξ ξ = −
µ µ

− ξ ξ ξ∫ ∫ ∫a c
.         (12) 

Это решение можно представить в виде 
1

0
( ) ( )

dt
u x v tx

t
= ∫ , где 

2 2 2

0 0 1 4
1 | | 1 | | 1 | | 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )( 4) ( )
2 2 2 n

B B B
x x x

v x v x v x v x G x f d∗ Ω∗ ∗
+ − −= + Λ − + ξ Λ + ξ ξ

ω ∫a a c ,  (13) 

а функции 0ˆ ( )v x , 1̂( )v x  – гармонические в Ω  и такие, что 0 0v̂ h∂Ω = , 1 1v̂ h∂Ω = .  

Доказательство. Воспользуемся теоремой 5. Из нее вытекает следующее утверждение. 
Лемма 1. Граничные условия (2) могут быть преобразованы к виду  

2

0 12
( ), ( ),

u u
B h x B h x x

n n∂Ω ∂Ω
∗ ∗

∂ ∂= = ∈∂Ω
∂ ∂a c .                                    (14) 

Доказательство. В начале предыдущего раздела было установлено, что (3)⇔ (5). Обозна-
чим вектор b , находимый по вектору a  из следствия 5, как = ∗b a . Тогда, в соответствии с обо-
значениями из (4), 

1
(2) (2) (2)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),−= ⇒ = =a a bV x A U x U x A V x A V x  

откуда следует, что ( ) ( )Bu x v x∗= a  и значит, ( ) ( ) ( ) ( )v x u x u x v xB B ∗= ⇒ =a a . Поэтому  

0( )
u u

B B B h x
n n∂Ω ∂

∗ ∗
Ω

∂ ∂= =
∂ ∂a a a , 

2 2

12 2
( )

u u
B B B h x

n n∂Ω ∂
∗ ∗

Ω

∂ ∂= =
∂ ∂c c c . 

Лемма доказана. 
В соответствии с леммой 1 задача Неймана (1)–(2) сводится к задаче Неймана (1)–(14). Да-

лее, как показано в [18, 19], задача Неймана (1)–(14) преобразуется к задаче Дирихле  
2 4( ) ( ) ( ),v x f x x∆ = Λ + ∈Ω ,                                                  (15) 

0 0 1( ), ( ) ( ),
v

v B h x B h x B h x x
n∂ ∗ ∗ ∗Ω

∂Ω

∂= = + ∈∂Ω
∂a a c ,                              (16) 

причем решение ( )u x  задачи Неймана (1)–(14) существует, только если (0) 0v =  и это решение 

имеет вид 
1

0
( ) ( )

dt
u x v tx

t
= ∫ . 

Лемма 2. Решение следующей нелокальной задачи Дирихле для уравнения Лапласа  
0,u x∆ = ∈Ω ,   ( ),u B g x x∂Ω = ∈∂Ωa                       (17) 

записывается в виде ˆ( ) ( )u x B u x= a , где ˆ( )u x  – решение обычной задачи Дирихле 
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ˆ 0,u x∆ = ∈Ω ,   ˆ ( ),u g x x∂Ω = ∈∂Ω .                   (18) 

Доказательство. Обозначим ядро Пуассона задачи Дирихле (18) в шаре Ω  как 
21 1 | |

( , )
| |nn

x
P x

x

−ξ =
ω − ξ

. 

С учетом замечания 1 имеем 2 1 1
2 1 1| | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | |j jj j j jSx x x xS S x− ξ = − ξ = − ξ = − ξ = − ξS S S , а по-

этому ( ) ( ), ,j jP x P xξ = ξS S . В силу [15, лемма 4.1] справедливо равенство 

( ) ( )jg ds g dsξ ξ
∂Ω ∂Ω

ξ = ξ∫ ∫S . Тогда решение задачи (17) записывается в виде  

( ) ( ) ( )2 1

2 1

2 1

( 1, 1)

( , )
( , ) 0

( ) , ( ) ,
l l

i
i i

i i

u x P x B g ds a P x g ds
− −

ξ ξ
=∂Ω ∂Ω

= ξ ξ = ξ ξ =∑∫ ∫a S

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1

( 1, 1) ( 1, 1)

( , ) ( , )
( , ) 0 ( , ) 0

ˆ, , ( )
− − − −

ξ ξ
= =∂Ω ∂Ω

= ξ ξ = ξ ξ =∑ ∑∫ ∫ aS S S S
l l l l

i i i i
i i i i

i i i i

a P x g ds a P x g ds B u x. 

Лемма доказана. 

В силу [12, 20], поскольку 2
0 ( )h C +ε ∂Ω∈ , 1

1 ( )h C +ε ∂Ω∈ , 1( )f C∈ Ω , то 2
0 ( )B h C +ε

∗ ∈ ∂Ωa , 
1

1 ( )B h C +ε
∗ ∈ ∂Ωc , а значит, решение задачи Дирихле (15)–(16) можно представить в форме  

2 2

0 0 1 4
1 | | 1 | | 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )( 4) ( )
2 2 n

x x
v x v x v x v x G x f d

Ω

− −= + Λ − + ξ Λ + ξ ξ
ω ∫ , 

где 0 1( ), ( )v x v x  – решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа при граничных условиях 

00 ( )v B h x∗∂Ω = a ,  0 11 ( ) ( )B h x Bv h x∗ ∗∂Ω += a c , а 4( , )G x ξ  – функция Грина задачи Дирихле для би-

гармонического уравнения в шаре [17]. В силу леммы 2  

0 0ˆ( ) ( )v x B v x∗= a , 1 0 1ˆ ˆ( ) ( ) ( )B Bv x v x v x∗ ∗= +a c , 

где гармонические функции 0ˆ ( )v x , 1̂( )v x  такие, что 0 0v̂ h∂Ω = , 1 1v̂ h∂Ω = . Поэтому функция ( )v x  

примет вид (13). Найдем значение (0)v . Нетрудно видеть, что  

( ) ( )
2 1

2 1

2 1

( 1, 1)

( , ) 0
( , ) 0

0 0ˆ(0 ( ,) 0)
l l

i i
i i

v vB h dx a P s∗

− −

ξ
= ∂Ω

= ∗ ξ ξ == ∑ ∫a

 

( ) ( ) ( )
2 1

2 1

2 1

( 1, 1)
0

0 ( , ) 0 0
0( , ) 0

( ) 1

( )

1 − −

ξ ξ ξ
=∂Ω ∂Ω ∂Ω

∗
ω ω

µ
= ξ ∗ = ξ = ξ

ωµ∑∫ ∫ ∫
a

a

l l

i i
i nin n

h ds a h ds h ds, 

поскольку по формуле (8)  имеем 
2 1 2 1

2 1
2 1 2 1

2 1 2 1

( 1, 1) ( 1, 1)1

( , ) ( ,0 )0
0 ( , ) 0 ( ,

0
0

0
)

( )
− − − −−

= = =
= =µ λ λ =∑ ∑ ∑a λ
ℓ l l l l

j jj
j j j j j

j j j j j

a a a  

и по следствию 5 00 0( ) 1 / ( )tµ = = µ∗ ⋅a b e a . Кроме того, ( )0ˆ (0) 0vB ∗Λ =a , поскольку гармониче-

ская функция 0ˆ ( )v xB ∗Λ a  не имеет в своем разложении в окрестности нуля свободного члена. 

Аналогично найдем значение 1(0)v . Таким образом, находим 

( ) ( )0 1
0 0

4
1 1 1

(0) (0
1 1

( )
, )( 4) ( )

)2 2 (n n n

h ds h dv f ds Gξ ξ∂Ω ∂Ω Ω
ξ= − + ξ Λ + ξ ξ

ω µ ω ω
ξ

µ ∫ ∫ ∫a c
. 

В силу [12, лемма 3] справедливо равенство 
2

4
1 | |

(0, )( 4) ( ) ( )
4

G f d f d
Ω Ω

− ξξ Λ + ξ ξ = ξ ξ∫ ∫
 

и значит,  

( ) ( ) ( )0 1
2

0 0

1 1
(0) 1 | | ( )

2 2

1 1

( ) ( )ξ ξ Ω
∂Ω ∂Ω

ξ ξ
µ

 
= − + − ξ ξ

µ
ξ 

 ω  
∫ ∫ ∫a cn

h fhv dds ds .
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Поэтому условие  разрешимости (0) 0v =  задачи (15), (16), а значит, и задачи (1), (2) прини-

мает вид (12). Само решение записывается в виде 
1

0
( ) ( )

dt
u x v tx

t
= ∫ , где функция ( )v x  находится 

из (13). Теорема доказана. 
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Abstract. This paper studies the solvability of a new class of boundary value problems with nonlo-
cal Neumann conditions for a biharmonic equation in a sphere. Non-local conditions are specified in the 
form of a connection between the values of the desired function at different points of the boundary. In 
this case, the boundary operator is determined using matrices of involution-type mappings. The theorem 
of existence the and uniqueness of the solution is proved and the integral representation of the solution 
to the problem under consideration is found. 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ОСКОЛКОВА 
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Южно-Уральский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: kitaevaog@susu.ru 
 

Аннотация. Рассматривается линейная стохастическая система урав-
нений Осколкова, которая моделирует течение вязкоупругой несжимаемой 
жидкости. Изучается вопрос об устойчивости решений этой системы. Для 
этого стохастическая система уравнений Осколкова рассматривается в виде 
стохастического линейного уравнения соболевского типа. В качестве иско-
мой величины выступает стохастический процесс, который не имеет произ-
водной по Ньютону–Лейбницу ни в одной точке. Поэтому мы используем 
производную стохастического процесса в смысле Нельсона–Гликлиха. По-
казано, что при определенных значениях параметров, характеризующих 
упругие и вязкие свойства жидкости, существование неустойчивого и ус-
тойчивого инвариантных пространств стохастической системы уравнений 
Осколкова.  

Ключевые слова: стохастическая система уравнений Осколкова; производ-
ная Нельсона–Гликлиха; инвариантные пространства. 

 
Введение 

Рассмотрим систему Осколкова 

( )2 2 , 0,− ∇ = ∇ − ∇ =tu u p uλ ν       (1) 

0( , ) 0, ( , ) , ( ,0) , ,= ∈∂ × = ∈ℝu x t x t D u x u x D 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 nu x,t = u x,t ,u x,t ,…,u x,t  и p  характеризуют вектор скоростей и градиент давле-

ния. Система (1) является линеаризацией системы 

( ) ( )2 2 , 0,− ∇ = ∇ − ⋅∇ − ∇ ∇ =tu u u p uλ ν  

которая была получена А.П. Осколковым [1] для описания течения вязких жидкостей, обладаю-
щих свойством упругости. 

Мы будем исследовать вопрос об устойчивости решений системы (1) со стохастическими на-
чальными данными. В качестве начального условия выберем случайную величину 

0(0) =η η               (2) 
и систему (1) будем рассматривать в виде стохастического уравнения соболевского типа [2–5] 

о
ηL = Mη .              (3) 

Решением стохастического уравнения является стохастический процесс, который не диффе-
ренцируем ни в одной точке. Поэтому в качестве производной стохастического процесса η  бу-

дем рассматривать производную Нельсона–Гликлиха 
о
η  [6]. 

Исследование разрешимости детерминированной системы Осколкова начато в [1] при усло-
вии, что параметры ∈ℝ+λ,ν . В работе [7] вопрос о существовании решений решался с помощью 

метода фазового пространства при \ {0}, +∈ ∈ℝ ℝλ ν . Было показано существование 
экспоненциальной дихотомии решений.  

Нашей целью является изучение устойчивости решений стохастической системы (1) в тер-
минах устойчивых и неустойчивых инвариантных пространств. Статья состоит из двух частей. В 
первой части рассматривается система (1) в пространствах случайных K -величин, показана раз-
решимость стохастической системы (1). Во второй части доказывается существование устойчи-
вого и неустойчивого инвариантных пространств. 
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1. Система Осколкова в пространствах случайных K-величин 
Систему (1) будем рассматривать в пространствах случайных K-величин. Для этого обозна-

чим ( )( )2 2
2 ,=

n
H W D  ( )( )2

2= n
L L D , где D  – ограниченная область с гладкой границей (класса 

∞
ℂ ). Замыкание линеала { : 0}∞∈ ∇ =ℂu  u  обозначим σH , причем существует расщепление 

2 = ⊕L H Hσ π , где πH  – ортогональное дополнение к σH , а Π  – отропроектор соответствую-

щий этому дополнению. Обозначим Σ = − ΠI .  

Положим 2 2= × ×H H Hσ π πU  и = × ×H H Hσ π πF . Элемент ∈u U  имеет вид ( )σ πu = u ,u , p . В 

[7] показано, что оператор ( )2= −∇
n

A  является линейным непрерывным оператором, причем 

( )σ A  положительный и дискретный, сгущающийся к +∞. 

Пространства ( )2
2W D , ( )2L D  – сепарабельные гильбертовы пространства, поэтому про-

странства U , F  являются сепарабельными гильбертовыми пространствами как их конечные про-
изведения. Через { }kϕ  и { }kψ  обозначим базис в U  и F . Построим пространства 2KU L  и 2KF L . 

Выберем последовательность равномерно ограниченных случайных величин 2{ } ∈k Lξ  и 

{ }kK = λ  – монотонная последовательность такая, что 
1

∞

=
< +∞∑ k

k

λ . Здесь 2L  – пространство слу-

чайных K-величин ξ  с нулевым математическим ожиданием и конечной дисперсией. Элемента-
ми пространств 2KU L  и 2KF L  являются векторы 

,
1 1

.
∞ ∞

= =
= =∑ ∑k k k k k k

k k

η λ ξ ϕ ς λ ξ ψ  

Операторы 2 2, : →K KL M U L F L  зададим следующими формулами: 

( )
( ) ,

Σ + 
 = Ρ + 
 
 

I A O O

L O I A O

O O O

λ
λ  .

− Σ 
 = − Ρ −Ρ 
 −Ρ 

A O O

M O A

O B O

ν
ν  

Тогда стохастическую систему уравнений (1) можно рассматривать в виде стохастического ли-

нейного уравнения (3). Очевидно, что операторы , ( , )∈L M U FL , причем { }2 2im 0= ⊕ ⊕L H Hσ π ,  

{ } { }ker 0 0= ⊕ ⊕L Hπ . В [8] показано, что оператор ( , )∈A U FL , тогда и только тогда, когда 

оператор ( )2 2,∈ K KA U L F LL . Поэтому ( )2 2, ,∈ K KL M U L F LL . В работе [7] показано, что опера-

тор M  ( ),1L -ограничен, если операторы , : →L M U F .  

Лемма 1. Операторы ( )2 2, ,∈ K KL M U L F LL , причем оператор M  ( ),1L -ограничен при 

( )\ , \ {0}∈ ∈ℝR Aλ σ ν . 

Решением уравнения (3) назовем стохастический K-процесс ( )1
2;∈ KС U Lη J , если при под-

становке его (3) он почти наверное обращает уравнение в тождество (ℑ  – некоторый промежуток 
из ℝ , ℝ  – множество действительных чисел, наделенных борелевой σ -алгеброй). Стохастиче-
ским фазовым пространством уравнения (3) назовем множество 2∈ KP U L , если почти наверное 

каждая траектория решения ( )η= η t  уравнения (3) лежит в P , для почти всех 0 ∈ Pη  существует 

решение уравнения (3), удовлетворяющее условию (2). 
Фазовое пространство стохастической системы Осколкова имеет вид 

{ }1
2 2 : 0, .= ∈ Ρ = Ρ Σ =K KU L U L B pη η η  

Пусть { }kν  – спектр оператора 2 2: →ɶA H Hπ π , являющегося сужением оператора A  на 2Hπ . 
Разрешающую группу можно представить в виде 
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.

−
 
 
 ≠
 
 =
 
 
 
 
 

∑
k

k
t

k
t

e O O

U O O O

O O O

νν
ν λ

ν λ
 

Теорема 1. При любых ( )\ , \ {0}∈ ∈ℝ ℝAλ σ ν  и при любой случайной величине 1
0 2∈ KU Lη  

существует решение стохастической системы уравнений (1) с начальным условием (3), которое 

имеет вид ( ) t
0η t =U η , ∈t J . 

 
2. Инвариантные пространства стохастической системы уравнений Осколкова 

Определение 1. Инвариантное пространство +I  называется устойчивым (неустойчивым) 
инвариантным пространством уравнения (3), если существуют такие положительные константы 

( ) ( )1 2 1 2,N m , что выполнено  

( )1 11
1

2 2
( ) ( ) ,− −≤ ≥m s t

U UK K
t N e s s tL L

η η , 
2

( )2 22
2

2
( ) ( ) , ,− − ≤ ≥ 

 K

m t s

U L UK
t N e s t s

L
η η , 

где 1
+∈ Iη  ( 2

−∈ Iη ) при всех ∈ℝt . 
Относительный спектр стохастической системы Осколкова имеет вид 

( ) ( ) ( )1 2= ∩L L LM M Mσ σ σ , 

где 

( )1 ,
 

= > − 

L k
k

k

M
ννσ λ ν

ν λ
, ( )2 ,

 
= < − 

L k
k

k

M
ννσ λ ν

ν λ
. 

Рассмотрим пространства  
1 1

2{ := ∈ >K kI U Lη λ ν }, 2 1
2{ := ∈ <K kI U Lη λ ν }. 

Cсправедлива следующая 

Теорема 2. Если ( )\∈λ R σ A , 1>λ ν  и 0>ν  ( 0<ν ), то 1I  является устойчивым инвари-

антным пространством и 2I является неустойчивым инвариантным пространством стохас-
тической системы уравнений (1). 

Доказательство. Если 0>ν  ( 0<ν ), тогда ( )1
L Mσ  ( ( )2

L Mσ ) лежит в левой полуплоскости 

комплексной плоскости, а ( )2
L Mσ  ( ( )1

L Mσ ) – в правой полуплоскости комплексной плоскости. 

Поэтому в силу результатов [9] пространство 1I  ( 2I ) является устойчивым инвариантным про-

странством, пространство 2I  ( 1I ) является неустойчивым инвариантным пространством. 
 
Заключение 

В дальнейшем планируется продолжить исследования по изучению устойчивости и неустой-
чивости решений для стохастических полулинейных уравнений соболевского типа с относитель-
но секториальным оператором [8]. Следуя работам [9–11], предполагается провести численные 
эксперименты по нахождению устойчивого и неустойчивого решений стохастической системы (1). 
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INVARIANT SPACES OF STOCHASTIC SYSTEMS OF OSKOLKOV EQUATIONS 
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Abstract. This paper considers a linear stochastic system of Oskolkov equations, which models the 
flow of a viscoelastic incompressible fluid and studies the stability of the solutions of this system. For 
this purpose, the stochastic system of Oskolkov equations is considered in the form of a Sobolev-type 
stochastic linear equation. The desired value is a stochastic process that does not have a Newton–Leibniz 
derivative at any point. Therefore, we use the derivative of the stochastic process in the sense of Nelson–
Gliklich. It is shown that for certain parameter values characterizing the elastic and viscous properties of 
a liquid there are unstable and stable invariant spaces of a stochastic system of Oskolkov equations.  
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References 
1. Oskolkov A.P. Nelokal'nye problemy dlya odnogo klassa nelineynykh operatornykh uravneniy, 

voznikayushchikh v teorii uravneniy tipa S.L. Soboleva (Nonlocal Problems for One Class of Nonlinear 
Operator Equations that Arise in the Theory of Sobolev Type Equations). Zapiski nauch. seminarov 
LOMI, 1991, Vol. 198, pp. 31–48. (in Russ.). 



Китаева О.Г. Инвариантные пространства  
 стохастической системы уравнений Осколкова 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2024, том 16, № 3, С. 27–31 

31 

2. Favini A., Sviridiuk G.A., Manakova N.A. Linear Sobolev Type Equations with Relatively  
p-Sectorial Operators in Space of “noises”. Abstract and Applied Analysis, 2015, Vol. 2015, Article ID 
697410. DOI: 10.1155/2015/697410 

3. Favini A., Sviridiuk G.A., Sagadeeva M.A. Linear Sobolev Type Equations with Relatively  
p-Radial Operators in Space of “Noises”. Mediterranean Journal of Mathematics, 2016, Vol. 13, no. 6, 
pp. 4607–4621. DOI: 10.1007/s00009-016-0765-x 

4. Favini A., Sviridiuk G.A., Zamyshlyaeva A.A. One Class of Sobolev Type Equations of Higher 
Order with Additive “White Noise”. Communications on Pure and Applied Analysis, 2016, Vol. 15, 
no. 1, pp. 185–196. DOI: 10.3934/cpaa.2016.15.185 

5. Favini A., Zagrebina S.A., Sviridiuk G.A. Multipoint Initial-Final Value Problems for Dynamical 
Sobolev-Type Equations in the Space of Noises. Electronic Journal of Differential Equations, 2018, 
Vol. 2018, no. 128, pp. 1–10. 

6. Gliklikh Yu.E. Global and Stochastic Analysis with Applications to Mathematical Physics. 
Springer, London, Dordrecht, Heidelberg, N.-Y., 2011, 436 p. DOI: 10.1007/978-0-85729-163-9 

7. Sviridyuk G.A., Yakupov M.M. The Phase Space of The Initial-Boundary Value Problem for the 
Oskolkov System. Differential Equations, 1996, Vol. 32, no. 11, pp. 1535–1540. 

8. Sviridyuk G.A. Semilinear Equations of the Sobolev Type with Relatively Bounded Operators. 
Soviet Math. Dokl., 1992, Vol. 43, no. 3, pp. 797–801. 

9. Kitaeva O.G. Exponential Dichotomies of a Non-Classical Equations of Differential Forms on a 
Two-Dimensional Torus with “Noises”. Journal of Computational and Engineering Mathematics, 2019, 
Vol. 6, no. 3, pp. 26–38. DOI: 10.14529/jcem190303  

10. Kitaeva O.G. Stable and Unstable Invariant Spaces of One Stochastic NonClassical Equation 
with a Relatively Radial Operator on a 3-Torus. Journal of Computational and Engineering Mathemat-
ics, 2020, Vol. 7, no. 2, pp. 40–49. DOI: 10.14529/jcem200204  

11. Kitaeva O.G. Stabilization of the Stochastic Barenblatt–Zheltov–Kochina Equation. Journal of 
Computational and Engineering Mathematics, 2023, Vol. 10, no. 1, pp. 21–29. 
DOI: 10.14529/jcem230103 

Received July 15, 2024 
 
Information about the author 

Kitaeva Olga Gennadevna is Cand. Sc. (Physics and Mathematics), Associate Professor, Depart-
ment of Mathematical Physics Equations, South Ural State University, Chelyabinsk, Russian Federation, 
e-mail: kitaevaog@susu.ru. 



Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2024, vol. 16, no. 3, pp. 32–37 

32

УДК 517.958 DOI: 10.14529/mmph240305 
 

СИММЕТРИЙНЫЙ АНАЛИЗ УРАВНЕНИЯ ТИПА БЕЛЛМАНА 
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Аннотация. Исследуется уравнение с квадратичной нелинейностью, 
которое является частным случаем дифференциального уравнения типа 
Беллмана. В результате решения задачи групповой классификации уста-
новлено, что в случае произвольного вида двух функций, входящих в нели-
нейные члены, уравнение допускает четырехпараметрическую группу пре-
образований, которая расширяется до пятипараметрической и шестипара-
метрической в случае параметрической и линейной зависимости функций. 
Построены некоторые инвариантные решения. 

Ключевые слова: уравнение типа Беллмана; группа точечных преобразова-
ний; инвариантное решение. 

 
Введение 

Уравнение Беллмана [1] является одним из основных инструментов теории оптимального 
управления и динамического программирования. Оно широко используется в технических нау-
ках и экономике, является ключевым элементом многих алгоритмов машинного обучения и ис-
кусственного интеллекта. 

Одной из актуальных задач теории управления является задача оптимальной коррекции тра-
ектории движения материальной точки при малых возмущениях. Согласно подходу академика 
Ф.Л. Черноусько [2, 3], исследование таких процессов может быть сведено к решению краевой 
задачи для нелинейного уравнения в частных производных второго порядка (уравнения типа 
Беллмана). 

Характерной особенностью уравнения, существенно усложняющей его аналитическое иссле-
дование, является его многомерность: даже в простейшей постановке оно содержит три незави-
симые переменные – временную и две пространственные. Одним из эффективных методов ана-
лиза нелинейных уравнений является групповой анализ [4]. Данный метод позволяет не только 
установить ряд качественных свойств уравнения, но и найти его частные решения уравнения. Его 
преимущество при решении задач оптимального управления лазером, например, подробно опи-
саны в работе [5]. Групповой анализ применяется и в задачах об оптимальном управлении погра-
ничным слоем [6]. 

В работе рассматривается уравнение с квадратичной нелинейностью, которое является част-
ным случаем дифференциального уравнения Беллмана, вида [7, с. 259] 

( )2
f( ) g( ) 0,− − =t x x yy yu u t u u t u                                                     (1) 

где f( )t  и )g(t  – произвольные функции, .0)g(,0)f( ≠≠ tt  Решается задача групповой классифи-
кации относительно функций )f(t  и )g(t  по допускаемым этим уравнением однопараметриче-
ским группам Ли точечных преобразований. Также строятся некоторые инвариантно-групповые 
решения уравнения (1). 

Следуя работе [8], в дальнейшем используется обозначение .tt∂ ∂ = ∂  
 

1. Групповая классификация 
Будем искать для уравнения (1) допускаемую группу преобразований с оператором вида 

.),,,(),,,(),,,(),,,( uyxt uyxtuyxtuyxtuyxtX ∂+∂+∂+∂= ηζξτ                           (2) 

Действуя вторым продолжением оператора (2) на уравнение (1), получаем определяющее 
уравнение 

( )2

2 (1)

f( ) g( ) 0. − − = 
 

t x x yy yX u u t u u t u   
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Расщепляя его по независимым переменным , , , ,…x y xyu u u  приходим к довольно громоздкой 

определяющей системе, большая часть уравнений которой легко решается. В результате находим  

1 2 3 4 5 6( ), , , ,= = + = + = +t C x C C y C C u Cτ τ ξ ζ η                              (3) 

где iC  – произвольные постоянные, 1, ,6,= …i  а из нерешенных в определяющей системе оста-
нутся лишь следующие два уравнения: 

( )3 1

3

g ' g' 2 g,

f ' f ' 2 f .

 + = −


+ =

С С

С

τ τ
τ τ

                                                           (4) 

Таким образом, задача групповой классификации сводится к решению классифицирующей 
системы на функции )f(t  и )g(t , построенной на основе системы (4) 

( )g( )w'( ) g'( )w( ) 2 g( ),

f( )w'( ) f '( )w( ) 2 f( ),

 + = −


+ =

t t t t A B t

t t t t A t
 

где  ,A B – произвольные постоянные, )w(t  – произвольная функция. Поскольку f( ) 0, g( ) 0,≠ ≠t t  
разделим первое уравнение системы на g( )t , а второе – на f( )t . Переходя к логарифмам функций 

ˆ ˆf( ) ln f( ) , g( ) ln g( ) ,= =t t t t  

имеем систему 
ˆw'( ) g'( )w( ) 2 ,

ˆw'( ) f '( )w( ) 2 .

+ = −


+ =

t t t A B

t t t A
                                                        (5) 

Вычитая первое уравнение из второго, приходим к соотношению 
ˆ ˆ(f ' g')w .B− =                                                                   (6) 

Случай 1. Пусть ˆ ˆf ' g',≠  тогда из (6) 

w .
ˆ ˆf ' g'

=
−
B

 

Вычисляя производную )w(t  и подставляя в систему (5), получаем уравнение 

( ) ( ) ( )2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆf ' f ' g' f '' g'' 2 f ' g' ,− − − = −B B A                                              (7) 

которое связывает функции ˆ ˆf( ),g( )t t и постоянные ,A B. 

Если f̂( )t  и ĝ( )t  – произвольные функции, то условие (7) выполняется при 0.= =A B  Воз-

вращаясь к системе уравнений (4), получаем, что .0,0,0 31 === τСС  Следовательно, уравнение 
(1) допускает оператор (2) с координатами 

2 4 5 60, , , .= = = = +C C C u Cτ ξ ζ η  

Пусть f̂( )t  и ĝ( )t  удовлетворяют условию (7). Выясним их общий вид, когда 0, 0.≠ ≠A B  
Обозначим  

2 ˆ ˆ, h( ) f( ) g( ),= = −A
t t t

B
λ  

причем h'( ) 0.≠t   Условие (7) перепишется в виде 
2f̂ 'h' h'' h' ,λ− =  

откуда 

( )ˆ ˆf h ln h' ln , g 1 h ln h' ln ,= + + = − + +b bλ λ  

где  b  – произвольная постоянная, 0≠b . Получаем общий вид функций f(t) и g(t), которые удов-
летворяют условию (7) в параметрическом виде: 

( )1 hhf h' , g h' .−= =b e b eλλ  

Подставляя функции f(t) и g(t) в систему (4), находим 1
3 1, .

h'( ) 2
= =
С

C C
t

λτ  Следовательно, в 

этом случае уравнение (1) допускает оператор (2) с координатами 
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1
1 2 1 4 5 6, , , .

h'( ) 2
= = + = + = +
С

C x C С y C C u C
t

λτ ξ ζ η  

Случай 2. Пусть ˆ ˆf ' g',= тогда функции линейно зависимы: g( ) f( ),=t k t  где 0≠k  – произ-

вольная постоянная. Из системы (4)  получаем 01 =С   и находим функцию ,τ  а координаты до-
пускаемого оператора (2) будут иметь вид 

3 7
2 3 4 5 6

2 f( )
, , , .

f( )

+
= = = + = +∫С t dt C

C C y C C u C
t

τ ξ ζ η  

Таким образом, доказана справедливость следующего утверждения. 
Утверждение. В зависимости от вида функций f(t) и g(t)  уравнение типа Беллмана (1) до-

пускает четырех-, пяти- или шестипараметрическую группу Ли точечных преобразований. А 
именно, 

1) если f( ), g( )t t  – произвольного вида, f( ) 0, g( ) 0≠ ≠t t , то уравнение (1) допускает четырех-

параметрическую группу Ли 4G  с операторами  

4 1 2 3 4: , , , ,x y u uG X X X X u= ∂ = ∂ = ∂ = ∂  

2) если ( )1 hhf h' , g h' ,−= =b e b eλλ  где h( )t  – произвольная функция, h( ) сonst,≠t  ,b λ  – 

произвольные постоянные, 0, 0,≠ ≠b λ  то группа Ли 4G  расширяется до пятипараметрической 
оператором 

5
1

,
h'( ) 2t x yX x y

t

λ= ∂ + ∂ + ∂  

3) если g( ) f( ),=t k t  где 0≠k  – произвольная постоянная,  то группа Ли 4G  расширяется до 
шестипараметрической операторами 

5 6

2 f( )1
, .

f( ) f( )
= ∂ = ∂ + ∂∫

t t y

t dt
X X y

t t
 

 
2. Инвариантные решения 

Построим некоторые инвариантные решения уравнения (1). Общий инвариант для оператора 

2X  есть функция ( , , ).I t x u  Анзац на решение ( , )=u t xϕ  приводит к двум возможным инвари-
антным решениям уравнения (1) вида 

( ), ψ( ).= =u t u xϕ  

Для абелевой подалгебры с базисными операторами 1 2,X X  инвариантное решение тоже 
имеет вид произвольной функции от переменной : ( ).=x u xϕ  Если взять за основу решения ин-

вариант линейной комбинации операторов 2 1,−aX b X  где ba,  – произвольные постоянные, то, 

предполагая, что решение имеет вид ( , ),= +u t ax byϕ получим линейное редуцированное уравне-
ние 

2 2f( ) g( ) ,= +t zz za ab t b tϕ ϕ ϕ  
где .= +z ax by 

Рассмотрим двумерную подалгебру { }2 1 3 2 3, ,= + +L X aX X bX  где ,a b  – произвольные по-

стоянные. Из общего инварианта имеем анзац на решение ( )= + +u ax by tϕ , подставляя который 
в уравнение (1), получим редуцированное уравнение 

2' g( ),=a b tϕ  
которое легко интегрируется. В результате находится инвариантное решение в виде 

2

g( ) ,= + + +∫
b

u ax by t dt C
a

 

где C  – произвольная постоянная. 
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Рассмотрим другую двумерную подалгебру { }1 4 2 4, ,+ +X aX X bX  из общего инварианта ко-

торой имеем анзац на решение вида ( ).+= ax byu e tϕ  В результате решения редуцированного урав-
нения получаем инвариантное решение 

2 g( )
f( )

,
 + + + 
 
∫

=
t

ax by b t dt
au Ce  

где C  – произвольная постоянная. 
Для оператора 5X , в случае параметрической зависимости функций f  и g,  анзац на решение 

имеет вид 
( )

( ) 2, ,
−−

 
 =
 
 

h t
h tu xe ye

λ

ϕ  а уравнение (1) редуцируется в уравнение с двумя переменны-

ми 

2 2 0,
2

+ + + =z z v z vv vz v b b
λϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  

где 
( )

( ) 2, .
−−= =

h t
h tz xe v ye

λ

 

В случае линейной зависимости функций f  и g  для оператора 5X  получаем инвариантное 

решение ( ), ,=u x yϕ  где ϕ  удовлетворяет редуцированному уравнению 
2 0.+ =yy x ykϕ ϕ ϕ  

Для оператора 6X  инвариантное решение ищется в виде ( )2
1, f( ) ,= ∫y

u x t dtϕ  а редуцирован-

ное уравнение меньшей размерности по пространству имеет вид 

( )2 2 24 6 1 4 0,+ − + =z z x x zzkz z zϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  

где 2
1 f( ) .= ∫y

z t dt  

 
Заключение 

В работе исследованы симметрийные свойства уравнения типа Беллмана. Установлено, что в 
случае произвольного вида функций от времени, стоящих при первых производных по простран-
ству, допускаемая группа преобразований для исследуемого уравнения является четырехпара-
метрической. Если функции связаны через параметрическое соотношение, то группа расширяет-
ся до пятипараметрической. В случае, когда функции пропорциональны, группа расширяется до 
шестипараметрической. Для некоторых допускаемых операторов и на их двумерных подалгебрах 
построены инвариантные решения, которые могут быть использованы в дальнейшем, например, 
при решении уравнения (1) с помощью численных методов для тестирования вычислительных 
программ. С помощью ряда операторов удалось понизить порядок уравнения (1) и выписать со-
ответствующие редуцированные уравнения. 
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Abstract. The optimal correction of a material point’s trajectory under small perturbations is an im-

portant problem in control theory. The study of such processes can be reduced to solving a boundary 

value problem for a special nonlinear second-order partial differential equation known as the Bellman 

equation. This paper deals with a partial differential equation with quadratic nonlinearity, which is a 

special case of the Bellman equation. The equation contains three independent variables—one temporal 

and two spatial, and two arbitrary time-dependent functions as multipliers. Multidimensionality is a dis-

tinctive feature of this equation, which significantly complicates its analytical study. Therefore, we use 

Lie group analysis which is an effective technique to analytically study nonlinear partial differential 

equations. It allows the investigation of not only the symmetry properties of equations, but also to find 

their particular solutions. The problem of group classification for this Bellman equation is solved with 

respect to two arbitrary time-dependent functions. It is established that in the case of the arbitrariness of 

these functions, the equation admits a four-parameter group of point transformations. This group ex-

pands to five-parameter and six-parameter groups for the parametric representation and linear dependen-

cy of the functions, respectively. Several invariant solutions are also constructed. 

Keywords: Bellman type equation; group of point transformations; invariant solution. 
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ КВАЗИСТАЦИОНАРНОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ  
В НЕМАГНИТНОМ ПРОВОДЯЩЕМ ТЕЛЕ С ДЕФЕКТОМ 
 
С.В. Марвин 
Уральский федеральный университет им. Первого Президента России Б.Н. Ельцина, 
г. Екатеринбург, Российская Федерация 
E-mail: s.v.marvin@yandex.ru 
 

Аннотация. Рассмотрена начально-краевая задача для системы урав-
нений Максвелла в квазистационарном приближении применительно к 
случаю неферромагнитного проводящего тела, находящегося в поле сто-
роннего тока. Предполагается, что тело неоднородно по своим проводящим 
свойствам и, кроме того, содержит в себе объемный дефект в виде полости 
(непроводящую подобласть). Задача рассматривается в классической по-
становке: напряженности электрического и магнитного полей предполага-
ются непрерывно-дифференцируемыми вне границ раздела проводящих и 
непроводящих областей и непрерывным образом продолжаемыми на гра-
ницы этих областей; при этом границы областей являются поверхностями 
Ляпунова. На этих поверхностях напряженности электрического и магнит-
ного поля удовлетворяют обычным условиям сопряжения: их тангенци-
альные компоненты непрерывны; кроме того, на бесконечности напряжен-
ности достаточно быстро убывают. На основе указанных допущений выво-
дятся интегро-дифференциальные уравнения для напряженностей элек-
трического и магнитного поля; полученные интегро-дифференциальные 
уравнения учитывают как предполагаемую неоднородность проводника, 
так и наличие указанного объемного дефекта в нем. Доказывается равно-
сильность полученных интегро-дифференциальных уравнений и исходной 
начально-краевой задачи для уравнений Максвелла: как для электромаг-
нитного поля внутри проводника, так и снаружи проводящего тела. 

Ключевые слова: начально-краевая задача; уравнения Максвелла; квазиста-
ционарное приближение; интегро-дифференциальные уравнения; объемный по-
тенциал; потенциал простого слоя. 

 
Введение 

Краевые и начально-краевые задачи электродинамики применительно к проводящим средам 
имеют существенную прикладную значимость для электротехники, радиотехники и неразру-
шающего контроля. Уравнения электродинамики в интегро-дифференциальной форме более 
удобны, чем дифференциальные уравнения Максвелла (как для исследований общего характера, 
так и для конкретных численных расчетов). Поэтому не теряет актуальность вывод, исследование 
и решение интегро-дифференциальных уравнений для различных пространственных комбинаций 
материальных сред (в том числе для задач вихретоковой дефектоскопии). 

Ранее были выведены и исследованы интегро-дифференциальные уравнения для неферро-
магнитного проводника с объемным дефектом [1–3]. Но в этих уравнениях не была использована 
квазистационарность, типичная для вихретоковых методов неразрушающего контроля. Для ква-
зистационарного электромагнитного поля в неферромагнитных проводящих телах тоже были по-
лучены интегро-дифференциальные уравнения, но применительно к случаям бездефектных про-
водников [4, 5]. Однако в контексте вихретоковой дефектоскопии немалый интерес представляет 
случай неоднородного проводника с объемным дефектом-полостью – в представленной работе 
получена соответствующая система интегро-дифференциальных уравнений. 
 
Вывод интегро-дифференциальных уравнений 

Предположим, что проводящее тело с полостью занимает ограниченную область Ω  в трех-

мерном пространстве 3
ℝ ; введем обозначение 3 \Ω = Ωℝe . Полость занимает область 1Ω , замы-
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кание которой включается в Ω : 1Ω ⊂ Ω . Сторонний ток протекает только в ограниченной облас-

ти T ; замыкания Ω  и T  не пересекаются: Ω ∩ = ∅T . Будем считать, что ∂Ω , 1∂Ω  и ∂T  явля-
ются поверхностями Ляпунова (символ ∂  для множества обозначает его границу). Кроме того, 
предположим, что ∂Ω  и 1∂Ω  гомеоморфны сфере; из этого, в частности, следует, что Ω  и 1Ω  
объемно и поверхностно односвязны. ∂T  гомеоморфна тору; из этого вытекает, что T  объемна, 
но не поверхностно однозвязна (см. рисунок). 

 
Проводящее тело с объемным дефектом и сторонний ток 

Удельная электропроводность γ  проводящей подобласти 1\Ω Ω  не зависит от времени t . 

Как функция пространственных координат ( )1 2 3r , ,= x x x , ( )rγ  равномерно непрерывна в 1\Ω Ω  

вместе со своими первыми производными. Кроме того, ( )
1r /

inf r 0
∈Ω Ω

>γ . В точках, внешних по от-

ношению к проводящей подобласти 1\Ω Ω , то есть в 1Ω ∪ Ωe, ( )r 0≡γ  и диэлектрическая про-

ницаемость равна 1. Рассматриваются исключительно немагнитные среды, поэтому магнитная 
проницаемость равна 1 во всем пространстве. Относительно плотности стороннего тока ( )J r,t  

будем предполагать, что это непрерывно дифференцируемая векторная функция [ )0;∈ +∞t  и 

r ∈T . Кроме того, divJ 0≡  и 0∂ =n T
J , где индекс n  обозначает нормальную компоненту. 

Заметим, что при отсутствии проводника в области Ω  квазистационарное электромагнитное 
поле определялось бы по известным формулам через объемный векторный потенциал от задан-
ного источника ( )J r,t ; такое поле называется первичным [5]. Напряженность первичного элек-

трического поля 0E  непрерывно дифференцируема по пространственным координатам при 
3r ∈ℝ . Напряженность первичного магнитного поля 0H  непрерывна при 3r ∈ℝ , но ее производ-

ные терпят разрыв на ∂T . Появление проводника в области Ω  равносильно появлению вторич-
ных источников в Ω , что не должно сказаться на непрерывности и гладкости итоговых напря-
женностей в Ωe . Поэтому при постановке задачи от напряженности электрического поля E  и 

напряженности магнитного поля H  при r∈Ωe мы будем требовать наличие тех же свойств не-
прерывности  и дифференцируемости. 

Кроме того, E  и H  должны быть непрерывно дифференцируемыми векторными функциями 
пространственных координат при 1r ∈Ω  и 1r \∈Ω Ω , а также должны быть непрерывным обра-

зом продолжаемыми на ∂Ω  и 1∂Ω  с каждой стороны поверхности (хотя при переходе через по-
верхности раздела сред могут быть разрывы). Кроме того, E  и H  непрерывно дифференцируемы 
по времени. То есть речь идет о классическом решении. 

В квазистационарном случае, за пределами проводящей подобласти [4]: 

 ( )
0

1

divE 0

rot E H

rot H J r, r

rot H 0 r \e

t , T

, T

µ
=

 = −
 = ∈
 = ∈Ω ∪ Ω

ɺ

, (1) 

где 0µ  – магнитная постоянная; точка над функцией обозначает ее дифференцирование по вре-
мени. 
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В проводящей подобласти ( 1r \∈Ω Ω ) нет необходимости в уравнении с дивергенцией, по-
тому что выводы для divE  непосредственно вытекают из уравнений с роторами [4]: 

 
( )

0rot E H

rot H r E

µ
γ

 = −


=

ɺ

. (2) 

E  и H  на ∂Ω  и 1∂Ω  должны удовлетворять следующим условиям сопряжения [4]: 

 
,int ,

,int ,

E E

H H

=
 =

ext

ext

 

 

τ τ

τ τ
, (3) 

где индекс τ  обозначает касательную компоненту вектора; индексы «int » и «ext» обозначают 
предельное значение соответственно изнутри и снаружи области.  

Также E  должна удовлетворять следующему интегральному условию на ∂Ω  [4]: 

  0
∂Ω

=∫ n,extE dS , (4) 

где dS – элемент площади поверхности. 
Кроме того, E  и H  должны удовлетворять следующим предельным условиям на бесконеч-

ности: 

 
( )
( )

2

2

E 1

H 1

 = → +∞


= → +∞


O r , r

O r , r
, (5) 

где r=r . 

Также в постановке задачи должны фигурировать начальные условия для H : 
 ( ) ( )H r,0 h r= . (6) 

Вектор начальной напряженности электромагнитного поля ( )h r  из физических соображений 

должен удовлетворять условию соленоидальности: ( )divh r 0= ; тогда из уравнений (1) и (2) вы-

текает, что при всех [ )0;∈ +∞t  ( )divH r, 0t ≡  [4]. 

Решение начально-краевой задачи (1)–(6) – единственное, что доказывается теми же метода-
ми, которые были использованы ранее для случая однородного бездефектного проводника [4] 
(здесь следует обратить внимание на важную роль степеней r  в условиях (5)). Кроме того, из 

(1)–(6) вытекают следующие равенства для H  в 3
ℝ и E  в 1\Ω Ω  [6]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

\

r E r , J r ,
H r, rot

4 r r r r
T

t t
t dV dV

γµ
π Ω Ω

 ′ ′ ′
 ′ ′= +

′ ′− − 
 
∫ ∫ , (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

0 0

\ \

r E r , J r , E r , grad r1
E r, grad

4 r r 4 r r 4 r r r
T

t t t
t dV dV dV

γ γµ µ
π π π γΩ Ω Ω Ω

′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′= − − + −

′ ′ ′ ′− − −∫ ∫ ∫
ɺ ɺ

 

 
( ) ( )

1

1

0 0

r r1 1
grad grad

4 r r 4 r r
dS dS

σ σ
πε πε∂Ω ∂Ω

′ ′
′ ′− −

′ ′− −∫ ∫� � , (8) 

где dV  – элемент объема; штрих указывает на переменную, по которой производится интегри-
рование; 0ε  – диэлектрическая постоянная; σ  и 1σ  – поверхностная плотность вторичных ис-

точников, соответственно, на ∂Ω  и 1∂Ω . Заметим, что слагаемые в (7) и (8), содержащие инте-

гралы от J, определяют напряженности первичного поля 0H  и 0E  соответственно. Также заме-
тим, что в силу (7) H , по существу, является исключенной неизвестной: H  выражается через E . 
А систему уравнений следует решать для E , σ  и 1σ . 

Уравнения для σ  и 1σ  можно вывести, исходя из граничных условий [4], которые, как след-

ствие, вытекают из (1)–(3): intnE 0=  и 1n E 0=ext , где n  и 1n  – внешние единичные нормали со-
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ответственно для ∂Ω  и 1∂Ω  (см. рисунок). В силу формул для предельных значений нормальной 
производной потенциала простого слоя [6]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

0 0 0 0 0
3

\

r n r E r , n r J r , E r , grad r
r r n r

2 r r 2 r r 2 r r rT

t t t
dV dV dV

γ γµ ε µ ε ε
π π π γΩ Ω Ω

′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′+ + − −

′ ′− − ′ ′−∫ ∫ ∫
ɺ ɺ

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
3 3

r r1 1
r r n r r r n r r 0 r

2 2r r r r∂Ω ∂Ω

′ ′
′ ′ ′ ′− − − − + = ∈∂Ω

′ ′− −∫ ∫� �dS dS , 
σ σ

σ
π π

;  (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

1 10 0 0 0 0
13

\

r n r E r , n r J r , E r , grad r
r r n r

2 r r 2 r r 2 r r rT

t t t
dV dV dV

γ γµ ε µ ε ε
π π π γΩ Ω Ω

′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′+ + − −

′ ′− − ′ ′−∫ ∫ ∫
ɺ ɺ

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
1 1 1 13 3

r r1 1
r r n r r r n r r 0 r

2 2r r r r∂Ω ∂Ω

′ ′
′ ′ ′ ′− − − − − = ∈∂Ω

′ ′− −∫ ∫� �dS dS , 
σ σ

σ
π π

.  (10) 

В знаках (9) и (10) учтено, что для ∂Ω  речь идет о пределе изнутри, а для 1∂Ω  – снаружи. В 
отличие от ранее полученных уравнений для немагнитных бездефектных проводников [4, 5], в 
(8)–(10) совокупно учтены неоднородность и дефектность (присутствуют соответствующие объ-
емные и поверхностные вторичные источники), и одновременно с этим исключена H , что, оче-
видно, упрощает решение. Непосредственным дифференцированием, с использованием свойств 
объемных и поверхностных потенциалов, доказывается, что решение (7)–(10) удовлетворяет не 
только уравнениям (2) при 1r \∈Ω Ω , но также уравнениям (1) при 1r \∉Ω Ω  и граничным усло-
виям (3). 

Условие (4) для nEext  равносильно следующему: 

  0
∂Ω

=∫ dSσ . (11) 

У σ  и 1σ  есть конкретный физический смысл: это поверхностные плотности зарядов, инду-

цируемых на ∂Ω  и 1∂Ω  соответственно (делитель 04πε  в (8) делает это соответствие не пропор-
циональным, а буквальным). Таким образом, условие (4) – это условие электронейтральности 
внешней поверхности проводника ∂Ω  (заметим, что для 1\Ω Ω  и для 1∂Ω  электронейтральность 
следует из самих уравнений и граничных условий, так что ее не нужно отдельно требовать). 
Уравнения (8) и (9) сами по себе содержат неоднозначность, связанную с σ  [7]: к σ  можно при-
бавить любое равновесное распределение зарядов на ∂Ω  – условие (11) эту неоднозначность 
устраняет. 

Из (2) и (6) следуют начальные условия для E  в 1\Ω Ω : 

 ( ) ( ) ( )1
E r,0 rot h r

rγ
= . (12) 

Уравнения (8)–(10) удобны тем, что их достаточно решить для 1\Ω Ω , ∂Ω  и 1∂Ω  при усло-

виях (11) и (12): тогда E  в 1Ω  и Ωe  определяется из (8) прямым интегрированием (можно найти 

E , например, на каком-либо измерительном контуре в Ωe ). Так как ∂Ω  и 1∂Ω  являются поверх-
ностями Ляпунова, на (8)–(10) распространяются все основные теоремы, касающиеся интеграль-
ных уравнений со слабой особенностью [7]. H  можно найти прямым интегрированием в (7). 

Заметим, что выражение (8) для E  содержит не только производные от объемных потенциа-
лов и потенциалов простого слоя, но и непродифференцированные объемные потенциалы (пер-
вая пара слагаемых в правой части). В общем случае при → +∞r  для объемного потенциала га-

рантирована асимптотика ( )1O r , но не 2(1 )O r . Покажем, что тем не менее условие (5) для (8) 

выполняется (в ранее рассмотренных случаях бездефектных проводников [4, 5] этому внимание 
не уделялось). 

По условию J как функция пространственных координат имеет нулевую дивергенцию в T  и 
нулевую нормальную составляющую на границе T ; очевидно, такими же свойствами обладает 
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Jɺ . Eγ  и Eɺγ  обладают аналогичными свойствами в 1\Ω Ω . Для неодносвязных областей с глад-
кими границами, гомеоморфными сфере или тору, доказано, что любое такое поле представимо в 
виде rot w , где divw 0=  и на границе области w 0=τ  [8]. Преобразуем интеграл из второго сла-
гаемого в правой части (8) (для первого слагаемого преобразования выполняются аналогично): 

( ) ( ) ( ) ( )r
r r

J r , rot w r , w r , 1
rot grad w r ,

r r r r r r r r
T T T T

t t t
dV dV dV t dV′

′ ′
    ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′= = − × =       ′ ′ ′ ′− − − −     
∫ ∫ ∫ ∫
ɺ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r

n r w r , w r , w r ,1
grad w r , rot rot

r r r r r r r r
T

T T T T

t t t
dS t dV dV dVτ

∂

′   ×     ′ ′  ′ ′ ′ ′ ′= + × = =       ′ ′ ′ ′− − − −     
∫ ∫ ∫ ∫� , 

где индекс у дифференциальной операции указывает на переменную, по которой происходит 
дифференцирование; nT  – внешняя единичная нормаль к T . Таким образом, рассматриваемый 
интеграл может быть представлен, как ротор от объемного потенциала, и тогда асимптотика 

2(1 )O r  гарантирована. 
 
Заключение 

Несомненную актуальность представляет обобщение полученных результатов, во-первых, на 
ферромагнитные проводники и, во-вторых, на проводящие тела с негладкими границами (с воз-
можным переопределением функциональных классов, в которых ставится задача, с отказом от 
классического решения и переходом к решению обобщенному). Это станет предметом дальней-
ших исследований. 
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Abstract. The initial-boundary value problem (IBVP) for the system of Maxwell’s equations for a 
quasi-stationary approximation is considered in relation to a non-ferromagnetic conductive body in the 
field of an external current. It is assumed, that the body is not homogeneous in its conductive properties 
and includes a volume defect in the form of a cavity (a non-conductive subdomain). The IBVP is con-
sidered in the classical formulation: the tensions of the electric and magnetic fields are supposed to be 
continuously derivatively outside the boundary between conductive and non-conductive domains, and 
continuous at the boundaries of these domains; in this case, the boundaries of the domains are Lyapunov 
surfaces. On these surfaces, the usual boundary conditions for the tensions of electric and magnetic field 
must be satisfied: their tangential components are continuous. In addition, tensions decrease quickly at 
infinity. Based on these assumptions, integro-differential equations for the tensions of electric and mag-
netic field are derived. These equations take into account the inhomogeneity of the conductor and the 
presence of the internal defect. The equivalence of the integro-differential equations and the IBVP for 
the system of Maxwell’s equations is proved for the electromagnetic field inside and outside the conductor. 

Keywords: initial-boundary value problem; Maxwell’s equations; quasi-stationary approximation; 
volume potential; simple layer potential. 
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ON A NEW LIQUID FILTRATION MODEL 
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Abstract. This paper studies the model of blood circulation in human lower 
extremities by Penkovsky and Korsakova. To more precisely study the dynamics, 
the common case of a mathematical model was considered without neglecting ves-
sel elasticity, and taking into account different vascular conductivity. The model 
was adapted to new conditions by taking into account additional factors and add-
ing new variables. The analogy between the mathematical model and the mathe-
matical elastic-filtration hydraulic seam fracture model is emphasized. The 
mathematical apparatus for hydraulic flow design is also applicable to the de-
scription of blood flow. The important role of positive solutions was taken into 
account in the model. Such characteristics as vascular wall resistance, blood 
speed and pressure, speed and pressure profiles, and muscle pump performance 
speed do not involve negative solutions. It is critical to understand the physical 
sense of the values of variables in terms of the model, using physiologically cor-
rect data and to obtain realistic and applicable results for further forecasting and 
optimization and for the use of positive solutions providing more stable and effi-
cient computations. A solution for such a model modification can be used for de-
bugging and testing numerical methods, without a direct physiological analogy. 

Keywords: blood circulation in human lower extremities; positive confluent holo-
morphic operator groups; Sobolev type linear equations; positive solutions. 

 
Setting up a problem 

While preserving succession with the previous studies [1], the focus of researchers' attention for the 
recent years has come back to the positivity of operator semi-groups, and to physically significant mod-
els, arising from the certain applications for positive solutions of operator equations [2–4]. Indeed, as a 
rule, we mean the absence of physical sense when we receive negative or imaginary values of the vari-
able concerned, which should be positive by sense: number of people, material volumes, amount of 
fluid, speed, pressure, market trends forecasting at economic processes simulation, population theory, 
fragmentation processes, linear transport theory, kinetic theory, birth and death rate-like systems, etc. 

It should be noted that the line of papers describing a new liquid filtration model, the model of 
blood circulation in human lower extremities, is available for today. Let us enlarge on the paper in 
which it is represented. Namely, the paper [5] describes the mathematical model of blood circulation in 
human lower extremities, based on laws of motion (filtration) and viscous fluid preservation in hetero-
geneous medium: 

, 1,2,i i
i i i

k p
p q i

t
β

µ
∂

∆ = + =
∂

             (1) 

where i
i

i

dm

dp
β = , ∆ , ip , ik , µ  are compressibility coefficients of the embedded media pore space 

(vascular network elasticity), laplacian operator, pressure, media permeability and fluid viscosity, re-
spectively.  

By the embedded media, the authors [5] mean the arterial medium and the venous medium. Their 
pore space is composed by vessels of various diameter, providing blood overflow: numerous arteries and 
numerous small capillaries, passing into larger veins. Speed of blood overflow in vascular beds is pro-
portional to the pulse pressure, blood overflow unit volumes in vascular systems are preserved, specifi-
cally, due to capillary exchange between media. The model characteristics are their vascular conductiv-
ity and elasticity.  

The authors of the aforementioned paper earlier offered a model of closed blood circulation in hu-
man brain tissues [6] 
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1 1 10; 2 0; ( ( , ) ),a
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∂ ∂

 

based on solid heterogeneous porous medium methods. Continuing such reasoning, we can draw some 
analogy of the concerned mathematical model of blood circulation in human lower extremities with the 
mathematical elastic-filtration hydraulic seam fracture model is emphasized 

2( ) ,
p

p p p p pη η
τ τ

∂ ∂− ∆ = ∆ = − ∆
∂ ∂

. 

The relatively large vessels (arterioles) should be considered as a sparse system of rather large fis-
sures; and small capillaries, passing into larger veins, should be considered as a system of finely-porous 
units. Increase in total volume of fractures leads to decrease in units porosity (condition of pore volumes 
strain compatibility), which causes the media permeability value change. In totality of the aforemen-
tioned, we have an equation similar to the diffusivity equation, describing the elastic filtration mode.  

The authors, V.I. Penkovsky and N.K. Korsakova obtained the time-periodic problem solution 
without initial conditions for the system of differential parabolic equations, corresponding to harmonic 
vibrations, determined by cardiac rhythm. They found analytical problem solutions, having considered 
the particular cases: 1) with permanent muscular tissue section area, proportional to specific flows and 
overflow values (gravity was absent); 2) at rigid mode of blood circulation in arterial and venous beds 
with the bent section function (zero arteriole elasticity). They provided the numerical solution of the 
one-dimensional problem, aligned with the results of analytical solutions.  

Unlike the authors of the initial paper, for more exact study of the dynamics of process of blood cir-
culation in human lower extremities, we plan considering the mathematical model in common case, 
without neglecting vascular elasticity and various vascular conductivity; in addition, the ambitious plan 
is to take into account the gravity further. Further, it will be also possible to analyze the model with re-
gard of adding the following important physiological parameters: vessel resistance, volumetric blood 
flow, gas and nutrient metabolism, and to check the modified model against experimental data or real-
time observations for efficiency confirmation. 
 

Modified blood circulation model 
There exist the sufficient number of the one-dimensional haemodynamics model modifications. 

Both earlier and existing models and the model to which this paper is dedicated, are based on real-time 
measurement data or physiological data close to them. Blood pulsation in veins, vascular wall resistance, 
speed and pressure in them, speed and pressure profiles, muscle pump performance speed, blood circula-
tion volume, other parameters and haemodynamic significance indicators do not involve negative val-
ues. The mathematical apparatus for modelling systems using these characteristics, in their extraordinary 
majority as a result also involves non-negative (positive) solutions.  

Let us consider the system arising from (1), assuming that arteries and veins have various elasticity 
and vascular conductivity: 
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Without regard of the vessel joint deformation condition, the system below is subject to linearization 
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Let us take into account the transformation of media permeability value. Let us emphasize that the 
porosity change is low compared to initial values, and the permeability value varies significantly. Along 
with that, blood pulsations in veins are negligible compared to pulsations in arteries, so it is important to 
provide physiologically correct pressure drop between them as well. Taking the above into considera-
tion, we will receive the following system: 

1

2

1

( )1
( ) ( ),

( )

( )
( ),

a
a

a

p gz
s z p p

s z z z k

p gzdm
p p

dp t k

υ

υ
υ

υ

ρ α
µ

ρ α
µ

 ∂ −∂   = −  ∂ ∂ 
 ∂ −− = − −
 ∂

 

Indices 1 and 2 will indicate the parameters in the environment of arteries and veins, respectively. 
The, the modified model in initial designations will look as follows: 

1
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( ),
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a a
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µ µ

αβ
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Conclusion 
Such model adaptation with the set limit and initial conditions, not inconsistent with reason, and set-

ting the limited range of parameter values, safe for human body, reinforces the significance of positive 
solution methods development. Requires representation in the form of the Sobolev type equation. 
Claims further research in the issues of optimal positive decision management. Such solution may have 
no direct physiological analogy, but it can be used for numerical methods debugging and testing. 
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О НОВОЙ МОДЕЛИ ФИЛЬТРАЦИИ ЖИДКОСТИ 
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Аннотация. Представлено исследование модификации модели циркуляции крови в нижних 
конечностях человека В.И. Пеньковского, Н.К. Корсаковой. С целью более точного исследования 
динамики процесса рассмотрен общий случай математической модели: без пренебрежения эла-
стичностью сосудов, а также включая во внимание разную проводимость их русел. Адаптация 
модели к новым условиям произведена посредством учета дополнительных факторов, добавле-
ния новых переменных. Подчеркивается аналогия рассматриваемой математической модели с 
математической упруго-фильтрационной моделью гидравлического разрыва пласта. Развитый 
математический аппарат моделирования гидродинамических течений применим и к описанию 
кровотока в сосудах. При данной модификации модели учтена большая роль позитивных реше-
ний. Такие характеристики, как пульсации крови в венах, сопротивление стенок сосудов, скоро-
сти и давления в них, профили скоростей и давлений, частота работы мышечного насоса не под-
разумевают отрицательного контекста решений. Важно понимать, каков физический смысл зна-
чений переменных в рамках конкретной модели, используя физиологически корректные данные, 
получать реалистичные и применимые результаты для дальнейшего прогнозирования и оптими-
зации, а при использовании позитивных решений – обеспечивать более стабильные и эффектив-
ные вычисления. Решение для подобной модификации модели может быть использовано для от-
ладки и тестирования численных методов, при отсутствии прямой физиологической аналогии. 

Ключевые слова: циркуляция крови в нижних конечностях человека; позитивные вырожден-
ные голоморфные группы операторов; линейные уравнения соболевского типа; позитивные ре-
шения. 
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ЭВОЛЮЦИЯ СИСТЕМЫ «ПЛЕНКА (TI)/(СИЛУМИН) ПОДЛОЖКА», 
ОБЛУЧЕННОЙ ИМПУЛЬСНЫМ ЭЛЕКТРОННЫМ ПУЧКОМ 
 
Д.В. Загуляев1, Ю.Ф. Иванов2, О.С. Толкачев2, В.В. Шляров1, Ю.А. Шлярова1 
1 
Сибирский государственный индустриальный университет, г. Новокузнецк, 
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2 
Институт сильноточной электроники СО РАН, г. Томск, Российская Федерация 

E-mail: zagulyaev_dv@physics.sibsiu.ru 
 

Аннотация. Обработка поверхности металлов электронным пучком 
представляет собой многогранный метод, включающий применение интен-
сивных импульсных электронных пучков для улучшения поверхностных 
свойств различных материалов в широком спектре. Обширные исследова-
ния показали, что использование этого подхода может привести к заметно-
му снижению шероховатости и пористости поверхности, а также к заметно-
му повышению прочности на растяжение и пластичности. Кроме того, было 
замечено, что обработанные образцы обладают улучшенными характери-
стиками, такими как твердость, износостойкость и коррозионные свойства, 
что подчеркивает эффективность электронно-пучковой обработки поверх-
ности в материаловедении. 

В данной работе установлено, что облучение системы «пленка 
(Ti)/(силумин) подложка» приводит к трансформации как пленки титана, 
так и прилегающего слоя силумина с разной плотностью энергии, что ока-
зывает различное влияние на структуру и состав. При обработке электрон-
ным пучком при плотности энергии 30 Дж/см2 титановая пленка и приле-
гающий слой силумина подвергаются полному растворению, в результате 
чего образуется сложная субмикронанокристаллическая структура, харак-
теризующаяся присутствием частиц кремния, распределенных по границам 
зерен. Облучение электронным пучком системы «пленка (Ti)/(силумин) 
подложка»  при разных плотностях энергии (10, 15, 30 Дж/см2) приводит к 
изменению морфологии поверхности, размера кристаллитов и фазового со-
става, а повышение плотности энергии приводит к плавлению пленки ти-
тана и прилегающего слоя силумина. 

Ключевые слова: силумин; титан; система «пленка/подложка»; импульс-
ный электронный пучок; элементный и фазовый состав; дефектная субструк-
тура. 

 

Введение 
Электронно-пучковая обработка (ЭПО) поверхности широко изучена и используется для из-

менения поверхностных свойств различных материалов. А. Панин и др. использовали обработку 
электронным пучком для уменьшения ширины игольчатой α-фазы и увеличения объемной доли 
β-фазы в композите с титановой матрицей [1]. С. Басак с соавторами обсуждали улучшение твер-
дости, износостойкости и коррозионной стойкости аустенитной нержавеющей стали 316L за счет 
ЭПО поверхности [2]. Коллектив под руководством С. Валькова в одной из своих работ обобщил 
использование технологий ЭПО для модификации поверхности металлов и сплавов [3, 4]. На-
блюдалось улучшение коррозионной стойкости сплава на основе Mg–Sn с выделениями Mg2Sn 
за счет импульсной обработки электронным пучком [5].  

Важным фактором при использовании технологии ЭПО является плотность энергии пучка 
электронов. Было показано влияние плотностей энергии электронного пучка на морфологию по-
верхности и свойства при растяжении сплава Al-Mg, изготовленного методом аддитивного про-
изводства [6]. Исследования показали, что использование обработки электронным пучком с раз-
личной плотностью энергии (5, 10, 15 Дж/см2) приводит к улучшению четкости границ зерен, 
уменьшению межзеренных трещин, а также оптимальной кристаллизации и прочности на разрыв 
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для сплава Al-Mg. С. Вальков с соавторами продемонстрировали влияние мощности пучка элек-
тронов на структуру, шероховатость поверхности и коррозионные свойства обработанных элек-
тронным лучом сплавов Co-Cr-Mo [7]. Также этим научным коллективом был продемонстриро-
ван метод дуплексной модификации поверхности, включающий нанесение покрытия WN с по-
следующей электронно-лучевой обработкой поверхности из быстрорежущей инструментальной 
стали R18. Таким образом, в работах показано, что ЭПО оказывает влияние на поверхностные 
слои обрабатываемых материалов, приводя к изменению структуры и, как следствие, к измене-
нию физико-механических характеристик. Очевидно, что применение ЭПО поверхности метал-
лов и сплавов является важной и активной областью исследований, охватывающей широкий 
спектр материалов. Эта исследовательская деятельность обусловлена множеством преимуществ 
технологии ЭПО по сравнению с традиционными методами обработки. К ним можно отнести: 

• точный контроль: технология позволяет точно контролировать уровень фокусировки, ин-
тенсивность мощности луча и отклонение, обеспечивая точную регулировку по площади поверх-
ности; 

• автоматизированный процесс: машины для электронно-пучковой обработки поверхности 
полностью автоматизированы, что обеспечивает точную повторяемость и полную отслеживае-
мость соответствующих параметров в процессе модификации; 

• низкое тепловложение: метод работает с чрезвычайно низким тепловложением, сводя к ми-
нимуму искажения и обеспечивая при этом предсказуемые свойства поверхности; 

• универсальность: обеспечивает широкий спектр методов, таких как закалка, структуриро-
вание поверхности, гравировка и полировка, все из которых могут быть интегрированы в одну 
систему для эффективного использования; 

• условия высокого вакуума: процесс происходит в условиях высокого вакуума в рабочей 
камере, что положительно влияет на материал за счет уменьшения потенциальных пор или дру-
гих дефектов; 

• энергоэффективность: электронно-лучевое отверждение потребляет меньше энергии (всего 
10 % термического отверждения) и обеспечивает более быстрое время отверждения по сравне-
нию с методами термического отверждения; 

• снижение внутренних напряжений: отверждение при температуре окружающей среды при 
электронно-пучковой обработке снижает внутренние напряжения, что делает его пригодным для 
производства деталей с высокими требованиями к производительности; 

• управление процессом: позволяет точно контролировать степень отверждения в различных 
местах продукта, улучшая контроль процесса и качество. 

Сплавы Al-Si привлекли значительное внимание благодаря их широкому спектру примене-
ния в различных отраслях промышленности, таких как автомобилестроение, аэрокосмическая 
промышленность и производство биоматериалов. Однако, несмотря на это, до сих пор сохраняет-
ся высокий интерес к данным сплавам, не только с практической, но и с научной точки зрения. 
Проведены исследования доэвтектических сплавов Al-Si-Cu, в частности AlSi8Cu3 и AlSi6Cu4, с 
использованием термического анализа производных [8]. Эти сплавы продемонстрировали потен-
циал для дисперсионного упрочнения. Исследования позволили установить, что правильный вы-
бор температуры в процессе термообработки сплавов Al-Cu помогает определить характерные 
точки и средние изменения размера фаз меди после растворения при различных температурах. 
Для сплавов Al-Cu температура раствора составляет 548 °C, а для сплавов AlSi8Cu3 и AlSi6Cu4 – 
490 °C и 488 °C соответственно. В работах [9, 10] заэвтектические сплавы Ai-Si облучались силь-
ноточным импульсным электронным пучком. Сообщалось, что обработка сильноточным им-
пульсным электронным пучком расширила и сместила дифракционные пики Al и Si. Уменьше-
ние параметров решетки алюминия связано с образованием в жидком слое пересыщенного твер-
дого раствора алюминия. Износостойкость обработанного сплава повысилась в 9 раз, что может 
быть связано с образованием метастабильных структур. Ф. Мао и др. разработали кинетическую 
модель, основанную на теории зарождения и роста, для прогнозирования свойств при литье и 
термообработке сплавов Al-Si-Cu-Mg [11]. Это исследование подчеркивает важность понимания 
процесса термообработки для оптимизации свойств сплавов Al-Si для конкретных применений. 
Проведены исследования влияния фаз Al5FeSi на растрескивание отливок из сплавов Al-Si, под-
черкивающие необходимость решения потенциальных решений, которые могут возникнуть в ус-
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ловиях эксплуатации компонентов, изготовленных из этих сплавов [12]. В целом литература сви-
детельствует о том, что сплавы Al-Si имеют большие перспективы для широкого спектра приме-
нений и дальнейшие исследования состава сплавов, процессов термообработки и механических 
свойств необходимы для полного использования потенциала этих материалов в различных отрас-
лях промышленности. 

Целью настоящей работы являлось исследование эволюции системы «пленка (Ti)/(силумин) 
подложка», облученной импульсным электронным пучком в режиме твердофазного и жидкофаз-
ного растворения титана в силумине доэвтектического состава. 

 
Материал и методика исследования 

В качестве материала исследования был использован силумин доэвтектического состава 
марки АК5М2 (Al-(4-6)Si-(1,5-3,5)Cu-(0,2-0,8)Mg-(0,2-0,8)Mn-(0,05-0,2)Ti-(до 1,5)Zn-(до 1,3)Fe-
(до 0,5)Ni). Образцы имели форму параллелепипеда с размерами 4× 12× 130 мм. Имитация тре-
щины (концентраторы напряжений) в центральной части образца осуществлялась двумя надре-
зами в виде полуокружности радиусом 20 мм. Образцы в областях концентраторов напряжений 
подвергались механической шлифовке наждачными бумагами с уменьшающейся дисперсностью 
частиц абразива. После шлифования на бумагах проводили полировку образцов алмазной пастой 
с частицами абразива размерностью до 1 мкм (до придания зеркального блеска). Подготовку по-
верхности в области концентратора напряжений осуществляли с целью уменьшения шероховато-
сти поверхности, поскольку известно, что при циклических нагрузках разрушение деталей связа-
но с развитием усталостных трещин, возникающих непосредственно в поверхностном слое. По-
верхностную обработку силумина осуществляли в два этапа. На первом этапе на поверхность 
образцов силумина наносили пленку титана толщиной 5 мкм. Пленку титана осаждали из плаз-
мы, образующейся при вакуумном плазменно ассистированном (плазма аргона) электродуговом 
распылении катода из технически чистого титана марки ВТ1-0. Формирование пленки титана 
осуществляли на установке «КВИНТА» (ИСЭ СО РАН) [13]. На втором этапе проводили облуче-
ние системы «пленка (Ti)/(АК5М2) подложка» импульсным электронным пучком при следую-
щих условиях: энергия ускоренных электронов – 18 кэВ, плотность падающей энергии пучка 
электронов – (10, 15, 30) Дж/см2, длительность импульса облучения – 200 мкс, количество им-
пульсов – 3, частота следования импульсов – 0,3 с–1, давление остаточного газа (аргон) в рабочей 
камере установки – 0,02 Па. Облучение осуществляли на установке «СОЛО» (ИСЭ СО РАН) [13]. 
Выбор режима облучения был обусловлен результатами работ, представленных в [14], из кото-
рых следует, что при плотности энергии пучка электронов ES = 10 Дж/см2 система «пленка 
(Ti)/(силумин) подложка» находится в твердофазном состоянии, т. е. облучение не приводит к 
плавлению пленки титана, и прилегающего к ней слоя силумина. При ES = 15 Дж/см2 плавится 
прилегающий к пленке титана слой силумина, сама пленка не плавится. При ES = 30 Дж/см2 пла-
вится и пленка титана, и прилегающий к ней слой силумина. Исследование структуры и элемент-
ного состава образцов силумина осуществляли методами электронной сканирующей (прибор 
Philips SEM-515 с микроанализатором EDAX ECON IV) и просвечивающей дифракционной 
(прибор JEM 2100F, JEOL) микроскопии. 
 
Результаты исследования и их обсуждение 

Структура силумина доэвтектического состава, в том числе и силумина марки АК5М2, в ли-
том состоянии представлена зернами алюминия, зернами эвтектики Al-Si, а также включениями 
различной морфологии, элементного и фазового состава [15]. Следуя элементному составу, пред-
ставленному выше, основной составляющей структуры силумина марки АК5М2 являются зерна 
твердого раствора на основе алюминия. 

Облучение системы «пленка (Ti)/(силумина) подложка» импульсным электронным пучком 
при ES = 10 Дж/см2 не приводит к видимому изменению морфологии пленки титана (рис. 1, а).  

При ES = 15 Дж/см2 наблюдается частичное разрушение пленки титана и формирование 
структуры островкового типа (рис. 1, б, в). Островки обогащены атомами алюминия, основным 
химическим элементом поверхности образца является титан. При ES = 30 Дж/см2 островковая 
структура поверхностного слоя сохраняется. В этом случае островки обогащены атомами титана, 
а основным химическим элементом поверхности образца является алюминий (рис. 1, г). 
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Рис. 1. Изображение поверхностного слоя образцов системы «пленка (Ti)/(силумина) подложка», подвергнутых 
облучению импульсным электронным пучком, полученное в характеристическом рентгеновском излучении ато-
мов титана (Ti Kα1) (а, б) и атомов алюминия (Al Kα1) (в, г); образцы облучены при плотности энергии пучка элек-

тронов ES (Дж/см2) 10 (а), 15 (б, в), 30 (г). Сканирующая электронная микроскопия 

Более детально структуру поверхностного слоя образцов системы «пленка (Ti)/(силумина) 
подложка», подвергнутых облучению импульсным электронным пучком, изучали методами про-
свечивающей электронной дифракционной микроскопии, анализируя фольги, приготовленные из 
пластинок, вырезанных в плоскости, расположенной перпендикулярно плоскости облучения об-
разца. Представленные на рис. 2 микрофотографии свидетельствуют о том, что при ES = 
10 Дж/см2 изменение структуры прилегающего к пленке слоя силумина заключается в формиро-
вании субзеренной структуры с размерами субзерен (0,4–1,0) мкм (рис. 2, а, б). Следовательно, 
плавления поверхностного слоя силумина при данном режиме облучения не происходит и преоб-
разование элементного и фазового состава, формирование дефектной субструктуры материала 
протекает в твердофазном состоянии. 

 
Рис. 2. Электронно-микроскопическое изображение структуры системы «пленка/подложка», облученной им-
пульсным электронным пучком при плотности энергии пучка электронов: а, б – ES = 10 Дж/см2; в, г – ES = 
15 Дж/см2; (а-в) – режим STEM анализа; г – режим ПЭМ анализа. Стрелкой на (а, в) указана пленка титана 

При ES = 15 Дж/см2 плавится прилегающий к пленке титана слой силумина толщиной 4–6 
мкм (рис. 2, в). В результате высокоскоростного охлаждения данный слой кристаллизуется с об-
разованием структуры ячеистого типа в слое, прилегающем к пленке титана (рис. 2, г). Размер 
ячеек кристаллизации изменяется в пределах от 130 нм до 200 нм. По мере удаления от границы 
контакта пленки и подложки ячейки кристаллизации преобразуются в структуру столбчатого ти-
па (рис. 2, в). Поперечный размер столбиков изменяется в пределах от 200 нм до 500 нм. 

Увеличение плотности энергии пучка электронов до 30 Дж/см2 сопровождается плавлением 
слоя силумина толщиной 60–70 мкм (рис. 3). В результате сверхбыстрого охлаждения за счет те-
плоотвода в объем образца формируется структура высокоскоростной кристаллизации, морфоло-
гия которой изменяется по мере удаления от поверхности облучения.  
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Рис. 3. Электронно-микроскопическое изображение структуры системы «пленка/подложка», облученной им-

пульсным электронным пучком при ES = 30 Дж/см2; а-в – слой, формирующий поверхность облучения, г – слой, 
расположенный на глубине 27 мкм, д – слой, расположенный на глубине 50 мкм, е – слой, расположенный на глу-
бине 65 мкм; режим STEM анализа. Стрелками на (а–в) указана поверхность облучения; на (в) обозначен фрагмент 

пленки титана, погрузившейся в поверхностный слой силумина 

Поверхностный слой формируют два типа структуры. Во-первых, структура ячеистого типа, 
основным химическим элементом которой является, как будет показано ниже, алюминий (рис. 3, 
а). Во-вторых, структура ячеистого типа, основным химическим элементом которой является, как 
будет показано ниже, титан (рис. 3, б). Размер ячеек изменяется в пределах от 200 до 1000 нм и 
растет по мере увеличения расстояния от поверхности облучения. Одновременно с этим изменя-
ется форма ячеек от глобулярной (округлой) у поверхности облучения к столбчатой (см. рис. 3). 
В отдельных случаях обнаруживаются фрагменты пленки титана, погрузившиеся в объем образ-
ца на стадии плавления прилегающего к пленке поверхностного слоя силумина (рис. 3, в). 

Методами картирования установлено, что растворение пленки титана в поверхностном слое 
силумина при облучении системы «пленка/подложка» импульсным электронным пучком при ES 
= 30 Дж/см2 приводит к формированию обогащенных атомами титана островков и тонких про-
слоек по границам ячеек кристаллизации алюминия (рис. 4, а, б). Наряду с титаном границы яче-
ек обогащены атомами кремния, железа и меди (рис. 4, г–е). 

 
Рис. 4. Электронно-микроскопическое изображение (а) структуры системы «пленка/подложка», облученной им-
пульсным электронным пучком при ES = 30 Дж/см2 (слой, формирующий поверхность облучения); б–з – изобра-
жение поверхностного слоя, полученное в характеристическом рентгеновском излучении атомов титана (б), алю-

миния (в), кремния (г), железа (д), меди (е), марганца (ж), кислорода (з)  
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Результаты элементного анализа данного участка фольги, представленные в таблице, свиде-
тельствуют о том, что наряду с атомами алюминия и титана поверхностный слой обогащен ато-
мами кремния, железа и меди, формирующими прослойки, расположенные на границах ячеек 
кристаллизации.  

 
Результаты количественного анализа элементного состава участка фольги, электронно-микроскопическое изо-

бражение которого приведено на рис. 4, а 

 
Методами дифракционной электронной микроскопии осуществлен анализ фазового состава 

системы «пленка (Ti)/(АК5М2) подложка», облученной импульсным электронным пучком. Пре-
жде всего рассмотрим преобразование пленки титана. Выполненные исследования показали, что 
в исходном состоянии (состояние до облучения) пленка титана имеет столбчатую структуру 
(рис. 5, а). 

 

 
Рис. 5. Электронно-микроскопическое изображение пленки титана в исходном (до облучения импульсным элек-
тронным пучком) состоянии; а – светлое поле; б – микроэлектронограмма; в – темное поле, полученное в реф-

лексе [100]α-Ti 
Поперечный размер столбиков изменяется в пределах 20–30 нм. Столбики сформированы 

кристаллитами, размеры которых 5–7 нм (рис. 5, в). Облучение системы «пленка/подложка» им-
пульсным электронным пучком приводит к преобразованию структуры пленки титана, заклю-
чающемуся в увеличении размеров формирующих ее кристаллитов. Установлено, что при ES = 
10 Дж/см2 размеры кристаллитов пленки изменяются в пределах 18–40 нм (рис. 6, а); при ES = 
15 Дж/см2 – 100–220 нм (рис. 6, б). При ES = 30 Дж/см2, как было показано на рис. 3, пленка тита-
на на поверхности образцов силумина не обнаруживается. 

 
Рис. 6. Электронно-микроскопическое изображение пленки титана, облученной импульсным электронным пучком 

при плотности энергии пучка электронов ES = 10 Дж/см2 (а); ES = 15 Дж/см2 (б) 
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Существенным образом в результате облучения изменяется структура прилегающего к плен-
ке слоя силумина. Как отмечалось выше, при обсуждении результатов, представленных на рис. 2, 
облучение системы «пленка/подложка» импульсным электронным пучком при ES = 10 Дж/см2 
сопровождается формированием в прилегающем к пленке слое силумина субзеренной структуры, 
характерное изображение которой приведено на рис. 7, а. По границам и в объеме фрагментов 
располагаются частицы кремния и алюминида меди Al2Cu (рис. 7). 

 
Рис. 7. Электронно-микроскопическое изображение слоя силумина, прилегающего к пленке титана, облученной 
импульсным электронным пучком при плотности энергии пучка электронов ES = 10 Дж/см2; а, в – темные поля, 

полученные в рефлексах [113]Al+[331]Si ( а) и [211]Al 2Cu (в); б – микроэлектронограмма,  
стрелками указаны рефлексы, в которых получены темные поля: 1 для (а), 2 – для (в) 

Как отмечалось выше, при обсуждении результатов, представленных на рис. 2, в, г, облуче-
ние системы «пленка/подложка» импульсным электронным пучком при плотности энергии пучка 
электронов ES = 15 Дж/см2 плавится поверхностный слой силумина, прилегающий к пленке тита-
на. В результате высокоскоростной кристаллизации на стадии охлаждения образца формируется 
ячеистая (столбчатая) структура, характерное изображение которой приведено на рис. 8. Микро-
дифракционный анализ данной структуры позволяет утверждать, что объем ячеек кристаллиза-
ции сформирован твердым раствором на основе алюминия (рис. 8, в); прослойки второй фазы, 
расположенные по границам ячеек кристаллизации, являются преимущественно кремнием 
(рис. 8, г). Следует отметить, что прослойки кремния имеют нанокристаллическую структуру. 
Размеры кристаллитов кремния изменяются в пределах от 8 до 15 нм.  

 
Рис. 8. Электронно-микроскопическое изображение слоя силумина, прилегающего к пленке титана, облученной 
импульсным электронным пучком при плотности энергии пучка электронов ES = 15 Дж/см2; а – светлое поле;  

б – микроэлектронограмма; в, г – темные поля, полученные в рефлексах [022]Al ( в) и [111]Si ( г); на (б) стрелками 
указаны рефлексы, в которых получены темные поля: 1 для (в), 2 – для (г) 

Наиболее существенные преобразования системы «пленка/подложка» наблюдаются при об-
лучении электронным пучком, как было показано на рис. 3 и рис. 4, с плотностью энергии  
ES = 30 Дж/см2. В поверхностном слое выявлено формирование двух типов структуры. Во-
первых, структура высокоскоростной кристаллизации с образованием ячеистой или столбчатой 
структуры (см. рис. 3). Электронно-микроскопический микродифракционный анализ показал, что 
объем ячеек сформирован твердым раствором на основе алюминия (рис. 9, в).  
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Рис. 9. Электронно-микроскопическое изображение поверхностного слоя системы «пленка/подложка», облучен-
ной импульсным электронным пучком при плотности энергии пучка электронов ES = 30 Дж/см2; а – светлое поле; 

б – микроэлектронограмма; в, г – темные поля, полученные в рефлексах [331]Al ( в) и [311]Si +  [321]Cu 5Si + 
[511]Al 4Cu9 (г); на (б) стрелками указаны рефлексы, в которых получены темные поля: 1 для (в), 2 – для (г) 
Во-вторых, области со структурой высокоскоростной кристаллизации, содержащие включе-

ния, обогащенные атомами титана (см. рис. 4). Представленные на рис. 10 результаты микроди-
фракционного анализа таких областей выявили формирование наноразмерных частиц кремния 
(рис. 10, в), α-Ti и алюминидов титана (рис. 10, г). 

 
Рис. 10. Электронно-микроскопическое изображение поверхностного слоя системы «пленка/подложка», облучен-
ной импульсным электронным пучком при плотности энергии пучка электронов ES = 30 Дж/см2; а – светлое поле; 
б – микроэлектронограмма; в, г – темные поля, полученные в рефлексах [111]Si (в) и [110]AlTi 3 + [002]α-Ti (г); на (б) 

стрелками указаны рефлексы, в которых получены темные поля: 1 для (в), 2 – для (г) 

Таким образом, облучение системы «пленка (Ti)/(силумин) подложка» импульсным элек-
тронным пучком сопровождается преобразованием структуры как пленки титана, так и приле-
гающего к пленке слоя силумина. При плотностях энергии пучка электронов ES = (10 и 15) 
Дж/см2 пленка титана сохраняется, однако кристаллиты, ее формирующие, многократно увели-
чиваются. При ES = 30 Дж/см2 пленка титана практически полностью растворяется в расплавлен-
ном слое силумина. В поверхностном слое силумина толщиной до 70 мкм формируется много-
фазная субмикро- нанокристаллическая ячеисто-столбчатая структура высокоскоростной кри-
сталлизации алюминия, по границам и в объеме ячеек располагаются наноразмерные частицы 
кремния, алюминидов кремния, титана и меди.  
 
Заключение 

Сформирована система «пленка (Ti)/(силумин) подложка» при толщине пленки титана 5 
мкм. Пленка титана имеет столбчатую структуру с поперечным размером столбиков 20–30 нм. 
Столбики сформированы кристаллитами, размеры которых 5–7 нм. Облучение системы «плен-
ка/подложка» импульсным электронным пучком при ES = 10 Дж/см2 и ES = 15 Дж/см2 сопровож-
дается увеличением размеров кристаллитов пленки от 18–40 нм в первом режиме, до 100–220 нм 
– во втором. Показано, что при ES = 10 Дж/см2 морфология поверхности пленки титана не изме-
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няется; при ES = 15 Дж/см2 наблюдается разрушение пленки титана с формированием островко-
вой структуры (островки обогащены атомами алюминия). При ES = 30 Дж/см2 пленка титана на 
поверхности образцов силумина не обнаруживается; в отдельных случаях выявляются островки 
пленки титана в подповерхностном слое силумина. Установлено, что при ES = 10 Дж/см2 в приле-
гающем к пленке титана слое силумина формируется субзеренная структура, что является след-
ствием релаксации термических напряжений, обусловленных сверхвысокими скоростями нагрева 
и охлаждения поверхностного слоя образца. Выявлено, что облучение системы «пленка 
(Ti)/(силумин) подложка» при ES = 15 Дж/см2 приводит к плавлению прилегающего к пленке ти-
тана слоя силумина толщиной 4–6 мкм, сопровождающееся, на стадии высокоскоростного охла-
ждения, формированием структуры ячеистой кристаллизации с размером ячеек 130–200 нм. 
Ячейки сформированы твердым раствором на основе алюминия, по границам ячеек располагают-
ся наноразмерные частицы кремния. При ES = 30 Дж/см2 плавится, с образованием на стадии кри-
сталлизации ячеистой структуры размерами 0,2–1 мкм, слой силумина толщиной 60–70 мкм. По 
границам ячеек располагаются силициды и алюминиды меди. Растворение пленки титана при ES 
= 30 Дж/см2 сопровождается формированием в поверхностном слое силумина наноразмерных 
(70–110 нм) частиц α-Ti и алюминида титана. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 19-79-10059, 
https://rscf.ru/project/19-79-10059/. В работе применялось оборудование ЦКП НМНТ ТПУ, под-
держанного проектом Минобрнауки России № 075-15-2021-710. 
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THE EVOLUTION OF A TI FILM/SILUMIN SUBSTRATE SYSTEM  IRRADIATED  
BY A PULSE ELECTRON BEAM 
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Abstract. The electron beam treatment of metal surfaces involves the use of intense pulsed electron 
beams to improve a wide range of surface properties of different materials. Research has shown that it 
can lead to a marked reduction in surface roughness and porosity and a marked increase in tensile 
strength and ductility. Processed samples also have improved hardness, wear resistance, and anti-
corrosion properties, which emphasizes the effectiveness of electron beam surface treatment in materials 
science. 

This work studies the irradiation of a Ti film/silumin substrate system showing it leads to the trans-
formation of both the Ti film and the silumin layer with different energy densities, which has a different 
effect on the structure and composition. When treated with an electron beam at an energy density of 
30 J/cm2, the Ti film and the silumin layer undergo complete dissolution, resulting in a complex submi-
cron crystalline structure characterized by the presence of silicon particles distributed along grain 
boundaries. Irradiation with an electron beam of the Ti film/silumin substrate system at different energy 
densities (10, 15, 30 J/cm2) leads to a change in surface morphology, crystallite size, and phase composi-
tion, and an increase in energy density leads to the melting of the Ti film and the silumin layer. 

Keywords: silumin; titanium; film/substrate system; pulsed electron beam; elemental and phase 
composition; defect substructure. 
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ПАРАМЕТРЫ МАГНИТНОГО ОБМЕННОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ  
И ТЕМПЕРАТУРА КЮРИ В СПЛАВЕ Fe75Ga25 
 
М.В. Матюнина, М.А. Загребин, В.В. Соколовский, В.Д. Бучельников 
Челябинский государственный университет, г. Челябинск, Российская Федерация 
E-mail: matunins.fam@mail.ru 
 

Аннотация. Для кристаллических структур D03 и L12 сплава Fe75Ga25 в 
рамках теории функционала плотности рассчитаны параметры магнитного 
обменного взаимодействия Jij с помощью гамильтониана, построенного на 
основе базиса функций Ванье. Наибольшее ферромагнитное взаимодейст-
вие в первой координационной сфере в фазе L12 составляет 18 мэВ, что на 
3 мэВ меньше по сравнению с результатами, полученными с помощью ме-
тода функций Грина Корринга–Кона–Ростокера. В фазе D03 наибольшее 
ферромагнитное взаимодействие в первой координационной сфере наблю-
дается между атомами разных подрешеток Fe. Разница с результатами, по-
лученными ранее с помощью метода Корринга–Кона–Ростокера составляет 
≈ 10 мэВ. В результате моделирования Монте-Карло с использованием по-
лученных значений параметров магнитного обмена оценены температуры 
Кюри. Для структуры L12 температура Кюри составляет 1007 К, что сопос-
тавимо с экспериментальными данными. Температура Кюри для структу-
ры D03 составляет 517 К, что ниже экспериментального значения на 200 К. 

Ключевые слова: сплавы на основе Fe; первопринципные расчеты; функции 
Ванье; параметры обменного взаимодействия; температура Кюри. 

 

Введение 
В настоящее время интенсивно возрастающий интерес научного сообщества обращен на ис-

следование и развитие высокопроизводительных материалов нового поколения. Таковыми явля-
ются магнитомягкие сплавы на основе железа Fe-Al, Fe-Ga и Fe-Ge, привлекающие внимание 
своими необычными механическими, электрическими и магнитным свойствами [1]. Высокие 
значения магнитострикции насыщения в низких магнитных полях, высокий предел прочности, 
хорошая пластичность и ударопрочность, слабая зависимость магнитомеханических свойств в 
широком диапазоне температур [2] позволяют рассматривать сплавы Fe-Ga в качестве альтерна-
тивы сплавам с редкоземельными элементами, например, Dy0,7Tb0,3Fe2 [1–4]. Указанные сплавы 
сохраняют ферромагнитные (ФМ) свойства в широком концентрационном диапазоне, так, на-
пример, температура Кюри TC при содержании немагнитных атомов 25 ат. % достигает значений 
TC = 758 K, 730 K и 710 K в Fe-Al, Fe-Ga и Fe-Ge соответственно [5, 6]. В области твердого рас-
твора A2 наблюдается плавное снижение TC по мере растворения немагнитных атомов в железе. 
При повышенном содержании легирующего элемента до 20–30 ат. % концентрационная зависи-
мость температуры TC качественно изменяется и определяется особенностями состояния форми-
рующихся упорядоченных фаз [5, 6]. Так, в сплаве Fe-Ga в этой области концентраций наиболь-
шую температуру Кюри (около 900 К) имеет фаза L12 (221-я группа симметрии, Pm-3m), а темпе-
ратура TC фазы D03 существенно ниже [6] (TC ≈ 600 К).  

С теоретической точки зрения концентрационные зависимости TC могут быть определены в 
рамках приближения молекулярного поля (ПМП) и в рамках микроскопического подхода, соче-
тающего в себе моделирование методом Монте-Карло (МК) трехмерной модели Гейзенберга 

ij i jij
H = J S S∑  с ab initio расчетами при T = 0 K параметров обменного взаимодействия Jij. Опи-

санный выше микроскопический подход позволяет получить температурные зависимости намаг-
ниченностей, из которых и определяется TC. Исследование концентрационной зависимости TC 
для сплавов Fe-Al, Fe-Ga и Fe-Ge в кристаллических структурах A2 и D03 в приближении средне-
го поля c учетом влияния выбора широко известных и апробированных функционалов прибли-
жения обобщенного градиента (general gradient approximation, GGA) и приближения локальной 
плотности (local density approximation, LDA) было проведено в работе [7]. Поведение зависимо-
сти TC(x) качественно соответствует экспериментальному, однако полученные значения превы-



Матюнина М.В., Загребин М.А., Параметры магнитного обменного взаимодействия 
Соколовский В.В., Бучельников В.Д. и температура Кюри в сплаве Fe75Ga25 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 
2024, том 16, № 3, С. 62–69 

63 

шают экспериментальные данные на величину порядка 400 K и 250 К в приближении GGA и 
LDA соответственно. Исследование зависимости TC(x) при помощи микроскопического подхода, 
сочетающего в себе ab initio расчеты и моделирование методом МК, выполненное для сплавов 
Fe-Ga, представлено в работах [8–10]. Как и в случае ПМП, теоретические расчеты методом МК 
дают завышенные значения. Возможное объяснение этого факта может быть связано с перво-
принципными параметрами для расчета констант магнитного обменного взаимодействия, полу-
ченными при помощи программного пакета SPRKKR [11] в рамках метода Коринги–Кона–
Ростокера и теории многократного рассеяния в формулировке, предложенной Лихтенштей-
ном [12]. Для создания нестехиометрических композиций в данном пакете используется прибли-
жение когерентного потенциала (coherent potential approximation, CPA), что предполагает ис-
пользование некоторой эффективной среды, в которой один из компонентов внедрен таким обра-
зом, чтобы воспроизвести усредненную концентрацию всех компонентов среды. Применение та-
кой усредненной среды может давать завышенные значения параметров магнитного обменного 
взаимодействия, что в конечном итоге сказывается на величине TC. 

Расчет параметров магнитного обменного взаимодействия вне приближения когерентного 
потенциала может быть выполнен в рамках теории функционала плотности (density functional 
theory, DFT) с использованием подхода суперячеек при создании нестехиометрических компози-
ций при помощи Гамильтониана для расчета Jij, построенного в базисе функций Ванье [13]. Та-
кой подход к расчету параметров магнитного обменного взаимодействия позволяет оценить 
влияние окружения немагнитных атомов на элементы основного твердого раствора и, соответст-
венно, оценить роль ближнего порядка в распределении легирующего элемента на магнитные 
свойства исследуемой кристаллической структуры.  

Целью данной работы является расчет в рамках теории функционала плотности параметров 
магнитного обменного взаимодействия с применением базиса максимально локализованных 
функций Ванье, а также оценка температуры Кюри, полученной в рамках микроскопического 
подхода моделированием методом Монте-Карло с учетом Jij, полученных с помощью функций 
Ванье. 
 

Детали вычислений 
В качестве объектов были выбраны кристаллические структуры D03 и L12 сплава Fe75Ga25, 

расчет структурных и магнитных характеристик которых ранее выполнялся коллективом авторов 
и представлен в ряде работ [7–10]. Все расчеты выполнены при помощи метода проекционных 
присоединенных волн (projector augmented wave, PAW), реализованного в программном пакете 
VASP [14, 15]. Учет обменно-корреляционных эффектов был проведен для функционала – GGA 
по схеме Пердью, Бурке и Эрнцерхофа (Perdew, Burke, Ernzerhof – PBE) [16]. В рамках PAW-
потенциалов использовались следующие электронные конфигурации: Fe(3p63d74s1) и 
Ga(3d104s24p1). Энергия обрезания плоских волн составила 440 эВ. Для расчетов учитывалась 
плотность k-сетки ≈ 5 000 k-точек на обратную решетку. Критерий сходимости при проведении 
геометрической оптимизации составил 10–8 эВ/ячейку, сходимость по силам составляла менее  
10–3 эВ/Å. На рис. 1 представлены примитивные ячейки исследуемых кристаллических структур 
L12 и D03 в стехиометрической композиции. 

 
a) б) 

Рис. 1. Модельные примитивные кристаллические решетки исследуемых структур сплавов Fe75Ga25: а) L12 
(Pm-3m, №221), атомы Fe1,2,3 локализованы на позиции Уайкова 3с (0; 0,5; 0,5), (0,5; 0; 0,5), (0,5; 0,5; 0); б) D03 

(Fm-3m, №225), атомы Fe1, F2 расположены на позициях 4b (0,5; 0,5; 0,5) и 8c (0,25; 0,25; 0,25), (0,75; 0,75; 
0,75) соответственно. Серебристые сферы соответствуют расположению немагнитных атомов Ga 



Физика 

Bulletin of the South Ural State University 
Ser. Mathematics. Mechanics. Physics, 2024, vol. 16, no. 3, pp. 62–69 

64 

В гранецентрированной решетке L12 три атома железа занимают позиции Уайкова 
3с (0; 0,5; 0,5), (0,5; 0; 0,5) и (0,5; 0,5; 0), немагнитные атомы располагаются в позиции 
1a (0; 0; 0). В решетке D03 атом Fe1 занимает позицию 4b (0,5; 0,5; 0,5), атом Fe2 – 8с (0,25; 0,25; 
0,25) и (0,75; 0,75; 0,75), атом Ga – 4a (0; 0; 0). 

После проведения геометрической оптимизации для каждой из исследуемых структур были 
рассчитаны максимально-локализованные функции Ванье по методу Марзари и Вандербильта в 
рамках программного пакета Wannier90 [17]. В первопринципных программных пакетах кри-
сталлы представляют собой регулярную периодическую структуру, и, согласно теореме Блоха, 
потенциал, действующий на электрон в кристалле, имеет размерность кристалла, что позволяет 
свести задачу к решению уравнений Кона–Шэма для электронов в рамках элементарной ячейки, 
находящихся в бесконечном периодическом твердом теле. Локализованный набор обобщённых 
функций Ванье, представляющий множество локализованных ортонормированных орбиталей, 
строился из волновых функций Блоха и охватывал то же пространство, что и указанный набор 
функций Блоха. Альтернативное представление может быть дано в терминах пространственно-
локализованных функций Ванье. Непосредственно константы обменного взаимодействия рассчи-
тывались при помощи пакета TB2J python [18] в рамках метода функций Грина с локальным же-
стким вращением спина, рассматриваемым как возмущение [13]. Полученная зависимость мно-
жества Jij от расстояния между взаимодействующими атомами использовалась в качестве вход-
ных параметров в моделировании МК с использованием кода Vampire 5.0 [19].   

Оценка температуры Кюри по кривым M(T) проводилась при помощи построения функции 
M1/β(T), линейно убывающей с ростом температуры, и определялась на пересечении кривой M1/β с 
осью T, где β = 0,3646 – критический индекс трехмерной модели Гейзенберга. 
 

Результаты расчетов и обсуждение 
Геометрическая оптимизация. Результаты геометрической оптимизации исследуемых кри-

сталлических структур D03 и L12 сплава Fe75Ga25, выполненных при помощи программного паке-
та VASP в приближении GGA, представлены в табл. 1. 

В табл. 1 приведены экспериментальные и теоретические литературные данные с указанием 
программного пакета и функционала для случая, если он не рассматривался в настоящей работе. 
Как можно видеть из табл. 1, полученные результаты и литературные данные для равновесных 
параметров решетки практически не отличаются друг от друга и их значения меньше экспери-
ментальных. Разница теоретических значений с экспериментальными данными не превышает 
1 %. Значения aтеор. также хорошо согласуются с теоретическими расчетами, полученными в рам-
ках подхода, основанного на применении теории многократного рассеяния, называемого форма-
лизмом Корринги–Кона–Ростокера (SPRKKR) [19, 20]. 

 

Таблица 1 
Равновесные расчетные aтеор. (Å) и экспериментальные aэксп. (Å) параметры решеток, полные расчетный µтеор. 

(µB/ат.) и экспериментальный µэксп. (µB/ат.) магнитные моменты исследуемых кристаллических структур D03 и L12 
сплава Fe75Ga25, полученные в настоящей работе и взятые из литературных данных. В квадратных скобках при-

ведена информация о программном пакете, при помощи которого выполнены расчеты и функционале 

Фаза aтеор. aэксп.. µтеор. µэксп. 
D03 5,75 

5,82 [10, SPRKKR] 
5,81 [6] 1,54  1,54 [6] 

L12 3,65 
3,69 [10, SPRKKR] 
3,59* [10, SPRKKR] 

3,68 [6] 1,74 
1,74 [7, SPRKKR] 
1,74* [7, SPRKKR] 

1,80 [6] 

* расчеты выполнены с учетом функционала LDA 
 

Постоянные обменного взаимодействия. На втором этапе расчетов для исследуемых фаз был 
получен локализованный набор обобщённых функций Ванье, представляющий множество лока-
лизованных ортонормированных орбиталей, построенный на базе волновых функций Блоха и 
охватывающий то же пространство, что и указанный набор функций Блоха (далее по тексту и на 
рисунках сокращенно будем обозначен как VASP). Для получения базиса волновых функций за-
давались орбитали s-, p-, d- для атомов Fe и s-, p- для немагнитных атомов Ga. На рис. 2 пред-
ставлена зависимость параметров магнитного обменного взаимодействия Jij от расстояния 

1d a≤  между атомами i  и j  в кристаллических структурах D03 и L12 сплава Fe75Ga25. 
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Рис. 2. Зависимость параметров магнитного обменного взаимодействия J ij от расстояния d/a между атомами i 
и j кристаллической структуры D03 сплава Fe75Ga25, полученные в приближениях: а) в программном пакете 
SPRKKR [21] ( полые символы); в программном пакете VASP (сплошные символы) и б) J ij в структуре L12 

На рис. 2, а представлены результаты, ранее полученные в программном пакете SPRKKR [8] 
в приближении GGA (далее по тексту и на рисунках сокращенно будут обозначены как 
SPRKKR). Как можно видеть, наибольшее ФМ (Jij > 0) взаимодействие наблюдается в первой ко-
ординационной сфере для атомов Fe1-Fe2, расположенных на позициях 4b (0,5; 0,5; 0,5) и 8c (0,25; 
0,25; 0,25), (0,75; 0,75; 0,75) соответственно (см. рис. 1 расположения атомов в решетке). Величи-
на обменного взаимодействия составляет Jij ≈ 23 мэВ в программном пакете SPRKKR, и ≈ 13 мэВ 
при расчете Jij с применением базиса максимально локализованных функций Ванье.  

Можно отметить, что для атомов Fe2 в третьей координационной сфере наблюдается расще-
пление взаимодействия на слабое ФМ и антиферромагнитное (АФМ, Jij < 0). Расчеты Jij в про-
граммном пакете SPRKKR предсказывают расщепление на АФМ-АФМ взаимодействие величи-
ной –0,19 мэВ и –0,35 мэВ (см. вставку на рис. 2, а)). В структуре L12 (см. рис. 2, б) наибольшее 
ФМ взаимодействие также наблюдается в первой координационной сфере. Значения, рассчитан-
ные при помощи программного пакета SPRKKR [8], составляют ≈ 21 мэВ, для программного па-
кета VASP – 18 мэВ. 

Температура Кюри. Набор параметров Jij в зависимости от расстояния между взаимодейст-
вующими атомами в кристаллических структурах D03 и L12 сплава Fe75Ga25, полученный в про-
граммном пакете SPRKKR с учетом приближения когерентного потенциала и приближения сред-
него поля, а также с применением базиса максимально локализованных функций Ванье в пакете 
VASP, использовался в качестве входных параметров в моделировании методом МК. В табл. 2 
представлены результаты расчета температуры Кюри в сравнении с экспериментальными данны-
ми [6]. Расчетные значения TC в кристаллических структурах L12 и D03, полученные в ПМП, су-
щественно превышают экспериментальные. В фазе L12 температура Кюри, рассчитанная на осно-
вание Jij как при помощи программного пакета SPRKKR, так и VASP, хорошо согласуются с экс-
периментом. Дополнительно стоит отметить, что указанные экспериментальные значения TC в 
структуре L12 получены методом экстраполяции [6] кривых намагниченности. Также из табл. 2 
можно отметить, что в фазе D03 расчетные значения практически равноудалены от эксперимен-
тального: SPRKKR – завышенные значения, VASP – заниженные. Такая ситуация непосредствен-
но объясняется значениями обменных взаимодействий, полученных разными пакетами. Как вид-
но из рис. 2, для структуры L12 разница значений в первой координационной сфере составляет не 
многим более 3 мэВ, в то время как для D03 Jij

SPRKKR–Jij
VASP ≈ 10 мэВ и 2,5 мэВ – для взаимодейст-

вий Fe1-Fe2 и Fe2-Fe2 соответственно. 
Таблица 2 

Температура Кюри TC (в K), вычисленная с помощью рассчитанных параметров обменного взаимодействия. 
Для сравнения приведено теоретическое значение TC, полученное с помощью МК моделирования обменных 

интегралов в программном пакете SPRKKR, в ПМП и экспериментальные данные 

Фаза TC TC (SPRKKR) TC (ПМП) TC (эксперимент) 
D03 517 987 1278 730 [6] 
L12 1007 1060 1463 1040*[6] 
* данные, полученные экстраполяцией 
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Заключение 
В работе апробирован подход получения параметров магнитного обменного взаимодействия 

через гамильтониан функций Ванье, что позволяет получить значения Jij для каждого из атомов в 
суперячейке без создания эффективной среды как в случае программного пакета SPRKKR. Дан-
ный подход позволяет проанализировать влияние ближайшего окружения немагнитных атомов 
на обменные параметры Jij магнитных элементов, а также учесть влияние локальных деформа-
ций, вносимых немагнитными атомами. В качестве объекта выбраны хорошо исследованные 
структуры D03 и L12 сплава Fe75Ga25. 

Величина обменных взаимодействий, рассчитанная в структуре L12 при помощи программ-
ных пакетов SPRKKR и VASP, различается слабо. Разница значений Jij в первой координацион-
ной сфере составляет ≈ 3 мэВ. В случае фазы D03 при расчетах пакетом VASP различие более 
существенно, оно наблюдается для двух типов взаимодействий – Fe1-Fe2 и Fe2-Fe2. Разница с ра-
нее полученными значениями при помощи пакета SPRKKR составляет ≈ 10 мэВ и 2,5 мэВ соот-
ветственно для взаимодействий Fe1-Fe2 и Fe2-Fe2. Для атомов Fe2 в третьей координационной 
сфере наблюдается расщепление взаимодействия на слабое ферромагнитное и антиферромагнит-
ное, что не предсказывается в программном пакете SPRKKR. 

Расчёт температуры Кюри методом моделирования Монте-Карло с использованием парамет-
ров магнитного обменного взаимодействия, полученных двумя способами (пакетами SPRKKR и 
VASP), приводит к следующим результатам. В фазе L12 температуры Кюри, рассчитанные на ос-
новании Jij, полученных при помощи программного пакета SPRKKR и с помощью функций Ва-
нье в программном пакете VASP, хорошо согласуются с экспериментом. Для фазы D03 оба под-
хода дают значение TC, отличное от экспериментальной на величину ≈ 200 K. Использование па-
раметров магнитного взаимодействия, полученных с помощью функций Ванье в пакете VASP, 
дает заниженный результат, в то время как параметры магнитного взаимодействия, полученные с 
помощью функций Грина Корринга–Кона–Ростокера в пакете SPRKKR – завышенный результат. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-22-20086, 
https://rscf.ru/project/24-22-20086/. 
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Abstract. This paper studies the parameters of the magnetic exchange interaction Jij for the crystal 
structures of D03 and L12 Fe75Ga25 alloys using the Hamiltonian based on Wannier functions and the 
density functional theory. The largest ferromagnetic interaction in the first coordination sphere for the 
L12 phase was 18 meV, which is 3 meV less than the results obtained using Green's function method. In 
the D03 phase the largest ferromagnetic interaction in the first coordination sphere is observed between 
atoms of different iron sublattices. The difference from the results obtained previously using the Kor-
ringa-Kohn-Rostoker method is approximately 10 meV. Using the values of the magnetic exchange pa-
rameters, the Curie temperature was calculated in a Monte Carlo simulation. For the L12 structure, the 
Curie temperature was estimated to be 1007 K, which is in good agreement with experimental data. 
However, for the D03 structure, the estimated Curie temperature of 517 K is lower than the experimental 
value by about 200 K. 

Keywords: Fe-based alloys; first principles calculations; Wannier functions; magnetic exchange 
parameters; Curie temperature. 
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