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Введение 
В различных отраслях промышленности и в 

сельскохозяйственной отрасли существует широ-
кий круг электроприводов, нагрузка которых оп-
ределяется различными факторами, имеющими 
случайный характер. Это приводы различных 
транспортных средств, экскаваторов, подъемников 
и многие другие. Случайный характер нагрузки 
определяется значениями момента сопротивления, 
величиной динамических моментов при пуске и 
торможении, продолжительностью периодов на-
гружения и пауз. 

При моделировании случайных нагрузок 
электроприводов приходится сталкиваться с неко-
торыми особенностями, которым, зачастую, не 
придают значения, но которые могут существенно 
повлиять на результаты исследования. Авторы 
хотели бы поделиться некоторыми соображениями 
по этому поводу, основанными на собственном 
практическом опыте моделирования электропри-
водов. 

В этой статье мы остановимся на трех осо-
бенностях, на которые следует обратить внимание 
при моделировании электроприводов, работающих 
при случайном характере нагружения, которые 
нам показались наиболее существенными: 

– связь между законами распределения веро-
ятностей нагрузки электропривода и распределе-
ния вероятности мощности потерь в двигателе; 

– разница между дисперсией амплитуды на-
грузки и дисперсией всего процесса нагружения; 

– влияние ограничений, накладываемых ко-
нечным значением момента двигателя, на законы 
распределения вероятностей для нагрузки и мощ-
ности потерь в двигателе. 

1. Закон распределения вероятностей  
для нагрузки и закон распределения  
вероятностей для мощности потерь 
 

1.1. Причины существования разницы  
между законами распределения вероятностей  
для нагрузки и для мощности потерь 
При исследовании электроприводов, рабо-

тающих в режимах случайного нагружения, важно 
иметь в виду, что мощность потерь в машине свя-
зана с нагрузкой (моментом) нелинейной зависи-
мостью. Например, при работе асинхронного дви-
гателя в пределах рабочего участка механической 
характеристики, где скольжение мало, связь между 
моментом и мощностью потерь может быть пред-
ставлена следующим выражением ݌ = ܽ݉ଶ + ܾ,          (1) 

где ݌ = ∆௉ಂ∆௉ಂಿ;  ݉ = ெெಿ;  ܽ = ஺∆௉ಂಿ;  ܾ = ஻∆௉ಂಿ; ܣ = ∆ ௦ܲே– 3ܴ௦ܫ଴ଶ + ேω଴ݏேܯ + ௦ேଶܫ) – (଴ଶܫ ∆௉ಽಽಿூೞమಿ ܤ ; = 3ܴ௦ܫ଴ଶ + ∆௉ಽಽಿூೞమಿ ଴ଶܫ + ∆ ௙ܲ௘.ே + ∆ ௙ܲ௪.ே. 

В (1) PN, PsN, PLLN, Pfe.N, Pfw.N – мощности 
потерь в номинальном режиме: суммарная, в об-
мотке статора, дополнительных потерь под на-
грузкой, в стали, механических и вентиляционных 
потерь; P – суммарная мощность потерь при 
моменте M; MN – номинальный момент; IsN, I0 – 
номинальный ток статора и ток холостого хода;  
Rs – сопротивление статорной обмотки; sN – номи-
нальное скольжение; 0 – синхронная скорость. 

При нелинейных преобразованиях случайной 
величины, ее закон распределения вероятностей 
не сохраняется. На основе подхода, изложенного 
в [1, 2], были получены аналитические выражения 
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функций распределения плотности вероятностей 
для мощности потерь h(p), соответствующие неко-
торым законам распределения вероятностей момен-
та h(m), которые представлены в [3]. Например, для 
нормального закона распределения момента: ℎ(݉) = ଵ√ଶగ஢೘ ݁–(೘–ಶ೘)మమಚ೘మ ;        (2) 

ℎ(݌) = ⎩⎪⎨
⎪⎧ ஢೘–భටଶగ௔(௣–௕) ݁–೛–್ೌ శಶ೘మమಚ೘మ ∙ ch ቌா೘ට೛–್ೌ஢೘మ ቍ , ݌ ≥ ݌                                ,0                           ;ܾ < ܾ, (3) 

где m – среднее квадратичное отклонение m;  
Em – математическое ожидание m; 

На рис. 1 показаны функции плотности веро-
ятности h(m) (рис. 1, а) и h(p) (рис. 1, б), построен-
ные по выражениям (2) и (3) для параметров асин-
хронного двигателя 4A100L4, а также гистограм-
мы распределения 106 значений случайной вели-
чины m (рис. 1, в) и связанной с ней через выраже-
ние (1) величины p (рис. 1, г) для этого же двига-
теля (n – количество значений в диапазоне). Гра-
фики на рис. 1 построены для среднего квадратич-
ного значения m, равного 0,5. Из этих графиков 
хорошо видно, что законы распределения вероят-
ностей для момента и мощности потерь очень су-
щественно отличаются друг от друга. Это означает, 
что при моделировании электропривода, рабо-

тающего в режиме случайного нагружения, нельзя 
переносить закон распределения для момента на 
распределение мощности потерь. 

 

1.2. Количественная оценка различий  
между средними квадратичными значениями  
для нагрузки и мощности потерь 
Рассмотрим работу привода при изменяю-

щейся нагрузке, где продолжительность интерва-
лов нагрузки t неизменна, но амплитуда нагрузки 
изменяется в соответствии с определенным зако-
ном распределения вероятностей. Назовем этот 
режим – Режим 1 (рис. 2). Под термином «нагруз-
ка» будем подразумевать момент двигателя. 

На рис. 3 показано отношение средних квад-
ратичных отклонений для мощности потерь (p) и 
момента (m) для равномерного и нормального 
законов распределения амплитуды в Режиме 1 
(a = 0,5). Графики показаны для значений матема-
тического ожидания момента (Em), равных 0 и MN. 
Здесь и далее средние квадратичные отклонения 
даются в относительных единицах (о.е.), m отно-
сительно MN, p относительно PN. Графики по-
лучены с использованием статистического экспе-
римента для 106 реализаций случайных величин в 
пакете MATLAB. Графики на рис. 3 свидетельст-
вуют о том, что p в общем случае (в о.е.) сущест-
венно отличается от m. Особенно заметна разница 

 
Рис. 1. Законы распределения вероятностей m и p для двигателя 4A100L 

 

 
Рис. 2. Режим 1 
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для центрированных законов распределения мо-
мента (Em

 = 0), где p значительно меньше, чем m. 
 

1.3. Количественная оценка различий  
между математическими ожиданиями  
для нагрузки и мощности потерь 
Рис. 4 показывает взаимосвязь между матема-

тическими ожиданиями мощности потерь и мо-
мента (в о.е.) для нормального закона распределе-
ния амплитуды момента в Режиме 1. Здесь видно, 
что Ep, в общем случае, может значительно отли-
чаться от Em, что определяется разницей между 

выражениями для законов распределения (2) и (3). 
Разница может быть как в большую, так и в мень-
шую сторону. 

 
2. Дисперсия амплитуды  
и дисперсия всего процесса 
 

2.1. Взаимосвязь между параметрами  
законов распределения амплитуды  
и всего процесса нагружения 
Рассмотрим процесс изменения величины y  

(в роли которой может выступать момент двигате-

 
Рис. 3. Графики зависимостей σp

 / σm
 = f(σm): 1, 3 – нормальный закон рас-

пределения; 2, 4 – равномерный закон распределения; 1 и 2 – Em
 = 1,0;  

                                                      3 и 4 – Em
 = 0 

 
Рис. 4. Графики зависимостей Ep

 = f(Em): 1 – σm
 = 1,0 и a = 0,4; 2 – σm

 = 1,0  
                     и a = 0,6; 3 – σm

 = 0,5 и a = 0,4; 4 – σm
 = 0,5 и a = 0,6 
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ля или мощность потерь в нем), состоящий из пря-
моугольных импульсов и пауз. Примем, что про-
должительность импульсов (tload) остается неизмен-
ной, но случайным образом изменяется их ампли-
туда (yA). Продолжительность пауз tpause

 = const. 
Назовет это режим – Режим 2 (рис. 5). 

Будем рассматривать последовательность из 
N таких циклов t, причем число N достаточно 
велико для того, чтобы принять математическое 
ожидание и дисперсию, определенные для этих N 
циклов, за математическое ожидание и дисперсию 
для всего процесса нагружения при t→∞. Тогда: 

математическое ожидание амплитуды ܧ௬஺ = ܰ–ଵ ∑ ஺௜ே௜ୀ଴ݕ ;        (4) 
математическое ожидание всего процесса ܧ௬ = ൫ݐ௟௢௔ௗ + ௣௔௨௦௘൯–ଵܰ–ଵݐ ∑ ௟௢௔ௗே௜ୀ଴ݐ஺௜ݕ .    (5) 
Из (5) и (4) получим ܧ௬ = εܧ௬஺,          (6) 

где  = tload
 / (tload

 + tpause) – продолжительность вклю-
чения. 

Дисперсия амплитуды ܦ௬஺ = ܰ–ଵ ∑ ൫ݕ஺௜– ௬஺൯ଶே௜ୀ଴ܧ .       (7) 
Дисперсия для всего процесса ஽೤ୀ൫௧೗೚ೌ೏ା௧೛ೌೠೞ೐൯–భே–భቂ∑ ൫௬ಲ೔–ா೤൯మ௧೗೚ೌ೏ା೔ಿసబା∑ ൫଴–ா೤൯మ௧೛ೌೠೞ೐೔ಿసబ ቃୀகே–భቄ∑ ቂ൫௬ಲ೔–ா೤ಲ൯మା೔ಿసబାଶ൫௬ಲ೔–ா೤ಲ൯൫ா೤ಲ–ா೤൯ା൫ா೤ಲ–ா೤൯మቃቅା൫ଵ–க൯ா೤మ.      

(8)

 

Поскольку ∑ ൫ݕ஺௜– ௬஺൯ܧ = 0ே௜ୀ଴ , из (8) и (7) по-
лучим ܦ௬ = εܦ௬஺ + ε൫ܧ௬஺– ௬൯ଶܧ + ൫1– ε൯ܧ௬ଶ.     (9) 

Из (9), принимая во внимание (6), после неко-
торых преобразований можем записать ܦ௬ = εܦ௬஺ + ε൫1– ε൯ܧ௬஺ଶ .     (10) 

Исходя из выражения (10) нетрудно пока-
зать, что Dy совпадает с DyA только тогда, когда ε = ௬஺ଶܧ/௬஺ܦ . 

 

2.2. Количественная оценка различий  
между параметрами законов распределения  
амплитуды нагрузки и всего процесса  
нагружения 
На рис. 6 показана зависимость отношения 

среднего квадратичного отклонения для процесса 
изменения величины y (σ௬ = ඥܦ௬) к среднему квад-
ратичному отклонению амплитуды процесса (A) 
от продолжительности включения и математиче-
ского ожидания амплитуды (поверхность построе-
на при A

 = 0,5). Как видно из рис. 6, разница меж-
ду y и A может быть очень значительной. 

 
3. Влияние ограничения момента двигателя  
на параметры закона распределения 
 

3.1. Описание проблемы 
Из центральной предельной теоремы теории 

вероятностей следует, что если некоторый эффект 

 
Рис. 5. Режим 2 

 
Рис. 6. Поверхность σy / σA = f(, EyA) при σA = 0,5 (в о.е.) 
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является результатом действия суммы многих слу-
чайных факторов, то закон распределения величи-
ны, характеризующей этот эффект, при росте чис-
ла факторов будет стремиться к нормальному за-
кону распределения. Как следствие, при исследо-
вании случайных процессов нагружения электро-
приводов часто используют нормальный закон 
распределения вероятностей для аппроксимации 
гистограмм нагрузок [4]. Например, эксперимен-
тальные исследования показывают, что закон рас-
пределения нагрузок для электроприводов дорож-
ных транспортных средств приближается к нор-
мальному закону [5–8]. 

Нормальный закон распределения является 
неограниченным по отношению к величине на-
грузки. В то же время реальный момент двигателя 
лимитирован значением, соответствующим его пе-
регрузочной способности. Из-за ограничения мо-
мента появляется разница между идеальным и дей-
ствительным закон его распределения. На рис. 7 
показана функция плотности вероятностей для 
нормального закона распределения нагрузки h(m) 
с математическим ожиданием, равным номиналь-
ному значению в о.е. (Em

 = 1,0) и средним квадра-
тичным отклонением, равным 1,0, а также соот-
ветствующая ей функция распределения F(m). Бу-
дем считать, что эта функция h(m) получена в ре-
зультате математической обработки эксперимен-
тальных данных. Теперь предположим, что исходя 
из некоторых физических соображений, момент 
нагрузки не может иметь отрицательных значений, 
а величина момента двигателя ограничена на уров-
не Mmax

 = MMN (mmax
 = M), где M – перегрузочная 

способность двигателя. Тогда функция плотности 
вероятности для реального закона распределения 
момента двигателя будет соответствовать заштри-
хованной области на рис. 7. Поскольку полная ве-
роятность, в любом случае, должна быть равна 

единице, необходимо добавить следующие компо-
ненты на границах заштрихованной области [2]: 
(m)∙S1 и (m – mmax)∙S2, где ଵܵ = ∫ ℎ(݉)݀݉଴–ஶ , ܵଶ = ∫ ℎ(݉)݀݉ஶ௠ౣ౗౮ ; (m) и (m – mmax) – дельта-
функции Дирака. На рис. 7 обозначено: пунктир-
ная линия – закон распределения без ограничений 
момента, непрерывная линия – закон распределе-
ния при наличии ограничений момента. 

 

3.2. Количественная оценка различий  
между ограниченным и неограниченным  
законами распределения 
Рассмотрим случай, когда привод работает в 

Режиме 1 при нормальном законе распределения 
нагрузки с Em

 = 0 с ограничениями момента, упо-
мянутыми выше. На рис. 8 показаны графики от-
ношения средних квадратичных отклонений при 
наличии ограничений момента (m.lim для момента 
и p.lim для мощности потерь) к средним квадра-
тичным отклонениям без ограничений (m.id и 
p.id). Пунктиром показаны кривые для случая, 
когда отсутствуют ограничения. Здесь можно ви-
деть, что средние квадратичные отклонения при 
наличии ограничений могут очень существенно 
отличаться от таковых для идеализированного за-
кона распределения. Эти различия возрастают с 
увеличением жесткости ограничений, для мощно-
сти потерь различия проявляются сильнее, чем для 
момента. 

Таким образом, неограниченный закон рас-
пределения нагрузки и закон распределения с уче-
том ограничений, связанных с перегрузочной спо-
собностью двигателя – два разных закона с разны-
ми значениями параметров. При моделировании 
электроприводов этот факт необходимо принимать 
во внимание. Это особенно важно, когда мы рас-
сматриваем связь между особенностями нагруже-

 
Рис. 7. Ограниченный и неограниченный законы  

распределения нагрузки: 1 – δ(m)∙S1, 2 – δ(m – mmax)∙S2 
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ния электропривода и некоторыми параметрами, 
которые определяют надежность его функциониро-
вания. Например, исследования показывают [3, 9], 
что долговечность изоляции обмоток двигателя, 
при работе в режимах случайного нагружения, 
очень существенно зависит от дисперсии мощно-
сти потерь в двигателе. Эта дисперсия определяет-
ся параметрами реального закона распределения 
момента двигателя с учетом ограничений, а не 
идеализированным законом, параметры которого 
используется как входная информация при моде-
лировании. Поэтому значения параметров, кото-
рые соответствуют реальному закону, должны 
рассчитываться непосредственно в ходе модели-
рования. Это заключение относится не только к 
нормальному закону распределения нагрузки, но и 
к любому другому, например, к закону распреде-
ления Вейбулла, который имеет неограниченную 
правую ветвь. 

 
Заключение 
Выполненные исследования позволяют сфор-

мулировать следующие выводы: 
 Законы распределения вероятностей для 

мощности потерь и момента двигателя очень су-
щественно отличаются друг от друга. Из этого 
следует, что при моделировании нельзя перено-
сить закон распределения нагрузки, которая ха-
рактеризуется моментом двигателя, на закон рас-
пределения мощности потерь в нем. 

 Величина среднего квадратичного отклоне-
ния для всего процесса нагружения отличается от 
среднего квадратичного отклонения для амплиту-
ды этого процесса, причем эта разница зависит от 

продолжительности включения и математического 
ожидания амплитуды. 

 Неограниченный закон распределения на-
грузки и закон распределения с учетом ограниче-
ний, связанных, например, с перегрузочной спо-
собностью двигателя – это два разных закона с 
разными значениями среднего квадратичного от-
клонения и математического ожидания. 
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Рис. 8. Графики отношения средних квадратичных отклонений от σm.id: 
1 – σm.lim / σm.id (mmax = 2,0); 2 – σm.lim / σm.id (mmax = 1,5); 3 – σp.lim / σp.id  
                   (mmax = 2,0); 4 – σp.lim / σp.id (mmax = 1,5). Здесь a = 0,5 
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Some features of the simulation of electric drives, working at random loading are considered in the article. 
It is shown that during the simulation of the electric drive at random modes it is impossible to transfer the motor 
load distribution law, which is characterized by the motor torque, onto the motor losses distribution law. It is 
also shown that the value of variance for the loading process may be significantly different from the variance 
for the amplitudes of this process, the difference can be either positive or negative depending on the cyclic dura-
tion factor and the mathematical expectation of the amplitude. The influence of the torque limitation on proba-
bility density functions of load and losses was considered. It was shown that the distribution law in the absence 
of torque limitation and the one accounting for the impact of this limitation are is two different laws, which, 
in the general case, have different mathematical expectation and variance values. 

Keywords: electric drive, simulation, random loading, probability distribution law, probability density 
function. 
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