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Введение 
Физическая структура реальных сложно-

разветвленных электрических сетей и взаимосвя-
занных машин систем электроснабжения (СЭС) 
является исключительно сложной системой как с 
точки зрения описания ее динамических свойств 
посредством уравнений электромагнитного поля, 
так и с помощью сетевых моделей и эквивалент-
ных электрических схем замещения. Поэтому все 
более настоятельным является привлечение для 
анализа установившихся и переходных режимов 
СЭС тензорно-топологического метода [1–5], ко-
торый в настоящее время с развитием и совершен-
ствованием программно-вычислительных ком-
плексов становится по преимуществу средством 
инженерных расчетов. 

В зависимости от целей анализа при расчетах 
на ЭВМ, как правило, используется исходная ин-
формация в виде заданных параметров системы и 
режима, а также топологической структуры или 
схемы замещения. Часто параметры разных эле-
ментов СЭС задаются в различных системах коор-
динат (А, В, С; d, q, 0; 1, 2, 0; f, b, 0 и т. д.) [6–8], 
поэтому при конкретных расчетах нередко при-
ходится проводить предварительные преобразо-
вания параметров, например, к одной системе 
координат. Между тем даже при простом перехо-
де от фазных переменных к симметричным со-
ставляющим и, наоборот, необходимо преобразо-
вывать каждый элемент трехфазной цепи в от-
дельности. Применение метода преобразования 
координат к отдельным элементам СЭС и к ана-
лизу электрических сетей с распределенными 
источниками энергии подробно проиллюстриро-
вано в статье [9].  

Общая теория расчетов трехфазных систем 
при несимметричных и сложных видах поврежде-
ний дана в [10–12]. Она базируется на применении 
метода симметричных составляющих и построе-
нии комплексных схем замещения с промежуточ-
ными трансформаторами. В [12–16] представлены 
различные модификации методов анализа несим-
метричных и неполнофазных режимов в базисах, 
симметричных составляющих и в фазных коорди-
натах. В [17, 18] развит метод расчета несиммет-
ричных повреждений на основе тензорной мето-
дологии Крона, сочетающий в себе два преобразо-
вания: соединение схем последовательностей и 
учета следствий из граничных условий, соответст-
вующих конкретным видам несимметрии.  

 
Тензоры и матрицы преобразования  
электрических систем 
Первым шагом в развитии тензорно-топологи-

ческого метода анализа электрических систем ста-
ло применение матриц и многомерных векторов. 
Тензоры всегда рассматривались как инвариант-
ные объекты относительно преобразования коор-
динат, выражаемые через свои компоненты в фор-
ме матриц и векторы базиса, соответствовавшие 
координатным системам, в которых эти компонен-
ты определялись. Системы координат, вводимые 
произвольно исследователями, устанавливают со-
ответствие между числами и топологическими 
(геометрическими) пространствами. В каждой 
точке такого пространства в зависимости от его 
размерности имеют место координатные линии. 
Эти линии выбираются по усмотрению, но не свя-
заны непосредственно с характеристиками изу-
чаемого физического явления. Однако важно, что 
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законы изменения физических процессов, рас-
сматриваемые исследователем относительно этого 
произвольного выбора систем координат, всегда 
инвариантны. Данное обстоятельство накладывает 
существенные ограничения на формулы преобра-
зования тензорных величин при изменении систем 
координат. Матричный анализ и формулы (зако-
ны) преобразования переменных (тензоров) нашли 
в настоящее время широкое применение в при-
кладной электротехнике, но все же до сих пор на-
блюдается оппозиция слову «тензор». Это объяс-
няется не только тем, что при анализе электриче-
ских сетей оперируют лишь тензорами 0, 1, 2 ран-
гов, компоненты которых выражаются числами и 
матрицами первого и второго порядка, но и пред-
ставлениями, что топологическая структура воз-
бужденной электрической цепи должна быть не-
пременно идентична ее ориентированному графу 
(структуре алгебраической топологии). На самом 
же деле она таковой не является, поскольку мат-
рицы соединения и матрицы преобразования ко-
ординат кардинально отличаются от матриц инци-
денций графа цепи. Матрицы инциденций связы-
вают разно-мерные пространства и автоматически 
удовлетворяют теореме Стокса, а не законам 
Кирхгофа. Конечно, сами по себе матрицы не 
имеют физического смысла в отличие от векторов 
(тензоров), представляющих собой объективную, 
предметную и измеряемую сущность, обладаю-
щую множеством групп, составляющих в бессчет-
ном числе систем координат. Каждый элемент из 
этих групп может быть записан в форме матрицы, 
но она лишь столбец, таблица, многомерный куб 
чисел или составляющих тензора в определенной 
системе координат. 

Любой процесс или движение определяется 
посредством выделяемой системы координат, но 
движение среды подчиняется определенным зако-
нам, причем для практики вполне достаточно 
знать только некоторые средние, суммарные или 
глобальные характеристики его, описываемые тен-
зорными инвариантными уравнениями с перемен-
ными, принимающими обобщенные значения, на-
пример, переменными Лагранжа. Эти переменные 
представляют сопутствующую систему координат. 
Напомним, что в уравнениях Лагранжа – Максвел-
ла электрические токи рассматриваются как обоб-
щенные скорости, а в качестве соответствующих 
переменных или координат принимаются количе-
ства электрических зарядов в данный момент вре-
мени, причем эти обобщенные координаты не вхо-
дят в уравнения Максвелла в явной форме. Между 
тем определение вектора только его компонентами 
является недостаточным, даже если подчеркивает-
ся, что они преобразуются при замене системы 
координат по определенным правилам. Приводя 
их значения в форме матриц, надо указывать и 
базис, в котором они заданы. Векторы базиса в 
геометрическом смысле направлены по касатель-

ным к координатным линиям. Они могут тоже из-
меняться при замене координат посредством соот-
ветствующих матриц преобразования. Например, 
если заданы две системы координат 1 2,X X  и 

1 2,Y Y  на плоскости, причем существует соответ-
ствие 1 2( , )i iX X Y Y , то выполняется равенство 

/i j i
jX Y C    , причем индекс i соответствует 

строке, а j – столбцу матрицы i
jC . Взаимно обрат-

ной к ней будет матрица / jj k
kY X A    , а произ-

ведение этих матриц является единичной матри-
цей i

k , называемой символом Кронекера. Заме-
тим, что обозначения с помощью индексов и то-
чек, показывающих порядок следования индексов, 
существенно облегчают выполнение операций с 
тензорами, позволяют избежать ошибок при пре-
образованиях  и  решении   тензорных   уравнений.  
Они также указывают ранг тензора и степень его 
ковариантности или контравариантности. В пря-
мой нотации используется обычная запись [C], [A]. 
Из определения вектора (тензора первого ранга) 
следует, что скорость или электрический ток – это 
контравариантные тензоры (у них верхние индек-
сы), а вектор-градиент скалярной функции или 
электрическое напряжение – это ковариантные 
тензоры (у них нижние индексы). Скаляр – это 
тензор нулевого ранга, характеризующийся чис-
лом. Скаляром является мощность электрической 
сети. Помимо этих величин, связанных с возбуж-
денной электрической сетью, инвариантными 
объектами относительно преобразования систем 
координат являются также тензоры второго ран-
га: полное (кажущееся) сопротивление или импе-
данс [ ]ijZ  и проводимость или адмиттанс [ ]jiY  
сети, представляемые в различных системах ко-
ординат матрицами второго порядка. Для опреде-
ления их компонент при смене системы коорди-
нат требуется уже две матрицы преобразования: 
[ ] [ ][ ][ ],tZ C Z C   [ ] [ ][ ][ ]tY A Y A  . Количество 
матриц, необходимых для преобразования тензора, 
равно его рангу или валентности.  

В общем случае вся совокупность матриц 
преобразования, являющихся ключом к тензор-
ному анализу, обладает свойством группы 

1 2 3[ ] [ ][ ][ ]C C C C  , но каждая отдельная из них 
представляет собой смешанный тензор второго ран-
га, у которого один индекс ковариантный, а второй – 
контравариантный. Он выражает отношение между 
новыми и старыми переменными и имеет особый 
закон (формулу) преобразования. Его преобразова-
ние осуществляется с помощью трех матриц. На-
пример, если для токов заданы соотношения: 

2 2 1
1[ ] [ ][ ]i C i  , 2 2 3

3[ ] [ ][ ]i C i  , 1 1 4
4[ ] [ ][ ]i C i  , то из 

них можно найти путем последовательных под-
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становок и преобразований матрицу 3
4[ ]C , преоб-

разующую токи 3[ ]i  в 4[ ]i . Она имеет вид: 
3 2 1 2 1
4 3 1 4[ ] [ ] [ ][ ]C C C C    . Следовательно, полную 

совокупность всех матриц преобразования можно 
обоснованно называть тензором, поскольку каж-
дый тензорный или геометрический объект объе-
диняется с целой группой матриц преобразования, 
причем каждая новая система координат, в кото-
рой исследуется объект, характеризуется своей 
собственной матрицей преобразования.  

Таким образом, если известно уравнение со-
стояния физической системы в матричной форме, 
то оно будет таким же и для других систем той же 
физической природы, но только при условии су-
ществования группы матриц преобразования и 
замене всех величин в этом уравнении тензорами. 
В тензорных уравнениях, являющихся инвариан-
том относительно определенной группы матриц 
преобразования, важно всегда одновременно рас-
сматривать три понятия: преобразование, инвари-
антность и группа преобразований. Исходя из этих 
представлений, можно ассоциировать все стацио-
нарные электрические сети как производные от 
некоторой исходной или «элементарной» (прими-
тивной) сети и реализовать на основе простейших 
алгоритмов процесс составления их уравнений и 
решения по частям с помощью соответствующих 
матриц преобразования, элементами которых яв-
ляются только значения 0, 1, –1. 

 
Особенности матриц соединения  
и преобразования координат 
Во многих случаях аналитического и числен-

ного решения на ЭВМ сложно-замкнутых элек-
трических сетей приходится сталкиваться с рядом 
специфических особенностей при замене коорди-
нат. Дело в том, что матрица преобразования 

/i j i
jX Y C    , являющаяся матрицей соединения 

отдельных ветвей и частей (подсистем) в резуль-
тирующую систему, часто оказывается сингуляр-
ной (вырожденной и не имеющей обратной матри-
цы). Но поскольку переход от «элементарной» все-
контурной сети, представляющей собой в про-
стейшем случае отдельные ветви, замкнутые на 
себя, не требует применения обратных матриц, то 
возникает вопрос о правомерности отнесения та-
ких преобразований к тензорным. Суть вопроса 
состоит в том, что в тензорном анализе использу-
ются несингулярные матрицы, а операции замыка-
ния, размыкания и соединения, например, ветвей 
для получения множества сетей, состоящих из од-
ной и той же их совокупности, но связанных раз-
личным образом, до работ Крона не рассматрива-
лись как преобразования координат. Однако не-
сингулярная матрица для любой из образованного 
таким путем счетного множества сетей на самом 
деле всегда существует, если принять во внима-

ние, что все электрические сети являются ортого-
нальными сетями [19]. В принципе любая из этого 
множества сеть может быть принята за «элемен-
тарную», а переход от ее токов, напряжений и со-
противлений к другой сети может быть выполнен 
по формулам: 

э э к
к
э

к к э
э э

кк к ээ к

[ ] [ ][ ],

[ ] [ ][ ],

[ ] [ ][ ][ ].

i C i

u C u

Z C Z C













        (1) 

С практической точки зрения и удобства со-
ставления матриц преобразования и вычислений 
рекомендуется применять, как правило, в качестве 
исходной «элементарной» сети все-контурную 
цепь. Тогда матрица соединения э

к[ ]C  при пере-
ходе от параметров «элементарной» сети к новой 
сети с меньшим числом контуров выполняет по-
мимо функции соединения ветвей еще и функцию 
наложения ограничений на новую сеть, изменяя ее 
степень свободы. В таком преобразовании она 
представляет собой лишь часть, относящуюся к 
замкнутым путям (контурам) токов, несингуляр-
ной матрицы ортогональной сети. 

Одновременно с матрицами соединения при 
анализе повреждений в СЭС применяются и мат-
рицы, с помощью которых непосредственно осу-
ществляется замена переменных (координат). Ча-
ще всего для трехфазных сетей используются мат-
рицы преобразования от фазных координат к сим-
метричным составляющим 1, 2, 0 и от вращаю-
щейся системы действительных координат d, q, 0  
к комплексным составляющим (прямым и инверс-
ным координатам) вращающегося поля f, b, 0. Эти 
матрицы при соблюдении условия инвариантности 
мощности имеют вид: 

0,1,2
2, ,

2

0 1 2
1 1 1 1[ ] 1 3
1

A B C

A
C B a a

C a a

  ,  

0, ,
0, ,

0

0 2 0 0 1[ ]
0 1 2
0 1

f b
d q

f b

C
d j
q j

 



. 

Они, преобразуя параметры сети, принципи-
ально отличаются от матриц соединения, содер-
жащих в себе скрытую и полезную информацию о 
топологических свойствах и поведении сети. Эта 
информация в зашифрованном виде выражает со-
бой законы Кирхгофа. И хотя сами матрицы  
соединения не входят непосредственно в уравне-
ния состояния сети, они в отличие от параметров 
системы и параметров режима (тока, напряжения 
мощности, частоты и т. д.) характеризуют топо-
логию  сети  и  определяют  координатные линии,  
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вдоль которых изменяются переменные. Матрицы 
же преобразования координат, не затрагивая кон-
фигурацию (соединение ветвей) сетей, преобразу-
ют только параметры режима, например, токи од-
ной совокупности переменных в токи другой со-
вокупности переменных или координат. Заметим, 
что их элементы могут быть комплексными чис-
лами, поэтому при выполнении преобразований 
транспонированная матрица 0,1,2

, ,[ ]tA B CC   принимает-
ся комплексно-сопряженной, причем она равна 
обратной матрице 0,1,2 1

, ,[ ]A B CC  . Группы матриц пре-
образования, если они имеют в качестве своих 
компонент только целые числа в алгебраической 
топологии, называются группами Бетти. Но поми-
мо таких групп преобразований в расчетах элек-
трических сетей и особенно машин используются 
группы, в которых [C] являются функциями пере-
менных (координат). Примером такого преобразо-
вания является переход от фазных переменных к 
переменным в координатных осях d, q, 0, жестко 
связанных с ротором машины, и к синхронно вра-
щающимся осям ds, qs, 0. Процедуры такого вида 
преобразований для электромеханических систем 
разработаны на основе тензорной теории анализа 
обобщенных («элементарных») машин разных ти-
пов. Уравнения идеализированных обобщенных 
машин в различных системах координат подробно 
представлены и проанализированы в [20]. Заме-
тим, что тензорный метод не уменьшает количест-
во вычислений, но экономит время благодаря 
применению специальных алгоритмов и приемов, 
стандартизирующих и автоматизирующих процесс 
анализа режимов СЭС на ЭВМ, исключает необ-
ходимость изобретения новых методов для реше-
ния появляющихся сложных задач. Преимущества 
его особенно наглядно проявляются при анализе 
сложно-замкнутых сетей, содержащих электриче-
ские машины. Поскольку физические процессы в 
обобщенных машинах описываются с помощью 
эквивалентных параметров относительно их элек-
трических и механических зажимов на основе 
фундаментальных предположений, то они могут 
быть представлены совокупностью движущихся 
линейных электрических сетей с сосредоточенны-
ми параметрами. В таком виде обобщенная маши-
на отличается от «элементарной» неподвижной 
сети только в отношении расположения ее обмо-
ток (токовых слоев) по двум взаимно перпендику-
лярным осям и в отношении их пространственного 
перемещения относительно друг друга. Но по-
скольку при таком расположении обмоток взаим-
ный импеданс имеет место только между обмот-
ками по одной оси, то модель такой машины мож-
но представить в виде двух отдельных многообмо-
точных трансформаторов, расположенных ортого-
нально. Данная модель вполне допустима при оп-
ределении токов короткого замыкания (КЗ) и рас-

чета других видов повреждений для начального и 
произвольного момента времени при условии вве-
дения расчетных ЭДС ,qE   ,qE   tE , определяемых 
из векторных диаграмм для соответствующих ре-
жимов работы машин. Для исследования режима 
качаний и переходных процессов при несиммет-
ричных повреждениях целесообразнее всего ис-
пользовать координаты f, b, 0 [18]. 

 
Примеры использования  
различных матриц преобразования  
и соотношения между ними 
Проиллюстрируем на простейших примерах 

особенности использования различных матриц 
преобразования и соотношений между ними при 
расчетах несимметричных повреждений в СЭС. 

На рис. 1 приведена трехфазная схема заме-
щения сети с несимметричной нагрузкой (в общем 
случае пусть DD FF GGZ Z Z  ) или сети с ком-
пенсированной нейтралью, широко используемой 
в качестве модели для исследования режима замы-
кания одной фазы на землю, когда под этими со-
противлениями можно понимать емкости фаз от-
носительно земли 1/СZ C  .  
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Рис. 1. Трехфазная схема замещения сети  

с однофазным замыканием 
 

При известных параметрах 7 ветвей, обозна-
ченных латинскими буквами, и ЭДС нетрудно в 
отсутствие замыкания К(1) (обозначенного пунк-
тирной линией) составить ее уравнения для трех 
независимых замкнутых контуров , ,   , выпол-
нив преобразование от «элементарной» сети с по-
мощью матрицы соединения 

э
к

1 1 1
[ ] 1 1 1

1 1 1

t

A B C D F G N

C






     (2) 

и формул преобразования (1). Представим эти 
уравнения в базисе фазных переменных в матрич-
ной форме: 
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AA DD NN NN NN

NN BB FF NN NN

NN NN CC GG NN

e Z Z Z Z Z
e Z Z Z Z Z
e Z Z Z Z Z





 
  

  

i

i

i







 . 

Решив их относительно контурных токов, можно затем определить и токи во всех ветвях. Конечно, 
для такой простой сети эти уравнения можно было бы записать и непосредственно, используя правила со-
ставления контурных матриц. Однако для сложно-разветвленных сетей с взаимоиндукцией между ветвями 
справиться с такой задачей без ошибок крайне затруднительно. Соединение ветвей этой схемы в много-
контурную сеть можно осуществить и с помощью уравнений связи [ ] [ ] 0M i  . Под уравнениями связи 
понимают соотношения между переменными, например, между токами в узле. Тогда [ ]M  – матрица ал-
гебраического отображения сети или узловая матрица соединений (на рис. 1 узлы связи обозначены циф-
рами). Для рассматриваемой сети эта матрица имеет вид: 

1 1 1
2 1 1[ ]
3 1 1
4 1 1 1 1

A B C D F G N

M







.                  (3) 

Поскольку матрицы э
к[ ]C  и [M] выполняют одну и ту же функцию соединения ветвей, то должно су-

ществовать определенное соотношение между ними. В [21] такое соотношение было получено в форме 
двух уравнений: д[ ] [ ]сM M M , э 1

к д[ ] [ ( ) |1]ct tC M M   . В этих уравнениях подматрица д[ ]M  – неособен-
ная матрица некоторого дерева графа исследуемой схемы замещения, а [ ]сM  – подматрица, соответст-

вующая хордам этого же графа. Между тем искомое соотношение между матрицами э
к[ ]C  и [M] можно 

найти существенно проще, не прибегая к теории графов. Для этого достаточно приравнять независимые 
контурные токи токам фаз , ,A B Ci i i i i i      и дополнить эти три независимых уравнения еще тремя 

зависимыми: , ,D F Ni i i i i i i i         . Из полученных шести уравнений и определяется матрица (2), 
а также соотношение между матрицами (2) и (3). 

Однако в практических расчетах, как правило, требуется обратный переход от уравнений 
э э к

к[ ] [ ][ ]i C i   к уравнениям связи [ ] [ ] 0M i  . В этом случае проще всего взять транспонированную мат-
рицу (2) и представить ее посредствам перестановки строк в виде сложной матрицы, разделив её коорди-
натные оси на относящиеся к независимым и зависимым контурам ( ,k k  ) и образующим их ветвям ( ,b b  ).
Вычитая из нее затем единичную квадратную матрицу, находим  

э
к[ ] [1] 1 0 1 0 0 0

0 0 1 1
t

k k k k k k
C b b b

b C b b C

     
     
     

 .               (4) 

После исключения нулевых строк матрицы (4) получаем соотношение [ |1] [ ]C M  , которое нетрудно 
проверить. Его удобно использовать при анализе несимметричных повреждений. 

Обратимся вновь к схеме (см. рис. 1) и при замыкании фазы на землю выполним ее расчет, воспользо-
вавшись методом симметричных составляющих. Предположим, что ЭДС и сопротивления генератора уже 
заданы в системе симметричных составляющих, а сопротивления емкостной нагрузки СZ  и сопротивление
ZNN в нейтрали даны в фазных координатах. При переходе к симметричным составляющим помимо исход-
ной (индекс «к») и «элементарной» (индекс «э») сетей будут вводиться еще две: «элементарная» сеть по-
следовательностей (индекс «п») для отдельных элементов исходной трехфазной сети, преобразованных к 
симметричным составляющим посредством матрицы 0,1,2

, ,[ ]A B CC , и комплексная схема замещения (индекс 
«s»), определяемая обычно следствиями из граничных условий для различных повреждений. Между тока-
ми любой пары данных сетей имеют место соотношения вида: 

э э к
к[ ] [ ][ ]i C i  , э э п

п[ ] [ ][ ]i C i  , к к[ ] [ ][ ]s
si C i  , п п[ ] [ ][ ]s

si C i  . 

Следовательно, матрица преобразования п[ ]sC  с учетом формулы преобразования для 3
4[ ]C , приве-

денной выше, тогда будет п э 1 э к
п к[ ] [ ] [ ][ ]s sC C C C    . Это преобразование выполнимо, поскольку матрица
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э
п[ ]C  несингулярная и имеет обратную. Она состоит из стольких матриц 0,1,2

, ,[ ]A B CC , сколько трехфазных 
элементов содержится в исходной сети. Зная эту матрицу, можно без каких-либо затруднений определить 
по формулам (1) уравнения комплексной схемы замещения в симметричных составляющих. Для этого не-
обходимо сначала найти преобразованные к симметричным составляющим соответствующие матрицы ка-
ждого из элементов «элементарной» сети последовательностей. Тогда полная матрица сопротивлений этой 
сети в симметричных составляющих 
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Следовательно, для рассматриваемого примера матрица преобразования имеет вид 

2

2
э
п

2

2

0 1 2 0 1 2 0
1 1 1

1

11[ ] 1 1 13
1

1
3

A

B a a

C a a
C D

F a a

G a a
N
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                    (5) 

Чтобы совершить теперь переход к матрице п[ ]sC , нужно найти матрицу к[ ]sC . Однако ее можно оп-
ределить только с помощью пока неизвестной комплексной схемы замещения. Поэтому на этом шаге целе-
сообразно прибегнуть к уравнениям связи. Поскольку при этом осуществляется переход к токам комплекс-
ной схемы замещения в симметричных составляющих, то уравнение связи видоизменяется на уравнение 

э
п[ ][ ][ ] [ ][ ] 0M C i M i    . 

Оно в развернутой форме с учетом (4) и разделения матрицы (5) на четыре (отмеченные в (5) жирны-
ми линиями) подматрицы [Dj], которые соответствуют независимым и зависимым токам 1i  и 2i , приобре-
тает вид: 

[ ][ ]M i   = 
3

1 2 1

4 2

0 0
0

1
D D i
D DC i


  

 
. 

Решая это уравнение относительно зависимых токов, находим 
1

2 2 4 1 3 1 1( ) ( )i C D D C D D i C i          .                  (6) 
Таким образом, с учетом формы записи транспонированной матрицы (2) представим и получаемую из 

(6) матрицу п[ ]sC  тоже в виде транспонированной 

п

1 2 0 0 1 2 0
1 1 1

[ ] 1 2 1 1
0 1 1 1

s tC C

      
 

   
  

 . 

Тогда матрица сопротивлений, вычисленная по формуле преобразования п п
пп[ ] [ ] [ ][ ]ss c t cZ C Z C 

 , и 
контурные уравнения искомой комплексной схемы, представятся в виде 

 



Воронов П.Л.           Особенности применения матриц преобразования 
             и уравнений связи при анализе несимметричных повреждений 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Энергетика».  
2018. Т. 18, № 1. С. 27–37  33
 

1
1 1

2
2

0

0

1 2 0
211 13 3 3

2 0 2 .22
3 3 30 0 0

20 3
3 3 3

С С
G С

G

С С
G С

С С
G С N

Z ZZ ZE I
IZ Z

Z Z
I

Z Z Z Z Z

   
 

  


   

            (7) 

 
Данной системе уравнений соответствует схема замещения, показанная на рис. 2. 

 

Е1

Z1G ZC

I’1 
 

I’2 
 

ZC ZC

I’0 
 

Z2G

- ZC/3

Z0G+3ZNN

 
Рис. 2. Схема замещения, соответствующая уравнениям (7) 

 
Заметим, что она совпадает с аналогичной схемой, построенной для случая однократной продольной 

несимметрии, когда сопротивления ZC имеют место лишь в двух фазах. Конечно, можно было бы получить 
и другую комплексную схему (рис. 3), представив матрицу Zпп в измененном виде. 

 
Е1 Z1G

ZC ZC ZC
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Рис. 3. Комплексная схема при замыкании одной фазы на землю 

 
В качестве второго примера, наглядно иллюстрирующего суть совместного использования матриц 

преобразования координат, матриц соединения и уравнений связи, рассмотрим расчет сложного вида по-
вреждения в трехфазной сети, представленной на рис. 4. 
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Рис. 4. Схема сети с двумя повреждениями 
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Пусть генератор, питающий нагрузку, задан параметрами прямой, обратной и нулевой последователь-
ностей Z1, Z2, Z0, нагрузка – действительными сопротивлениями фаз ZНГ, а несимметрия вызывается одно-
временными повреждениями: разрывом фазы A (L(1)) и двухфазным КЗ между фазами B и C (К(2)). Требует-
ся в аналитической форме определить матрицу решения, с помощью которой можно затем вычислить токи 
при любых действительных параметрах системы и значениях ЭДС генератора.  

Обратимся вновь к тензорному методу, в котором ключевую роль играют матрицы преобразования. 
Обозначим матрицу перехода к симметричным составляющим через [CS], а матрицу соединения, характе-
ризующую связи между элементами, через [СС]. Поскольку параметры генератора заданы в симметричных 
составляющих, а решение надо найти в базисе действительных фазных координат, то сначала преобразуем 
матрицы сопротивлений и ЭДС генератора к фазным переменным с помощью матрицы [CS]: 
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к фазным переменным с помощью матрицы [CS] по формулам:  

[ ] [ ] [ ][ ]G S t GS SZ C Z C , [ ] [ ] [ ]G S t GSe C e . 

В результате получаем: 
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0 1 2 0 1 2 0 1 2

2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2

2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2

1[ ]
3G

A B C

A Z Z Z Z a Z aZ Z aZ a Z
Z

B Z aZ a Z Z Z Z Z a Z aZ

C Z a Z aZ Z a Z aZ Z Z Z

     
 

     

     

; 

2
1 1 1

1[ ]
3G

A B C
e

E aE a E
  . 

Чтобы найти теперь матрицы сопротивлений и ЭДС в связанной (исходной) системе с повреждениями 
в действительных фазных координатах, необходимо воспользоваться уравнениями связи для токов и матри-
цей преобразования [C]. Выбрав в качестве независимых токов токи фазы B и нагрузки: B Bi i  ; НГ НГi i  ,
определяем через них зависимые токи: 0Ai  , НГC Bi i i      и находим матрицу соединения в виде 

НГ
[ ] 1 1

НГ 1 1
t

A B C
C B 

 
. 

Сложив матрицы сопротивлений генератора и нагрузки и выполнив операции умножения с помощью 
матрицы соединения согласно формулам преобразования, приведенным выше, после ряда упрощений на-
ходим искомые матрицы сопротивлений и ЭДС всей цепи в фазной системе координат относительно неза-
висимых токов в виде: 

2
1 2 1 2

2
1 2 0 1 2 НГ

НГ
1[ ] 3( ) (1 ) (1 )
3

НГ (1 ) (1 ) 3

B

Z B Z Z Z a Z a

Z a Z a Z Z Z Z

 

     

      

; 

2
1 1

НГ1[ ]
(1 )3

B
e

a a E a E

 
 

 
. 

 
Выводы 
1. Совместное использование уравнений связи матриц соединения и преобразования координат рас-

ширяет возможности метода симметричных составляющих для расчета несимметричных повреждений. 
2. Изложенная методика расчетов позволяет находить комплексные схемы замещения для различных 

видов несимметрии в электрических системах. 
3. Она эффективно сочетается с методом расчета сложных систем и схем отдельных последовательно-

стей по частям. 
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Kron’s tensor-topological method being advanced by many Russian and foreign researchers opens wide 
opportunities for solving applied problems in complex electric power systems by means of tensor analysis and 
diakoptics. Its application to the analysis and calculation of asymmetric and complex types of faults occurring in 
power supply systems has its own peculiarities which are due to the need for transformations of variables (coor-
dinate systems). In addition to the problems of defining transformation matrices and constraint equations, there 
are problems of combining individual parts of the system represented in different coordinates. Difficulties arise 
from the need to transform these matrices when constructing equivalent circuits. 

The paper discusses simplest examples to show some features of how coordinate transformation matrices, 
coupling matrices and constraint equations can be jointly applied, as well as how they can be differentiated 
when modeling and analyzing non-symmetric faults in power supply systems. 

Keywords: non-symmetric faults, transformation matrices, symmetric components, sequence equivalent
circuits, coupling equations. 
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