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Введение  
Одной из подзадач при проектировании циф-

рового вольтметра переменного напряжения явля-
ется оценка погрешности, обусловленной кванто-
ванием по уровню. Данное значение позволяет 
определить минимальное требуемое количество 
разрядов АЦП. При этом оценка этой погрешности 
необходима с учетом метода измерения. Для того 
чтобы оценка учитывала функцию преобразования 
измеряемого сигнала, надо привести погрешность 
к показаниям вольтметра. 

Задача измерения действующего значения 
сводится к нахождению среднего значения квадра-
та сигнала.  

На данный момент хорошо развита методика 
вероятностного оценивания погрешности кванто-
вания [1–9], но она не всегда применима и позво-
ляет получить исключительно завышенную оценку 
в условиях пренебрежимо малых шумов на входе. 
Также одна из сложностей получения такой оцен-
ки – это нелинейная функция преобразования 
звеньев, обрабатывающих квантованный сигнал. 
Так, в статьях [8, 10] и более ранней [11] были оп-

ределены погрешности квантования при равно-
мерном шаге квантования и линейной функции 
преобразования. Полученные результаты были 
дополнены в ряде статей [12–15] и подытожены в 
статье Элиаса в 1970 г. [16]. Обширное описание 
истории развития области исследования квантова-
ния представлено в работе [17]. 

При этом погрешность квантования сигнала 
можно разделить на погрешность квантования по 
времени и погрешность квантования по уровню 
[18]. В данной статье получены математические 
модели, позволяющие оценить погрешность кван-
тования по уровню для цифрового вольтметра 
действующего значения. Таким образом, при мо-
делировании можно оценить погрешность, обу-
словленную квантованием по уровню при исполь-
зовании цифрового вольтметра, чей принцип рабо-
ты показан на рис. 1, и выбрать допустимую раз-
рядность. 

В данной статье получена модель погрешно-
сти квантования по уровню цифрового вольтметра, 
показанного на рис. 1. Модель апробирована в 
среде SciLab [19].  
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Рис. 1. Упрощенная блок-схема цифрового вольтметра 

 
Модель АЦП 
Рассмотрим синусоидальный сигнал на входе вольтметра: 
(ݐ)ݕ = ܣ ∙ sin(߱ ∙ ݐ + ߮), 

здесь ߱ – круговая частота сигнала; ߮ – фаза сигнала; А – амплитудное значение напряжения. 
Число квантов, которые полностью перекрывают сигнал, определится как 
ܰ = ቂ஺

∆
ቃ,  

где квадратные скобки обозначают операцию округления до целого вниз, а ∆ – шаг квантования по уровню. 
Зависимость выходного сигнала АЦП y от входного сигнала x [20] будет определяться как 
ݕ = ቂ௫

∆
ቃ. 

Рассмотрим первый полупериод с нулевой фазой φ. 
Дискретный сигнал на первой четверти периода будет принимать значения при n = 1…N: 
∆ ∙ ݊ = ܣ ∙ sin൫߱ ∙ ߬ଵ,௡ + ߮൯  

или 
݊ ∙ ∆

஺
= sin൫߱ ∙ ߬ଵ,௡ + ߮൯. 

Время, когда на выходе происходит изменение сигнала на одну дискрету вверх: 

߬ଵ,௡ =
ୟ୰ୡୱ୧୬ቀ௡∙∆

ಲቁ

ఠ
.                       (1) 

Время изменения сигнала скачком на одну дискрету вниз: 

߬ଶ,௡ =
గିୟ୰ୡୱ୧୬ቀ௡∙∆

ಲቁ

ఠ
.                       (2) 

Дискретный сигнал на второй четверти периода будет принимать значения при n = 1…N: 
∆ ∙ (݊ − 1) = ܣ ∙ sin൫߱ ∙ ߬ଷ,௡ + ߮൯  

или 
(݊ − 1) ∙ ∆

஺
= sin൫߱ ∙ ߬ଷ,௡ + ߮൯  

в соответствующие моменты времени ߬ଷ,௡. 
Рассмотрим второй полупериод с нулевой фазой φ. 
Время, когда на выходе происходит изменение сигнала на одну дискрету вверх: 

߬ଷ,௡ = గ
ఠ

+
ୟ୰ୡୱ୧୬൬(௡ିଵ)∙∆

ಲ൰

ఠ
.                     (3) 

Время изменения сигнала скачком на одну дискрету вниз: 

߬ସ,௡ = గ
ఠ

+
గିୟ୰ୡୱ୧୬൬(௡ିଵ)∙∆

ಲ൰

ఠ
.                     (4) 

Тогда модель сигнала на выходе АЦП можно описать следующим выражением, n = 1, 2, 3…  
݇)∗ݕ ∙ (ݏܶ = ∆ ቀ∑ 1 ቀ݇ ∙ ݏܶ − ߬ଵ,௜ + ଶ∙గ∙௡

௪
ቁே

௜ୀଵ − ∑ 1 ቀ݇ ∙ ݏܶ − ߬ଶ,௜ + ଶ∙గ∙௡
௪

ቁ +ே
௜ୀଵ

�  

+ ∑ 1 ቀ݇ ∙ ݏܶ − ߬ଷ,௜ + ଶ∙గ∙௡
௪

ቁேାଵ
௜ୀଵ − �∑ 1 ቀ݇ ∙ ݏܶ − ߬ସ,௜ + ଶ∙గ∙௡

௪
ቁேାଵ

௜ୀଵ ቁ.             (5) 
 
Квадратор 
Квадрат полученного дискретного сигнала (6): 
൫(ݏܶ݇)∗ݕ൯ଶ = ∆ଶ ∙ ൫∑ 1൫݇ܶݏ − ߬ଵ,௜൯ே

௜ୀଵ − ∑ 1൫݇ܶݏ − ߬ଶ,௜൯ே
௜ୀଵ ൯ଶ

. 
Распишем данное выражение: 
൫௬∗(௞∙்௦)൯

మ

∆మ = ൫∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଵ,௜൯ே
௜ୀଵ ൯ଶ + ൫∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଶ,௜൯ே

௜ୀଵ ൯ଶ −  
−2 ∙ ∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଵ,௜൯ே

௜ୀଵ ∙ ∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଶ,௜൯ே
௜ୀଵ . 

Момент ߬ଶ > ߬ଵ, следовательно 
൫௬∗(௞∙்௦)൯

మ

∆మ = ൫∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଵ,௜൯ே
௜ୀଵ ൯ଶ + ൫∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଶ,௜൯ே

௜ୀଵ ൯ଶ − 2 ∙ ∑ 1൫݇ ∙ ݏܶ − ߬ଶ,௜൯ே
௜ୀଵ . 

Воспользуемся в дальнейшем тем, что 
൫∑ 1൫݇ܶݏ − ߬ଵ,௝൯ே

௝ୀଵ ൯ଶ = ∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ 1൫݇ܶݏ − ߬ଵ,௝൯ே
௝ୀଵ . 

 

 y(t) y*(kt) 

АЦП 
(y*( kt))2 

X2 
(yf)2 

√ ФНЧ 
yf 
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При учете того, что квантованный сигнал принимает значения, симметричные относительно пикового зн
чения, а ߬ଶ наступает позднее достижения сигналом пика, и учитывая аналогичные выводы

൫ݕ∗(݇ ∙ ൯ଶ(ݏܶ = ∆ଶ ∑ ቀ∑ே
௝ୀଵ

∞
௡ୀଵ

+ �∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ ൬1 ቀ݇ܶݏ −ேାଵ
௝ୀଵ

 

Среднее значение за период сигнала
Найдем постоянную составляющую сигнала на выходе квадратора. Частота дискретизации кратна ча

тоте сигнала. Для упрощения расчётов будем рассматривать отношение квадрата дискретного сигнала к 
квадрату шага квантования: 

൫ݕ௙൯ଶ = ݉ ൬൫௬∗(௧)൯
మ

∆మ ൰ = ∑ (2ே
௝ୀଵ

После подстановки (1)–(4) в (7):

൫ݕ௙൯ଶ = 2 ∙ ܰଶ + 2ܰ + 1 − ∑ே
௡

Данное выражение показывает выходной сигнал идеального фильтра как функцию от 
ругленное значение отношения амплитуды к шагу квантования.

Тогда относительная ошибка, вызванная квантованием по уровню

error =

√ଶ∙∆∙ඪ൮ேమି∑ (ଶ∙௡ିଵ)∙
౗౨ౙ౩౟౤ಿ

೙సభ

Данная погрешность имеет точки экстремума для каждого 
является искомой погрешностью. 

Минимумы будут находиться в особых точках, а для нахождения максимума найдем производную по 
ошибке и приравняем её к нулю. Решение 

Данные выражения нелинейные. Таким образом, получение аналитическо
Воспользуемся методом половинного деления для нахождения корней полученных выражений. Результ
ты, полученные в Scilab, представлены в виде графика на рис. 2.
 

Рис. 2. Зависимость относительной погрешности, %, 
от отношения амплиту
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(2 ∙ ݆ − 1) ∙ ൬1 ቀ݇ܶݏ − ߬ଵ,௝ + ଶగ௡
௪

ቁ − 1 ቀ݇ܶݏ − ߬ଶ,௝ +ଵ

߬ଷ,௝ + ଶగ௡
௪

ቁ − 1 ቀ݇ܶݏ − ߬ସ,௝ + ଶగ௡
௪

ቁ൰ቁ.    

реднее значение за период сигнала 
Найдем постоянную составляющую сигнала на выходе квадратора. Частота дискретизации кратна ча

тоте сигнала. Для упрощения расчётов будем рассматривать отношение квадрата дискретного сигнала к 

(2 ∙ ݆ − 1) ∙
൫ఛమ,ೕିఛభ,ೕ൯

்
+ ∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙

൫ఛర,ೕିఛయ,ೕ൯

்
ேାଵ
௝ୀଵ .  

(4) в (7): 

(2 ∙ ݊ − 1) ∙
ୟ୰ୡୱ୧୬൬(௡)∙∆

ಲ൰

గ
ே
௡ୀଵ − ∑ (2 ∙ ݊ − 1) ∙

ୟ୰ୡୱ୧୬൬
ேାଵ
௡ୀଵ

выражение показывает выходной сигнал идеального фильтра как функцию от 
ругленное значение отношения амплитуды к шагу квантования. 

Тогда относительная ошибка, вызванная квантованием по уровню:  

)
౗౨ౙ౩౟౤ቀ೙∙∆ಲቁ

ഏ ି∑ (ଶ∙௡ିଵ)∙
౗౨ౙ౩౟౤ቆ(೙షభ)∙∆ಲቇ

ഏ
ಿశభ
೙సభ ൲ି஺

஺
.     

погрешность имеет точки экстремума для каждого N. Соответственно максимальная из них и
тся искомой погрешностью.  
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Решение данного уравнения даст необходимое значение аргумента ошибки.

Данные выражения нелинейные. Таким образом, получение аналитического выражения трудоёмко. 
Воспользуемся методом половинного деления для нахождения корней полученных выражений. Результ
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+ ଶగ௡
௪

ቁ൰ +�  

         (6) 
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ಲ൰

గ
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На рис. 2 видно, что погрешность квантования определяется отношением минимальной амплитуды 
сигнала, которую необходимо измерять, к шагу квантования.  

Аппроксимация данной зависимости методом наименьших квадратов от N = 2 до 1000 с максимальной 
относительной погрешностью аппроксимации, не превышающей 2,8 %, представлена ниже: 

−݁ቀଷ,ସଷସଵି మ,బభల
ಿషబ,బఴቁ ∙ (ܰ − 0,08)ିଵ,ସ଻ହଽସ < ߜ << ݁ቀଷ,ସଷ଴ସ଺ା భ,ళమమళ

√ಿశబ,రఴభలቁ ∙ (ܰ + 0,4816)ିଵ,ହ଴ସଶ,  
где ߜ – относительная погрешность измерения в процентах. 

Тогда соответственно относительная погрешность может быть оценена как 

ߜ ≈ 100 ∙ max ൬݁ቀିଵ,ଵ଻ଵି మ,బభల
ಿషబ,బఴቁ ∙ (ܰ − 0,08)ିଵ,ସ଻ହଽସ݁ቀିଵ,଻ସ଻ଵା భ,ళమమళ

√ಿశబ,రఴభలቁ ∙ (ܰ + 0,4816)ିଵ,ହ଴ସଶ൰.       (9) 

 
Цифровой фильтр нижних частот 
Для использования неидеального фильтра рассмотрим сигнал, получаемый на выходе квадратора (6). 
Сигнал (6), представленный в форме ряда Фурье: 

൫(ݏܶ݇)∗ݕ൯ଶ = ∆ଶ ∑ ଵ
௦భ,ೕ 

ே
௝ୀଵ + ∆ଶ ∑ ଵ

௦మ,ೕ 

ேାଵ
௝ୀଵ +  2∆ଶ ∙ ∑ ൬∑ sinc ൬ ௡

௦భ,ೕ
൰ ∙ ଶ∙௝ିଵ

௦భ,ೕ
∙ cos(ݓ ∙ ݊ ∙ ே(ݏܶ݇

௝ୀଵ
�∞

௡ୀଵ +  

+ �∑ sinc ൬ ௡
௦మ,ೕ

൰ ∙ ଶ∙௝ିଵ
௦మ,ೕ

∙ cos(ݓ ∙ ݊ ∙ ݏܶ݇ + ߨ ∙ ݊)ேାଵ
௝ୀଵ ൰,              (10) 

где ݏ௞,௝ – скважность, определяемая следующим образом: 

ଵ,௝ݏ = ்
ఛమ,ೕିఛభ,ೕ

; 

ଶ,௝ݏ = ்
ఛర,ೕିఛయ,ೕ

. 

Для учета квантования по времени при частоте дискретизации, кратной частоте сигнала, ݏ௞,௝ заменится 
на ݏ௞,ఫ~ , где ݏ௞,ఫ~  определяется как: 

~ଵ,ఫݏ = ்

൤
ഓమ,ೕ
೅ೞ ାଵ൨∙்௦ି൤

ഓభ,ೕ
೅ೞ ାଵ൨∙்௦

; 

~ଶ,ఫݏ = ்

൤
ഓర,ೕ
೅ೞ ାଵ൨∙்௦ି൤

ഓయ,ೕ
೅ೞ ାଵ൨∙்௦

. 

Для фильтра высокого порядка при соблюдении условия о кратности частоты дискретизации и часто-
ты сигнала и частоте среза ниже частоты сигнала для k много больше постоянной времени фильтра спра-
ведливо 

௙ݕ
ଶ ≈ ∆ଶ ∑ ଵ

௦భ,ണ~
ே
௝ୀଵ + ∆ଶ ∑ ଵ

௦మ,ണ~
ேାଵ
௝ୀଵ .                  (11) 

При несоблюдении данных условий квадрат дискретизированного сигнала можно представить как 

൫ݕ∗(k ∙ Ts)൯ଶ = ∆ଶ ∑ ቀ∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ ൬1 ቀ߬ଵ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ − 1 ቀ߬ଶ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ൰ +ே
௝ୀଵ

�∞
௡ୀଵ   

+ �∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ ቀ1൫߬ଷ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)൯ − 1൫߬ସ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)൯ቁேାଵ
௝ୀଵ ቁ,             (12) 

где 

߬ప,ఫ,௡~ (ݏܶ݇) = ቈ
௞்௦ିఛ೔,ೕାమഏ೙

ೢ
்௦

+ 1቉ ∙  .ݏܶ

Тогда на выходе ФНЧ 

௙ݕ
ଶ(݇ܶݏ) = ∆ଶ ∑ ቀ∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ ൬ℎ ቀ߬ଵ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ − ℎ ቀ߬ଶ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ൰ +ே

௝ୀଵ
�∞

௡ୀଵ   

+ �∑ (2 ∙ ݆ − 1) ∙ ൬ℎ ቀ߬ଷ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ − ℎ ቀ߬ସ,ఫ,௡෧(݇ܶݏ)ቁ൰ேାଵ
௝ୀଵ ቁ,             (13) 

где h(t) – переходная характеристика фильтра. 
Соответственно, на выходе будет наблюдаться величина 

(ݏܶ݇)௙ݕ  = ටݕ௙
ଶ(݇ܶݏ).                     (14) 

Так, для сигнала, представленного в примере 3 статьи [4], подставив (11) в (14), получаем 2,96∙10–5, 
что соответствует результатам моделирования. 

При моделировании по формуле (14) при соблюдении соответствующих условий для определения 
фильтрованного квадрата дискретизированного сигнала, разность между прямым методом моделирования 
и полученным моделям была равна нулю. 
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Выводы 
Получены зависимости погрешности цифро-

вого вольтметра в зависимости от квантования по 
уровню. Результаты представлены на рис. 2. Зави-
симости аппроксимированы с погрешностью, не 
превышающей 2,8 % на интервале отношения ам-
плитуды сигнала к шагу квантования от 2 до 1000, 
зависимостью (9).  

Получена аналитическая модель дискретизи-
рованного сигнала на выходе АЦП, представлен-
ная выражением (5), и квадрата этого сигнала, 
представленного выражением (6) и (10). 

При использовании цифрового фильтра ниж-
них частот важной особенностью можно выделить 
влияние частоты квантования на погрешность при 
соблюдении зависимости (9). 

Получены аналитические модели погрешно-
сти квантования по уровню, приведенные к выхо-
ду цифрового вольтметра, для идеального фильтра 
низких частот. Найденные выражения позволяют 
определить минимально допустимый шаг кванто-
вания АЦП или ЦАП для известного допустимого 
уровня погрешности и минимальной амплитуды 
входного сигнала, без учета квантования по вре-
мени и шума в измеряемом сигнале, при условии 
использования метода измерения, представленно-
го на рис. 1. 

Модели, позволяющие оценить погрешность 
квантования по уровню, апробированы в среде 
программирования Scilab.  
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A digital AC voltmeter design requires determining the optimal configuration of the electronics used. 
This electronics allows achieving the required characteristics, and its configuration shall be based on the param-
eters of the device set in the tonic task. Among other characteristics, a designer shall account for the device ac-
curacy. In addition to noise and outside interference, the hardware methodological error is the basis that deter-
mines the maximum available measurement accuracy. The article presents a solution to a problem of choosing the 
minimum allowable bit depth of quantization by level, taking into account the known measurement range and 
the expected accuracy class. A model and methodological error of quantization by level is obtained and tested. 
The article also presents the results the cases when time quantization of a digital AC voltmeter are accounted 
for. The dependence of the error on the ratio of the minimum measured amplitude of the signal to 
the quantization step of the ADC is found. The paper describes the analytical models of level quantization error 
obtained for the output of a digital voltmeter for an ideal low-pass filter. The designed expressions are the basis 
to determine the minimum allowable step for quantizing the ADC or DAC for a known acceptable level of error 
and minimum amplitude of the input signal without respect to time and noise quantization in the measured sig-
nal, provided that the voltage measurement method is sampling it by time and level by means of the ADC. 

Keywords: digital voltmeter, quantization error, ADC module, discrete signal, level of error, measured 
signal. 
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